T

St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

U=V OOoBIL




St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929 .

Inhaltsverzeichnis.

I. Kapitel.

£ 1 1 1ne Geome trie.
ceite
¢ =8 S Celuniung der Vektorlenre . o o o« o o o o o o o 1
d ©F 4 Raum., Affine Ko-
| ‘ oy s . L R SR
v Je \n«<ve, Geraden, wmoenen, Schwerpunkt . . . . o . . . . 21
|
é . iMlécheninhelt, Rauminhalt, Determinanten . . . . « « & 32
} II. Kapitel.
=5 .
+ 1 3 - < X p
Elemente der BEukl idilschenMe tr ik .
\\\—\\ 5
/ -
‘ o L 7 =
N D LDRBRE: o 5 » ek e A Ay g Lpamioate i Re S50 g R e s . SRl Gl felieer iy o
< [- ~
QO BEUEM o 5 4 5 6 G e s B EoiE e e adm e eldee gl g 82
Ly ] 1 7 g T S A W1 er P - 3 3 -
§ 7« Kreise und Kugeln. Polsrkoordinaten . . « « o« « o « o = g1
| ¢ 8. DBewegungen, Symmetrien und orthogonale Matrizen . . . . 99
- o . - 3 A
7 § 9. Bewegungen und Symmetrien in der Ebeme . . . . . . . . 104
§ 10. o » " I BB « « ¢« ¢ ¥ ¥ % <'s =  THM
3 1l 3 A lead ot nafoarmat i onen - 1f)*
11. Ahnlichkeitstransformgtionell « s o« ¢« o ¢ ¢ s ¢ o o + = 21
III. Kapitel.
Ereisgse und Kugeln..
Q 12. Ste rephische ojektion und Inversion 122 ‘
§ 12. Stereographische rrojexktlion ux nverslion . . . . . . . =<
§ 13. Orthogonele Kreisbiischel PR G LR . - MR R T e
J 1). VI --Cé,\‘lxwu Hd O Lo =N .
- : g 137
14. Inversion I BaM .ie . % v o o0 o ace Wi e dili wipue 37




B
| St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

IV. Kapitel.
Lurven und Flichen 2. rdpung
in gaff inex ehandlung.
Fres e
. JGLAN1TL SIl. DCIMITUSLTLZE ¢« o« « o o o o s o o s & o
! AU [ U R mletanaavan . Kurven und
-0 LOLLEliyoen der ocligren VOl runKiepgaarell, nuUlVOoi UL
Flaehen 2, OFABUNE « « 5 & = & % # & & % & % & = & ®#
Ly ] $ oo & - S K, R T | PRI, T o < ¥ = et
Life L1TTelSpullkiselgenscagaliten aer cexanten « & @ ® ™ @
Auvhang.
J. h ineare . GGlsesiehungen .
1. Grundlsgen . . = s & @ & & 3 & & & & ® & ® & % &8 &
|
| { g S e = —
‘ § 2. n-reihige Determinenten I . . « « « ¢ ¢ o ¢ o o o o &«
|
1
' 4 - | 3 D o o et -
‘ & 3, Gerade und ungerade Permutationen . . . .+ « « « ¢ « »
& 4, n-reihige Determinsnten j. o el R TR e N TR
§ 5. Geometrische Anwendungen .« « « « o o = « o o o o o -
il.
.
6. Kubische Gleichungen. « « « « « o = o = o o o s o & = 334
|
|
! —
i i 18 15 !
‘ ‘\
3 + 3 1 k" =Y 1nad G ""'l"i u_'D
r m Y 5 o B o a o] Y - C ol 1 & e
& 7. Transformation quadratischer Formen und Gedilde aul

e N 4 -
Normal \4‘:4'::"011 . « o e o .- o+ & . o . . . . . - - . - - .

\nl
o
1




St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

|

Literatur : Kowal swski, :Analytische Gedmetrie.

Heye:Geometrie der Lage . (synthetisch)

Hunge: Vektoranalysis. (f.d.ersten Ctunden.)
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Uie enalytische Geometrie betra

siguren, sondern den Lgum bzw. die tbene in ihrer Gesamt—

Im folgenden wird xkmlt sogleich Reumgeometrie,

{

‘ nicht erst Planimetrie getrieben, weil manche grundle-

| genden Sitze der Planimetrie durch riumliche Betrachtungen
|

ewlesen werden.

o

I. Affine Geometrie.

§ 1. Affine Begrindung der Vektorlehre

(Affinitét operiert mit Punkt, Gerade, ibene. Sie

kennt Schnitt und Parsllelismus. Sie kennt sber keine Lin-—
gen und Winkel. s gibt Transfommationen (§§ 2,3), die

k(" - L
; sii . B IO o ok g
' die mESumsen und VWinkel Endern, aber alle affinen Bezie-—

hungen aufrechterhalten. (lodell) )
on
Parallelefinitionen.

X 1. Definition:
Zwel Geraden sind einender parallel, wenn sie in=+
derselben Kbene liegen und sich nicht schneiden.
2, Definition:

Zwei kbenen sind einander parallel, wenn sie sich

nicht schneiden.
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3. Definition:
iine Gerasde und eine Ebene sind parallel, Benn sie
sich nicht schneiden. ;

fLuklidisches Parallelenaxiom: Durch einen Punkt gibt es

Zu einer Geraden eine und nur eine Parsllele.
Definition: Jedes Punktepsar A B (Raum od.Ebene; Reijen— |

folge der Punkte ist wichtig) heisst ein Vektor

/,‘3 Zwei Vektoren AB und CD heissen
s

L gleich, wenn
A

AB)| D und AC|)| BD

Daher konnen wir einen Vektor AB von

|
[
| D einem beliebigen Punkt ¢ ,abtragen"
|
|

c d.n. D so bestimmen, dass AB=CD
Fiy. 1 . D ist eindeutig bestiwmt. F

Zusetz: Aus AB=CD folgt AC=BD. . |
Oirep e {

Fundementalsatz: Sind zwei Vektoren dem-dritten gleich
2

so0 sind sie guch untereinander gleich.
Bewedls.

Vorsussetzung: AB=CD und AB=BEF.

Behauptung: CD = EF

1l.) Annehme: AB, CD, EF nicht koplanax
ke A : b 2

0 nicht in einer Ebene). Ich benutze
den Satz (noch zu beweisen): Sind zwei

Geraden einer dritten parallel, so

sind sie such untereinender parallel.

I~ 3

Fig 2. Da AB (] CD und ABI/l EF , ist also

auch EFJ CD.
Weiterhin benutze ich den Satz (noch zu beweisen):

Zwei Ebenen, die durch parallele Geradenpaasre aufgespannt

sind, sind parallel.
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Da DB || ca Uﬂdﬁmﬁ /| BR (nach Voraussetzung) sind also
die Ebenen BDF wund ACE parallel., Wiren nun CE und
D¥, die beide in der Zbene DCEF liegen, nicht parallel,
so hZtten sie einen Scimittpunkt. Da sie aber auch in |
den ubenen‘ CAE wund DBF liegen, wussten diese ei {
schneiden, Das ist der Parsllelitit wegen nicht mbglich.
[
Es ist also §

CEIDF

da nun ench die Beziehung

cantr

EFJ CD

besteht, folgt

— L C T oo -

AT

~ L 1 AD i)
2. Annshme. AB, CD, EF

ko’\plénar. Ich zeichne einen 1
vierten gleichen Vektor GH , |

/ B der nicht in der Ebene CAEFBD

liegt. Da CD = AB und

/ AB = GH , ist nach obigem Be-
/ weis CD=GH. Aus den letzten

beiden Relationen folgt aber
(wieder nach obigem Beweis)

CD = BEF q. e. d.

3, Annghme. AB, CD, EF kollinear. Beweis dem vorigen

entsprechend mit einem Hifsvektor mehr.
Nachtreg 1: Sind zwei Geraden einer dritten parallel,
so such untereinander. '

Beweis. Vorsussetzung: gllk und glik.

Behauntung: h | k.
3 9 ﬁ‘/‘J_é.)
Punkt P auf h . Ich lege mbenen@icht

'
|

d = hkofiplenar, sonst ist nichts zu bewei sen): J
f 4 e = e(P,g) : _f

f = f(P)k) : i




X
; ' St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929 —

|

Ich Dbeweise nun: die Schnittgerade h(e,f) ist Il &
(elso mit h identisch) und ]’ k.
leh lege die Hilfsebene d(g,k). -‘

PR LY /
Wire h(e,f)nicht [| k, so gibe es Schnittpunkt

Q(h,k), der in den Ebemen e,f und d lige. i}
Qh,k) = Q(e,f,d) |
|

Das bedeutete aber such ¢ = Q(g,k), entgegen der Vorasus-—

9]

setzung g [} k . Ebenso folgt h(e,f) H g . Also }

h | %

sEzm=== w

Nachtrag 2 . Werden zwei Lbenen sufgespannt durch |

zwei parellele Geradenpasre, so sind sie paresllel. |

‘i
K A . : {
raussetzung ng/ b, und g, ’r Dy \\'
8;1 H g2 ‘a‘\ // hZ |
i . ‘
£y A" ™ AlA - R L P - b
// Behauptung: e:,l(g.I » h1) // 82(52 112).

liren e, und e, nicht parallel, so |

o)
s S
gibe es Schnittgerade (8162 '/
Z e “h, Bs wirde sein (nach dem vorigen uw.ca.s;,
P : |
//// /E H ‘j/’ [ // ‘12
) ) und |

Dersus folgte nach dem vorigen Satz:

&4 | b, und g, /) h, , wgs durch die Voraussetzung wi-

derlegt wird. |

u.dd.ltl on von "e ktoren.

e ey et —— e

B Definition: (a + b)P = PR
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Setz : @+ 1), = *+H)p a.h. die Konstruktion ist

unabhéngig vom Ausgengspunkt.

. " o oo o - 00!
Lewels: Es ist PQ = P'Q daraus folgt PP' = QU
anglog OR = O'R' Q¢*' = RR!
anelLog QR = Q'R i - o\l

™t n IR

glsc: PP' = RR' nach dem Fundswentelsatz. Alsc Fh=:

Rechenregeln:

1) kommutstives Gesetz:

2) Assoziatives Gesetz: ) O

nt+ H+t = n + 6+ ¢)
(Beweis klar)

3) HNullvektor: m +or = (Definition)

Vektor O gesucht. 5 .
Losung:Vektor O: Anfangspunkt = End— 4 1
Fiy FB 0
vunkt. . v,
A bk ek T AT gesucht.
4) Subtrektion: m*tg=c; ¢ & R
FEn A ' =
Losung: g W = =ab T 2

5) w— £ = s -8) ( DAiihin) Fof £

ms folgt, wenn

A+ G =T

AN = Ll-f-f"

Jultipliketion eines Vektors mit einer Zahl.

1) m sel ganze Zehl
ol m > -~ -t =
gﬁ M = Ay P AL et AR ( f’“j"" il %"‘( o ‘f')

—_———
A Tt e

)

(;) w =0 6 un=0
7 o R ; N

\

por Fow, 17
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r') U0y wF [~ nat) =D

s also -

(-n).a = —(na) = n(-a)

5 - 5
2) n = ﬁ-(gek"rzter Bruch)

. 5, B

-\
L

( ;.‘i,j;. :Jv..._'._I' q =
b

Fa [
Beweiszder Teilungskonstruktion: /ir ziehen die Paral- |.
sele zu A C,” durch B,. Sie schneide C,B in B,. Dann
7 i 3 3
ists:

Weiterhin ist
AB 4+ B.C
1 11

Qe eber A C, = CoCs

&S 187

AN

1

deshalb
AD = C,B
1 v273 |
1
gs ist also auch S5, [[ B,B
Da nun auch 023211 533 so gilt die Beziehung -
2 |

" B w DR I RN g :
uzﬂi = 324 de aber auch oB3= AB, ist
so gilt
AR = B.B
v st R

Entsprechend kann man auch bewelsen: AE1 = 5132 e i

Tﬁ“*j;Wszur glle rationalen r,,T, gilt
K ‘\«cq"“
Yo+ Y = (ﬁ +'Vq)um

Bewels: Man bringe TyrTs guf denselben Nenner.
ﬂh-—"?{ AB =) T
3) 2l sei irrational. Denn seilen A, rationale zahlem,y | |

-uh"\, i N

AT

5
=P WMW#T&ml definieren wir AB = 2 » ¢ % i
Beuspiel: A=A = 4, 41 431 \
ABy=7 b AP 4410 it AB= L1424

b'i v = 1714)1, : ‘.

)
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*u.(» bRl \ pse .
=EEungen: ) fir beliebig reelle A A B2YFE
- —— 1’ 2 D
/7.,, an4 1. an ,(;2 + A )
Seweis: Dies ‘ 1 - :
L INOL18 . ;11T firyalle r nelen Niherungszehlen der

» C auf der Geraden AR . Denn kann men
A 80 bestimmen, dass AC = A . Daemn betrezchtet
en die Vektoren AQ = p an fUr alle rationslen r o]
- U all aclonsalen L , SC
liegen die ‘31-- enf der Geraden 4B tberall dicht (Ste— <

fl T v < B WWWV‘V*’ Lin

afihrung des Summ

st - Aa, = F A, ( O $ud446 Draam

" Es gilt («ng-"b)

\ >
S - — =R i
< > 3
\ NN A2 A% hg 4 (}, v N
\ \4;: /l"‘ (‘
; -

4=

In dieser Formel sind elle bisher

leiteten Regeln enthslten.

gkeit von

Haum.— Affine Koord ing tbu. Af'fine Trans=

3 crme.t 1onen %

<T

Lelinition: Die Vektoren aa,, e P heissen

14 - hEn oot o I AT 2 1e -
linear ebhingig, wenn A%am,+. ..+ A an,=0gilt, ohne dass

ollw At gleich Illull sind; sonst heissen sie linear unabhin-

gig. Ma) Mg, - .. aa, sind also linear unsbh:
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wenn sus L ;]449!1' = 0’ lolb_.t, d&.SS /1/' % AL = =/1M=0"

. A=A
ip foloprtim, ey '
< = Jetztcdie lifeare Abhingigkeit bestimuter

snzehlen von Vektoren. m sei dabei die Anzehl.

Ia) m-4 - o 5

In Jlorten: Ein Vektor ist linear abhingig, heisst: er

verschwindet, Ls soll ntmloin Aan - 0 gelten, und dae
A #0° ist, so mussg .5 gleich Iiull sein.

I.J. a) /l/L:Z /12/’ {/MZ E_.

venn zweirVektoren linesr abhingen, sind sie parellel.

us muss gelten: A%, +A*an, = O

Dann ist Ay =

6
/i 5 3
- A A 5 ) also aa, [ », nach § 1 . %
A" . {3
Fall 2: /147&0/ A=
ks ist dann am, = ¢ . Der lullvektor hat keine eigentli-
che rdichtung. Wir definieren ihn als zu jedem beliebigem .

Vektor parallel. (Lntsprechend fur den Fall A'=07, 2*#0)
III &) M=% 1, an, 4, 8ind koplanar.

.enn drei Vektoren lidilar abhingen, sind sie einer Lbeney

Parallel. f 3
Fall 1 : Alle A ™ #0 1
Nao 1 a t‘
Dann ist Y 213 :‘Ij
Ry = —a == A%
1 ﬂ,q AR 2 7 3 3 L

Das bedeutet aber: Der Vektor @y ist die Summe aus einem

Vektor // A2, und einem Vektor [/ My . Der Vektor .,

1
|
{
]
|
4

!

|

:

lésst sich also mit ~»; und 473 in dieselbe Ebene legen. p
9 5 % 2 1

Fall 2 : Bin A* sei gleich Null. (etwa N7). :

Dann heisst die Bedingung :

:’114’11 t 7)_’5/‘;1350-
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also /(]]_2_,1'1/1713 ;

G50 s 8l a,

e - . e A . g . A
Fell 3: Zwei 2. seien gleich Null. (ﬁ,u /&8 /‘f ﬂl
\

Damn heisst die Bedingung 2 Ay T d ..

/OLVO}-/M](,/OL /‘1/
Diese drei Sttze (Ia, Ile und II1las) konnen asuch umgek hrt
werden. Die Lichtigkeit der Uumkehrsitze ist nicht triviel,

sondern beruht suf der Ueberlegung von § 1 Ende. .

I 'B) Jenn cin Vektor verschwindet, ist er linear abhinglg

Denn ist Mm=( , so ist auch 7(_,1;).._.0- [A#»g*\
¢ /

11 b) Uenn zwei Vektoren parellel sind, sind sie linegr

bhingig. S g ([ Ay Also existiert nach § 1 f
eine Zehl M sodass Mg =/M A, oder Alg—m Ay 2 T

(‘,)'4‘45 ﬂ.£=—/b\,). ]

III b) Venn drei Vektoren einer Ebene vparsellel liegen,

sind sie linear abhingig.

d.h.? Ay Ay AN3 sind koplanar" ist gleichbedeutend

tr
. 4 ?Ll/" AB L s

mit A, t n, +L°y = 07,

Beweis: Es geniigt, Ay A,y linear unabhingig, also nicht

parallel, snzunehmen, denn sonst ist nichts zu beweisen.

Damn sei OP der Vektor m, R ¥ |

On n i /ﬂt 1;
P 4P OB o i ALy ‘/'f“"/d:z ’{x :
/ 52 Ich ziehe durch P die Peralle- |
& Vs |
G5 / 3 |
. /Y, le zu4, . Sie schneide Ay im j
|
Punkte Q . ES ist denn £w! 30/{/7"””&"“/‘%& |
0Q=/wm, ; und QP = s, (§n1)
(
OP = 0Q + QP 1
L 3 |
g, a, ;/,, Ay f/A Ay

l
4 ‘/“’ Ay —/7"3/"'7'3
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Die Bedingung fur linesre Abhingigkeit ist also erfillt.
—feBud fe  sind eindeutig bestimmt.
sngenowmen, eSS gibe moeh eine zweite Derstellu £

2 Y

Jir subtrshieren sie wvon der Gleichung

ANg -‘-/b;‘ un -f-//l” /4'7.3 /‘Tr;"{ W
1 3
0" - /A_z_éu Y, /G'x 1 *?J"& ’6) ) /m'3

Jenn nicht beide Klammern verschwinden, missten A, und
/My linear sbhingen, d.h. A || Mg + Das soll aber
nicat der Fall sein, also ist jede Klammer gleich Null;

”

t % " 3
/,4_ :G und V,V':’A:CF 7.5.0{'-

. ST
B &

HFETY n =4 .

Vier Vektoren sind immer linesr abhingig., (Grundlsge des

-

affinen Raumkoordinatenbegriffs)
A Ay Ay ALy, seien vier Vektoren. lenn My Ay,

und M4 linsar abhingen, ist nichts mehr zu beweisen.

Wir betrachten also den Fall, dass Teg Ay /V“B nicht 1i-
near abhingen, d.h. % Lbene parallel sind.
Daxga 7igt
4 Z,JWW @MWC —&r~zeichnen "¥on einem Punkt O
-~
/ aus die Vektoren %= 0¥ ) Ag= 0A,
7 7(/0\1: Uﬁz und Als = 643
v /7/15 //
Wir legen durch P eine Lbengpa-
Y /7 rallel zu der Lbene, die durch Ay
"ﬁ/ AT % R 3
3 34und A4 aufgespannt wird. Sie
?«5./? schne ide 0/41 in P.; die Perallel-
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ebene durch P zur Lbene, die dwch A, und qn, aufge-
B

. . - " [y ~ = A1
spennt wird, schneide /A, in dde Parsllelebene durch

Py
P zur bbene, die durch M, und A, gufgespannt wird,

schneide ()

4'; in ¢30

Denn ist OF, + OP, + OP; = OP ( das kenn man

B, 3

sich leicht en dem Qusder ar mechen, der d h di i
sich leicht en Qus jlal chen, der durch die drei

durch P gelegten LKbenen und die Ebenen :

el 0 ’44 AL ) £( 0,4",43 ) g( ;4/,4’,/47 ) Dbestimmt
wird, ¢ 77‘[‘7» /5\,)
Da aber folgende Beziehungen gelten: /3,/7 ngwQMD

OF; « X,

0% : X*a,

&

0 %,

= Xy
2 7

so ist M 10 4 Xl’“\. 'f")(‘ﬁ’czg

b,} |
N}*ﬁfs"
Vier Vektoren sind also immer (gbhingig.
Die Dasrstellung ist eindeutig, denn aus

4 T

Noe X X+ X Mg

mto Ry %
AN _.’? /VL,l + <2 4)‘,1 - ‘j /u‘\,»)

n 9 IRL o ny’)

- A | Z b - 2o

U zXonmg+ X -4%)my +C =4 /7

folgt wie in II b, weil M A, R, linear unabhin-

gig sind
1 2 2
x:yg'l, x&-:f g x3=y3.
Obige Konstruktion fithrt unmittelbar zur Einfihrung der

affinen Koordinaten im Raumy.

' N
O heisst Anfangspunkt, die Geraden 0/44 ' C’Q:‘ / A'b

heissen die Achsen des Systems; A, a, Ay die Grund-

vektoren; A1, Ag, A3 die Linheitswsdstexen-oder Grund-—

punkte ; (" 0/’4".'41) ;(0/ /qz 43)(0/ 43 ,Qq“}iie Koord inatenebe nen.
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P sei mun irgend ein Punkt, Wir definieren: P hat die

2

= . g -
Koordinsten x'LLx und x in unserem Koordinstensystem,

1 1 3 : .
wenn OP = Xa4xm+ Xs= 2 X*A; ist.
251
Des effine Koordinatensystem zerlegt den Reum in &

QOktenten,d.h. der Reum wird durch die drei Koordinaten—
L
ebenen in/\:% Gebiete geteilt ,in denen je eine Vorzeichen—
Skombination der Koordinaten herrscht.
In den Punkten jeder Koordinatenebene
verschwindet eine Koordinate (z.B.
e
x'>=x 0 in O A?_AQ),also in den Punkten
: jeder Achse verschwinden je zwei
Coordinaten(z.g; X = xL= O in ﬁO A3),also in 6@ verschwin-—
- 8

. 4 K
den slle drei (x=x=x=0 ).

Koordinsten einer Strecke.P O .

Bs ist PQ = 0Q — OP{ denn 0Q — OP = 0Q + PO = PO + 0Q = PQ]

Q habe die Koordinaten y' y* y~

s X 3
P " u 13 P X X

3 2
Bs ist 0Q =& 4'au
Azd
OP = 2X"IJ‘L,;
And 3 3( , 3 . 4 )
. 4p . = ' ~ P
0Q — OP =Zy'n,- 2 X' =2 [§ =X"/ A
Azt YA

‘1‘:1

o)
&
n

Als Koordinaten der Strecke PQ bezeichnen wir daher
%

4 - 4% L ! - i 1 5 -
y—x;y—x;y—f.mbensohelssenv,v,v die

Koordinaten des Vektors# , wenn

9 :
<
=2
4:4 .
Affine Koordinatentransformation.

TWie vertindern sich die Koordinaten beim Ubergang zu

einem neuen System?
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Es seien ( O /M,y M, y40, ) und ( C,q, ,,m,) zwei Koordi-
natensysteme. ( O,m,0y0,) sei das urspringliche;

1 ’ ' .
( 0 m)yay ) dss neue. O habe im clten System die

Koordinaten W&*( d.h. t,t1t® ),% habe im alten System die
X %

Koordinaten a."( a", a;, aK s)
P sei ein beliebiger Punkt. Es ist 4,
A, - =R
S
#/
4,
¢ A’ ‘
hy 17 Al
{ (
OP=00+0P
CP= Z:f("'/:l,;
00'= &A%
[ g A’Zj {4
0Fr = X /ﬂ = X a, 4.
’? Ret azd k *

1/’
= X (@_, Ayt .24 Ay 7 ‘413413;

|
4 x¢ a 0
Xallqrz 'I‘r'o-t ‘l Q”ﬂ’3<
* xla] mn} + ag Ay
(‘._x Q)/GM éxKa m+<_x47~
K=t ’ft .u!’

Es folg;t é,\f/u wzlf.-»ﬁ’z Kot )
Azd .-4\I¢~4 A7 i

"i l‘-ﬁﬁ_x*&‘ ) 4,
Also wegen der ulnuexi{'.lgkulg der Zerlegung:

&
. PO R
X4 - /¢ +_ %, azkx

.

Qurc% dieses Gleichungssystem sind die Koorddinaten x*

-d:GS' ersten Systemg ausgedriickt durch d1e I’oordlnatenx{

des zweiten Systems. AJsbeschrieben helsst das System

2! ! 3/
,(.La,r +a, + @ %
/

J_ x*‘#&z""a &’Z’LQ /V}
(
B E gl K" #ai* *a x
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Der bisherigen " passiven"Deutung der Formeln ( I )

steht folgende "gktive" gegeniiber : Der ganze Raum

. .
werde so deformiert,dess jeder Punkt ( x') in ( x*)

‘ 78
Ubergeht,wo die ( x') gemiss ( I ) eus den (_¥') hervor—-

gehen. Das System ( @ f,A.A5) geht dabei in (0 A AfA')

Uber ( man beachte das verschrinkte Auftreten der 1

gestrichenen und ungestrichenen Gréssen 1).
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Eine Transformation heisst affin,wenn sie punkttreu ist,
Gersden in Geraden,sbenen in Bbenen und Parellelen in
Perellelen Uberfilirt. Beispiel : Die Bewegungen des
Reumes gls Ganzen.
Jir werden ( S.33) beweisen,dass die Formeln
(I) bei sktiver Deutung eine affine Transformation dar-
stellen, Dies wird im Folgenden VOrweggenoumel.
Jedenfsells missen die Koordinaten eines Punké?
beziglich eines Systems erhalten bleiben,wenn men Punkt
und System derselben affinen Trensiormation unterwirft.
Denn diese Koordinaten sind durch Perallelenkonstruktion

gewonnen.Hiersus folgt: JEDE affine Transformation ist

i
[

ecindeutig bestimt durch die Abbildung von 4 Punkten i

allgemsiner Lage, d.h. von 4 Punkten,die nicht in dersel-

ben Ebene liegen.

Beweis: Die 4 Punkte seien O A A Ag ihre Bilder O'A;A;A%

t*, aisie wie oben erklirt.Demn mmss ein beliebiger

Punkt, der beziglich des ungestrichenen Systems ( 0, A,)

|
oF

die Koordinsten x' het,in denjenigen Fumnkt ibergehen, l

I EA = s M

der die Koordinaten x‘im gestrichenen Sgstem hat ( 0" A
X

also diejenigen Koordinasten x ’ im ungestrichenen ’

./ =
System,die aus den x' nach ( I ) hervorgehen; d. h.
die Trensformetion muss notwendig durch I ( aktiv ge—
deutet) gegeben sein.

Unkehrung:Gegeben ist die Abhildung von 4 willklrlichen

punkten sllgemeiner Lege in ebensolche. Dann gibt es 0l

such eine affine Tré%%ormation des ganzen Reuumes,die

die diese Abbildung enthslt; nimlich die soeben angege— L

beney. "
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Zusatz 1 : Eine Transformetion,die 4 Punkte a]_.lgemeiner
Lage in 4 Punkte einer Ebene iiberfilhrt,kann Oj‘rbf\t—‘- affin sein,
Denn 4 Funkte einer Lbene kdmmen durch eine affine Trans—
formetion nurenm 4 Elunktenréiner Ebene, nicht aus 4 Punk—

ten allgemeiner Lege, hervorgehen.

Zusetz 2 :Eine affine Trensformetion, die 4 Punkte allge—

ue iner Lage fest lisst,ist die Identitit. Beweisi 5s gidb®

wirklich eine Traensformstion,die diese 4 Punkte suf sich

selbst sbbildet,némlich die Identitiit. Also keine endere.

Affine Koordinaten der Ebenee.

Sind 3 Vektoren koplanar,so sind sie nach S. 9 linear
abhingig. Es seien: O P 54 O A =4,
0 A =« koplanar. Denn gilt die Glei-

: f
chung ( v # ™ WC‘\M")

w = x'w, + x'n,
. Wir defingeren : P het die Koordine-—
A 7 I s
ten x und x in unserem gffinen ebe—

nen Iioordi\natensystem (0. A8,), werm O P = x!v, +xbug JE
Die Parallele zu O A durch P treffe O A 9 in Q
. . “"0A, ® P " OA,inR
Dann ist O R = Q P = X'#,
0Q =RP=xwn

Wie men aber leicht an dem Perallelogramm O R P Q sieht,

ist : O P=0Q#eQP=0OR+RP oder b
OP= X1~v‘\‘1{ 3\‘""\1 :
x" und x> sind eindeutig (vgl. § 2 Satz III b)

lenn eine der Koordinaten verschwindet,so liegt P auf
einer der Achsen,demes ist dann
G . p.= X’A'l,l (-/~ - «.11!\!

( bzw., OP = x*m,)
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P
Affine Trensformstion’dér Ebene.

( O"AA, AL) sei das urspriingliche System,
( OI,AL, A‘z) - . neue L
0 habe im alten System die Koordinaten £
row o

P sei ein beliebiger Punkt.
«p

. 1,
A Es ist OP =00+ 0P

] .
/. L 0P = ya,ixin, L iy
) i Y 00 =A"4, + a5 Aia,
// X\ i 3 };4 7

2 ~s i
? \V3 42'0’ P-'-‘-'/\’ﬂfﬂ! z/ﬂ"ﬁ)(k/ﬂkf
[’P =7 “?A/, K=1

)f”/a a4l amy)

+xal a4}y
1

% A9 -

qaA
Es folgt:

!
2_ AK.XK ‘A

Z/Y Py "2—4‘“4"2/ £6l X /’m«
A_'Lso wegen der mmdeutlgkelt der Zerlegung

XP oAt + s—ua X o x K liage) (Trensformationsformel)

oder susgeschrieben:
= t'+ a' x4 arxt’

R o o g o
x=t+ x4+ alx’
Aktive Deutung von II vollig analog der von (I)
im Reum. Alle Uberlegungen von S.73%-1Yiibertragen
sich.
"iffine Transformati6n der Ebene" heisst eine solche
die eindeutig Punkte in Punkte,Geraden in Geraden
und Parellelen in Parallelen iiberfiihrt. Wir beweisen
Se 33 ydass II, aktiv gedeutet, eine affine Transfor-

mgtion der Ebene in sich darstellt.



St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929
17

Des ebene Koordinstensystem ist schon dutch drei, nicht
erst durgh vier , Punkte allgemeiner Lage bestimmt.

( 3 Punkte sllgemeiner Lage sind solche, die nicht auf
derselben Geraden liegen).Daher gelten in der Ebene
folgende Sttze,die anaslog S.77/sbewiesen werden:

I)Eine affine Transformestion der Ebene ist eindeutig be—

stimmt durch die Abbildung dreier Punkte allgemeiner

Lag € o

II) Es gibt eine affine TrensfoYr-mstion der Ebene in

sich,die drei beliebig vorgegebene Punkte sllgemeirmer

Lege in drei andere beliebig vorgegebene Punkte allge—

meiner Lage Uberfiihrt.

II1) Wenn eine affine Transformation der Ebene drei

Punkte fest léasst , so ist sie die Identitit.

Spezielle affine Transformationen.

1) Translation.

o) Synthetische Beschreibung :

Ein Vektor A B , der"Trenslationsvektor" , wird vor—

gegeben. Dann wird jedem beliebigen Punkt P ein solcher

e ) Punkt Q zugeordnet, dass P Q = A B
P e
p ' / ist.Jeder Punkt riickt sozusagen um
A
die Strecke A B weiter.
i
Fig.20 EARBIRY Die Trenslationen filhren

Jjeden Vektor in einen gleichen iiber.

Beweis: QQ'sei das Bild des Vektors PP» Dann ist nach
Definition PQ = P'Q/, also
PP = Q' (vgle Se2)
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}) Anglvtische Beschreibung:

Der Trenslationsvektor A ubge die

Komponenten A haben.

/,/7(;/)‘)
Beh: Die Translation wird susge-
\ driickt durch das Gleichungssystem
¥ N ) . - ./ " 5 " ’/*.'
[ 1 1 ¥Foe ¢ A
> A //""—-z’/.l -/~/t?')
e Beweis:Es folgt
/t, . ]

3 i .
x=-x=1"', also
: L i Lot Ny ,\4
' PQ.}Z(”V -y )‘o‘;"‘"‘i’/ﬂ{——

man LA A

Kennteichnet)die effinenen TransfoYrms}jionen der Ebe-—
ne bzw. des Raumes allgemein durch die "Koeffizienten—
metrix" ( Xoordineten desselben Vektors senkrecht

untereinsnder geschrieben):

1 4 y & 7 1 1 1

t a, ) E t a) a; a; 1)
L 4 ZWe 4 2 2

taa;/ t &l aj aj

3 3 3 s
t a) a:z a;

so werden demmach die Translstionen dargestellt durch
£ 1 0 t'1 0 0
L bzw. L
t 0 1/ t 0 1 0O
3 /
+t 0 0 1/
2) Dilatation.
Eine Dilatation in der Ebene bzw. im Reum wird ausge—

drickt durch die Formeln

p 1

0

|
X =a x" bzw. X'= a X’
z ! /
x'=b x* b x
c x?

=
X

1) Fehlende (lieder sind durch Nullen " 2gf%ufﬁllen "*
statt x'= x’ schreibe men z.B. schematischt

1
x=0+1lx +8 x°+0 4 x”
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also durch das Schems

OaO) A O & 0 O

O 0 »b» 0 0 b O
0O 0 0 ¢,
[y | /
Ay Ay Mg erhelten demmach die Koordinsten
@/ '@}/ %2}/
a 0
O , b ,0 o
0 0 c
dhe a,/<2a, . a,/<bn, , @ cu,

De. die # | nicht verschwinden dirfen, ist a #O0,

b #0, ¢ #0 vorauszusetzen.

llan kenn sagen,dass der Raum ( bzw. die Ebene)

bei einer Dilatation in den Achsenrichtungen in den
Verhéltnissen a,b,c ( bz¥. a,b) gedehnt (dilatiert)
wird.,

Im ﬁéll senkrechter Achsen spielen Dilatationen eine
Rolle in der Physik.

Ein Sonderfall der Dilatationgd sind die Affinen Spie—

J
gelungen. Ein Beispiel einer(éfﬁnen Spiegelung gibt -

das Schems - (O ;_O\

542
0 0-1,

7
A& Fex

7 /

~<7 - i h‘ A - ‘.
B 2 1 Tex Bs t also =1 8 =g
7;‘\.4 | j ki 5
|

5 /
b=«1 x‘= - xf

{1 l'("‘Zur Konstruktion zieht man pg/’ogz

Fig.21 und verlingert P P, um sich selbs@}

ba
Wenn die Achsen senkrecht stehen, wird die affine Spie~—
gelung zu einer Unklappung um eine der Achsen.

Definition: Wir sagen : " Rine Transformation ist eine

Spiegelung™ oder ™ hat die Periode 2 ",wenn d&ieselbe

Transformation 2 mal hintereinsnder ausgefiihrt die Iden-

titdt ergibt.
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In der ibene stellt ausser dem eben angegebenen auch

das Schema (O -1 03 eine Spiegelung der ( Spie-
. &

c O ‘—11 _/4*/7(’(
- p— - /
gelung um einen runkt.) = 3,
*Qrx -

Spiegelungen im Raum:

T

H}Z/ﬂ

Im Raum gibt es 3 Typen von Spiegelungen:

1) Spiegelung an einem Punkt (<4 %%)

2) “ ®* einer Geraden(7%-’”
¥) M - ® Ebene.(7¢?4)
@ N s -t
Die -Sefremsrr sehen folgendermassen
15 29 /../ Tex") Aus
j A /7 ) 4'
&3 30100 x'=
7 2 ’ (
F /;/i 0010 ‘=zt
e ////'_\'A,, : o
' 000 -1 X' =X
'A 3 1 1’
' 20100 x'=s x
‘ [
| ; 00 -1 o\ xl= - x*
| 5 2 A
‘ ! ol 000 -1 e
IH v p
HERAY =
L T S : [
' sl 430 <100 2%
(— L /[ O O _l 0 o gt
1 (
‘ @ (R) i ‘{O 00 -'l x1= o 3
y“‘ 3
o Px
. .
54,

N

.46[\,)
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§ 3, Punkte,.Geraden,“benen, Schwerpunkt.

Gleichungen der Gersden. . %MWWWJMW
bine Gerade sei gegeben durch den Punkt P auf ihr

1 und die Richtung eines ihr parslie-
vitx;/ﬂw/ A len ¥Vektors b . P sei ein beliebige:
\,bﬁf 5.  (laufender) Punkt euf der Geraden,.

oy " ;P habe die Koordinaten x.","a (%,%;% .
Fgis g » v ’ x“= (%%,%
der Vektor b " " " Y= (b,byb )

Die x'sollen durch xgund. b’ susgedriickt werden.
s ist PP = t . b (nach §1),

Es ist sber auch POP = QP - 0P denn

ol
0P—0P°=0P+P00=P00+0P=POP

Es ist weiterhin:

[y 1 ne = e
Also P°P== )R b = _,'2./.1{/* A

Jegen der linearen Unabhingigkeit der 4. miissen entspre-
chende Koeffizienten der unterstrichenen Eusdriicke gleiel
sein. Dies gibg

x'=x] Wt
( xxz ) Oder x=x +tD
Dies sind die Gleichungen der gesuchten Geraden und zwar
sind es Gleichungen in Parsmeterform. Das Gleichungssy-
stem hat den Parsmeter t. Vemn t alle reellen Werte von

-bis +o° durchléuf,so durchlihft P die ganze Gerade.

Umkehrung:Jedes Gleichungssystem III liefert eine Geradse,

ausser wenn b = b=b=0 gilt.
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Beispiel :

xX'= 8L
3 AN
Xx'= =15 +/2%

o (o
(o

o] o

15

Gleichungen der tbene in Parsmeterform. 2
Eine Fbene sel gegeben durch einen Punkt Po und die
Richtungen zweier nichtparalleler Vektoren b und € ,
durch die sie aufgespannt wird. P sei ein beliebiger

( laufender ) Punkt in der ibene.

3 . P, habe die Koordinaten xg(1=1,2,3‘

s 0 |
1oy, P " " » x-

N ) " " " b’i' \
J/ £ " i " c/f: .

" x';ist durch xg ’ b'i, e* auszudx?ﬁkef
A 1
PP ist linear ausgedriickt durch b und +, da PP »
b und £ koplanar sind und da b ¥ 1.6

Es gilt ehso die Bezichung: PP = 8.b + t&
Durchlaufen s und t alle reellen Verte,so durchliuft
P die ganze Hbene. s und t sind affine Koordinsten
unserer Ebene beziiglich des Systems ( Po,b,").
Es ist :

B o -
OP - OP, = PP =£Z‘_A(x"-—\';‘)uz1-.—.b§)é 4»14',,(%:/1&4/1;
Hieraus durch Koeffizientenvergleichunggy

X xt= 80" + te*

oder x* = xg + 8 b“' + t/t'{:
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Dies ist das Gleichungssystem der gesuchten Ebene in
Parame terform. Wir heben als Parameter s und t.
Unkshrung:Dos Gleichmngssystem
z'=x'+8b +1t¢

v x“-—:xoz+s‘nl+‘t;e2
L=x+sV +t¢
stellt immer eine kbene dar, die den Punkt P, ( xg,x;,x;)l
enthilt und dvrch die Vektoren b (B"') und #(c ‘) aufge-
spannt wird;nur dirfen die Vektoren ¥, cnicht linear ?
abhimgen,d.h. 2ine Beziehung der Form y =2 ¢+ P
wo nichil= fam Oist, derf nicht bestehen,d.h. es darf
nicht p= Kl

mbi= K7

W= %1 mit ko O oder 2 0 sein.
Anmerkung:Die Schreibweise 4« b‘="4 <"ist einer Form wie

etws %4 = %i = %Z vorzuziehen, weil die hier mbgli-
=

L}

cherweise im Nenmer suftretenden Hullen Schwierigkeiten

machen.,

Sbenengleichung ohne Farameter.
Jede ibene geniigt einer linearen Gleichung der Form
Y ux'+ux’+ ux’+u =0

(Dabed soll nicht u=u=1u=0 sein)
(Bire ‘bene genigt einer GRAddhung heisst : Die Koordi-
naten eines jeden Punktes der Ebemne erfiillen die Glei-
chung, "ire in ¥ w =u=u =0, so wire ¥ gar keine

Bedirgung fur die x%),

Zum Beweis milesen wir zeigen,dass dé.s Gleichungssystem
IV durch ©limination von s,t immer auf ¥ fuhrt. E
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dir unterscheiden dsbei zwei Fulle.
1) #ine Gleichung des Systems IV enthelte keinen Parame-
ter,z.b. die erste. Sie heisst:dann: X'= x; oder

x4”x430 .

e
Dies ist bereits eine Cleichung der Form XV mit
u =1l
u=0
u.=0
u = - 104

2)Jede Cleichung enthalte mindestend einen Parameter.
Wir kinnen dsnn ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
(0.B.d.A.) snnehmen: Y of O. Dann kénnen wir s aus der
erston (Gleichung eliminieren und erhalten
5 =2"‘—;[\‘—- Ktk 54)

Diesen Ausdruck fur s setzen wir in die zweite Gleichung
@in; diese erhilt so die Form

x'= A+ Bx" 4+ ¢t (hierbei sind 4,B,C w¥eder
vor dem % noch von & noch von t ebhimgig).
Jir fuhren hier noch eine Unterteilung ein.
A) Bs 01 C =0, also BX'= x% A =0 . Dies ist bereite
eine Gleichung ¥ ( u, = -1 ¢ 0).

A)C of O. Vir kinnen dann t aus unserer Gleichung ausreck
nen und erhslten einen Ausdruck der Form
t=Dx"+Ex'+7*

Diesen Ausdruck fiur ¢ und den fyttheren fir s setzen wir
in die dritte Cleichung von I¥ ein und érhalten 80 eine
Gleicilung der Form o
=g+ #x" +Jx"oder
Hx" + I x* =2+ 6¢=0
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0
Des ist eber eine Gleichung ¥ ( Uy = - 1#2)

wel

nieht elle ured Koeifizienten der X yerschwinden, st el -
eine ibene darx.

Voreussetz ng:MUXX u; ¢ 0 ( 0.B.dedl).
aueh *

vl kOnuen’onnelwen, W, = 1 , da wir die Gleichung mit
' diirfen
einem passenden Zanlenisktor multiplizieren lkbnnen. e

tl.Jode linecsre

ir setzen nun X'= 8 und X = t . Denn lésst sich unser
Gleichung durch folgendes uleichungssystem darstellen:
x”-»uv-—xu,.-— tu,
x’;: e
x*= t

Das ist sber oing Cleiclhungssystem der FormIV , stellt |

also (8.0.) eine tZbene der, wenn dies RZelationewn
ILLL’ My) = /LL,'MQ,)
pmod 2 A
& A1
p : ) P o :
nur fir o me= £ = (7 eriullber ist.Die zweite und

dritte dieser Reladionen besegt aber gerade
M= 0 l,wwo /z— = (/" |

Jir fregen: .ie liegemn 2 :ibenen,dargastellt durch

B 1) ux+ux+ux+u=0
T ; x : X
— 2 x’ +vx‘+vx’+v=0 zueinander?

1)WWLJ&M

Dess die Pedingung hinreicht, ist klar. (ir beweisen

jetat ihre Notwendigkeit. e ?
TR |
» "
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B9 sei u#0 ( 0.B.d.A.) jdam bestimmen wir/ 80,
dass v, =Zu, = 0 Wir setzen

Vv, =Au, = w

v, ~tu, = w

v, ~du, = w 4
Multiplizieren wir die l. Gleichung VI mit % und sube
trahieren sie von der 2., s¢ ergibt sich 3
TeK) mxl+ wx’ tw =90
Die Punkte,dic ¥EGEC VI 1) , VI 2) erfullen,sind die-
selben,dis VI 1) VI (X) erfullen. Sind die u. nichi

den v, proporiional,so ist nicht w, =W =W = 0.
Wir unterseheiden die Iille
A)w, =w, =0 Wyl
3) Etwa w, 3‘9
) Fglle ) ist 7I X nicht erfillbar,slso haben VI 1)2) |

keine gemeinsame LUsung. Die tSbenen sind nicht nur
nicht identisch,soudern Baben keinen gemeinsamen Punkt,
sie sind parellel, Wir sehen slso,wenn wir die Bedin-
gmg w, =w, =0, W, # 0 fur die urspringlichen u.,
veformulieren §

2) Die “benep (Vi) sind persllel,wenn U s W, , W, Dro=
portional Vo V.o ¥, » 8ber nicht Wip eees U, PrOPOXT
tional V, g seeey V, 3 ist,.

E

(= 2= B; ¥8y )
v, v, v, -¥%

Im Pelle 5 ){fomwuliert fur w;, v, ) behaupten wir :
Die #benen ( VI ) sehneiden sich, wenn nickt w, , v , 1, ‘
proportional. V., Y.a Vi e |
Zum Beweise geniigt es,unter dieser Vorsussetzung zwgﬁ
Punkte ansugeben,von denexn der ersie VI, 1 und VI (;t:)«

t
:

|
|

erfillt,der sweite mur VI , 1, wber nicht VI (X) .
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Demn dann kénnen die Ebenen weder parallel noch iden—
tisch sein, miissen sich also schneiden. Diese Punkie
sind, wie leicht nechzurechnen 3

a) X=0

b) = 0

y 4 A ¥ 2
X=Q;~1{~u,_u,?)

Diskussion der Ebenengzleichung.
uw #¥£0;u,3~-1 ( 0.B.d.A.)

) Kein u verschwindet. Dann lautet die Gleichung:
wx' +ux +ux -1=0
Diese ibbene sehmeidet aus den 'Koordinatenachsen die
Sticke L ,1 wd ]l aus,d.h. die Punkte
U., u‘ \1;
P7( i,0,0 )
u,
Pz< n/: x,0 )
U,

Pa( 0,0,1 ) genigen der Gleichung.

Uy
B)u, =0 w,, u, #0

ese fbone ist parallel der x= Achse, die ja die

1=
1 o
L
{99

I
§

Gleichung x‘ = x =0 hat, Cern die Punkte ( x'= 0,
xX=0 ) genlgon ihrer Gleichuug nicht. Wir konnen uns
den rerallelismus als Uchuidt im Unendlichen vorstellenm,
denn je mehr wir u, geg-,e;;; hull¢ streben lassen,um so
groscer wird der Abschuitt x =2 auf der x'= Achse,
um S0 enti‘ern‘ter' also der Schnit'%;unkt. Aus den Ubrigen

Achsen scuneidset die tbene die Stucke L , 1 aus,
W W

J)Es sei u = u, = 0, also u, f’O.
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&1_11{1 ist die Ebene “ dor x'~ Achse und h’ der x - Achse .

f

doh. || dex (1, 2 ) Thens.

R e Sy

3

Thre Gleichung ist % =3 s 0der allgemsin
, u; -
x = conste.
L]
.7) n.= 0 (h3 7'1 +ux' tux’ = 9]
l{ - ’ 1 - ~ 2. - L ‘3 e e
Dioso Fhene ist pareliel u,x" + uzxz + u,x’ - 1=0. .
ir heben also fur died einzel¥§nerFille das Entsprecher -

le wie in 1). Unsere Cl2ichung stellt jetzt aber nux

-
W

— N

wenen dor, die durch) des Lulilpunkt des Koordinatensy-—
stows gehen. Dema u,. C + U, e O+u,. 0+ u, = 0

ist dquivalent mit u, = C.

e x
'*a.i)f_ citige Lage ¥on Geraden und Fberen.

Auch hier wie bei zwei Ebenen gibt es 3 Fille:
Die Gerads schneidet die Fhens,ist ihr parallel oder
liegt in ihr.

.
‘

Gleichung der Geraden : x' = X' + % b

. " Ehene :ux +tux +ux +u, =0.

Gib% e5 geuweinsams Puukte,sc ist

:
u x;+t V) + u X, +tb )+ i tu,=0

oder é:{xo“',c/#-x?",‘uﬁ'« My =0
Hiermit ist uns eine Bestimmungsgleichung ngz- t gegeben,
und zwer ist sie linesxy:

t A *+B =0
£lle und nur die Werte t, dis diese Gleichung erfiillen,
bestiumen geue inssme Funkte der Geraden und der Ebene:

Fall 1) Ist A #0, so ist t gindeutig bostimmt:
t= -8B die Gerade schneidet d.Ebene,
A A

2
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2) Iat A = 0, so ist zu unterscheiden:
L) B#O
p) B=0 .

L) fuhrt zum Widerspruch; es gibt koinen Schnittpunkt;
die Gergée ist der Fbere para.llel; z
Im Fell <A4) ist die Gleichung %, A+ B = 0 fur Jeden

Wert erillt; die Cerade liegt also in der Ebene,

Wie kenn man eine %orade durch zwel Punkte legen ?

Gagebon seimp di2 Punkio ¢

= 3
Po= (% =3 ;% =1;%,=0)
P:(an;xz'?;x’;’@)

P sei der laufends Punkt mit den Koordinaten ( x ).

we
O"v

Wir schaffen uns den Vektor P2 . Dieser hat die Koor—
dinsten ( xq- xo} , also:

PE=( ~3; 6 ;7)
Jotzt kidnnen win ¢ic gasuchts Garadengleichung asufstel—’

len. Sie ist @

x =35-31%
’ -

x*=1¥%6%
x7=ﬁrﬁ7t

e runkte P, buwe ¥, enesprecien den Parameterwerten

Wie 1 ine Ebene durch die te

5 L \
x 2 . 2 ?

P (x{) sfe der lnufende Punkt. Wir schaffen uns dis

Vektoren P_P, mit den Koordimeten ( x,'= x;)

BOPZ a L] " ( x';. x;)
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Die geeuchte Ebenengleichung lautet dann:

!

L ik - F S
X=X *s(x-x)+t(x-x)
Die Punkte ®_ bzw. B bzw. P, entsprechen den Parametar-:

worton 8 = 0,4 =0, bzw. 8 =1, ¢t = 0 bzw, 8 = 0,t =1.
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erstellung einer Geraden im Igum durch zwel
lineare Gleichungen.
£ __ Gleic QUNgen,
3 . 2 3
1) w X" +fux" +ux’"+u9, =0
i 2 3 &

2) v, x1 +v,x‘3+v3x3+v

2 ™

bYestimmen eine Gerade, wenn nicht die Koefifizienten der

Koordinaten proportional’ sind.(Die Gleichung

M= = ist. )
Unter dieser Vorsussetzung bedeuten nimlich 1) und 2) zwei
sich schneidende Ebenen (s.S.25), deren gemeinsame Punkte,

d.i. die Schnittgerade, eindeutig bestimmt ist.

Verhzltnisse in der Ebene.

Alle Sitze und Beweise sind genz analog denen im
Reum (S.21 ff.), nur dess wir iibersll eine Koordinate
weniger haben.

FPerameterdarstellung der Geraden.

Bine Gerade sei gegeben durcn einen Punkt P, auf

ihr und die Richtung eines ihr parallelen

W

Die uornde,/ duré‘*‘ m,e ‘~u te " P,/ ungd l“ "'*“uro( e’:imc-éh dﬁaz\é =
I i S

g/tel/lt (}‘{lI‘Cn die gilelcmm&?bn.
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Vektors b . P sei ein lsufender Punkt auf der Gersaden.

P, habe die Koordine 1o (xt,x?
0 rdinaten x (xo » Xy )

>

™

P habe die Koordinsten x 2)

(x-1 3 X
b i . 1 bl (b1 ,b2)
t sei der Parsmeter.

Unter der Vorsussetzung, dass b # O ist, dass also nicht

1 2 : ) .
b’ =Db =0 ist, erfillt die Gerade das Gle ichungssystem

(I11,) = = x,* + o’ (i =1,2)

Umkebhrung: Jedes Gleiclmngssystem (III) liefert eige Gerade
1 2 |

in der Lbene, ausser wenn b = b° = 0 ist.

Geradcngleichung ohne Parameter.

I. Jede Gerade genigt einer linearen Gleichung der Form

(Io> u1x1 <+ u2x2 + u3 = 0

(Dabei so0ll nicht u, =u, =0 sein, )

II. Hede linesre Gleichung der Form (VO), bei welcher

nicht beide Koeffizienten der x . verschwinden, stellt
Bk
gine shene dar.

Gegenseitige Lage zweier Geraden.

£

)]

(—@—0) A Moy X E g XY+

a = (4 - -
Z‘ ";’4 X | -/k-L /Y- = ’L <~ ’,
v

L0

1. Die Gersden Vrof' und Mo < sind dayn und nur dann

identisch, wenn alle Koefiizienten M. den entsprechenden

~r; proportional sind,

2. Die Geraden sind parsllel, wenn M4, proportional

Ay, 7 aber nicht ¢, ~, , #3 proportional @*,}%2/73

3. Dic Gereden schneiden sich, wenn nicht  u«, g, RLOPOTs

. £ .
tlon&l 'Vq / JL L3
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sl
Sare uleic}‘.u/m; deft 1-‘orrp/ 5

Yiskussion der Gersdengle iclun

der A]‘ vaé;m i

o

w7
M'l"( ”~ /'VLLI\’Z -r-d/_z :o/

0-8. 4.

ui verscawindet. Demn lau

1 z
/%—4X +M2K —4:0’

D ie,;% Gerade sclmeidet

aus den Koord

0.

tet die Gleichung

My ==/

inatenachsen die Stiicke

- rd A } !
and 1 d.h, di
pol 1 74-1 aus, d.h, die
genlgen der Gle ichung,
) my =0 [0.8 4.4) siso
A { ¥
xt= 4
e
Xz erusk,

L parallel der

y T
X =AcChS

Pr (%10)

Punkte
7 (0, £)

LW

S

Iullpunkt . Demn der Punkt

7 7
. ) O 3 13 -
D v 0 genlgt der Gleiclung
‘ /

2
/n,xd' Mg X +C"'=&b
Die Bedingung Sy
hinreichend.

Beweis,

=0 ist hierfiir zu

gleich notwendig und

dass die Koéﬁina"ben ransforms tion

™ . ¢ 3 ' {
(L) x =A'u Zalax" (i
K<t

bei aktiver Deutung affin ist

: (an

41,3)

e
W

dass durch sie¢ Punkt

in Punkt, Gerade in Gerade, Ebene in Ebene und Parasllele in

Yerallele iibergefihrt wird. vgl. S.
voraussetzen, dass die Vektoren »(/z/;
Anders sausgedriickt

3 7 /
2 A, =0 besteht nur fur

13/14). TWir missen

linear unabhingig sind.
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oder

» )L aK - ﬂ 1/1'/‘3/:
/r-,

besteht nur fir
N4 -] -
A=A = 2 = U’

Die letzte Formulierung ist swegen wichtig, weil sie den

Vektorbegriff nicht mehr bemtzt, sondern rein slgebraisch

18T .f
+5) Jador Pt o < A o oA T
(K=, vCOUCL IUlAU /r y hat ;‘el-b.‘l elnen L/l.J_‘.A. punLe | /Y /‘ . UBS
' \
~ 4= Tz T 4 - T -
gent ohnne weiteres aus 1 hervor.

1b) Umgekehrt gehort zu jedem Punkt (x) genaupin Punkt
/

\ < - . 5 z L
(x?). Da die m,' linear unabthingig sind, konnen wir beim

Aufstellen der Transformationsgleichung auch vom gestris
.. [ = | A . ealp ] 1 o]
rstenm ( 9 »:7/{ ) ausgehen und erhalten eine Gle i-

chung:

/ A & /
(1'\‘ XK ;/%K‘.'l'é_ aé/r'é //,r.;4/z,3)

=1
a9 A5
Dabei ha 4 die Koordinsate s el
Dabei hsaben v die Koo ten ,?lﬁl gestrichenen
34 7 : ” 5 A Svstem
die Vektoren Ay y. " . cacdees

&

(I') ist (I) Zqpivalent. lan kenn I' erhalten, indem men
I nach den /x¥') auflést. Aus (I') ersehen wir nun, dass
v

A\
jedem Punkt Xx genau ein Punkt X' entspricht.

Also: Die Punktabbildung ist uumkehrbsr eindeutig.
D — -

2a) Jede Gerede g' hat genau eine Bildgerade g .

! il ot
Gegeben g' : /\’K-.-.Xa"{ /—/J‘

k . 3 Py !
Wir setzen diesen Ausdruck fiir ¥ in das Trensforma-—

tionssystem . 3 sl /
X4 3% * é d':f /rK M
K=q
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und ernslten

‘(.‘Z ;,2
X—/‘l-rzak

setzen. Das System stellt eine Gerade % dar oder, wenn

alle A4 verschwinden, einmen Iunkt /X e e’ ) e

Des letzte ist unmbglich; denn denn hitten wir einen Punkt
als Abbildung einer Geraden, gehen aber nur aus Punkten,

nicht sus Geraden hervor.

A1l S n der Tat -—9 4
ALSO 1n aer 1at g 5

degen der Symmetrie der beiden Koordinstensysteme gilt dann

2b.) Jeder Geraden g im System \0 :/)K\/ entsoricht eine

~

Gerade g' im System \J :/r ) (nicht alle b®* =0 )
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3 a.) Jede sbene e'hat gensu eine Bildebene e.

/

i Tt K K !
Gegeben o' : x" = X, ¥5B *he ( k= 1,2,3) .
Jir setzen diesen Ausdruck fir %K in das Trensformstions—

system ¥ (I) ein und erhalten

3
" 7 / i y
"= t +2_a;( on+sb"+tc‘)
! N fizq J ' /
2= ' +Z all 2+ sav’ +82")
= ‘
3 3 . /
= 27+ 5 ald xo”+sb"+ te)
<
oder nach s und t geordnet :
4 w2 Loy L
X = + 2.8, + s an" . C
‘- = %, s(z7 a‘fb)-i-t(%a‘r )

( % =1,2,3)
Dies aber ist ein Gleichungssystem der Form

x'=x* +80 + te',

6]
wenn wir
4 3, s I(l 4
t 2. a % =X
= o 0 (6}
3 ' 1
P a} b - b
Azq :
2 PR ik i
DL B I = C setzen.
Kaq A

Das System stellt eine Ebene der,susser wenn einer der
folgenden Ausnshmeftlle eintritt:

x) Alle b = 0 und alle c'= 0.

Das ist nicht méglich,denn dann hitten wir einen Punkt
als Abbildung einer mbene; Punkte gehen aber nur aus

Punkten, nicht aus Zbenen, hervor.

4) Die b sind den entsprechenden c¢® proportional.
\

d.he  u hashet

Angenozuen k # £O (0.B.d.A.)

Dann ist
"

A
b ==—e
/A

:
Diesen Ausdruck in die Parameterform derriEbenengleichung
eingesetzt, ergibt:

A

ok d A
X = x +c(t+/“s)
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Dieses Gle ichungssysten (Perameter=r ) stellt eine Ge-
rade dar, Wir hitten eine . Gerade als Abbildung einer
Lbene. Das ist nicht mbglich, de Geraden nur sus Gera—
den hervorgehen und nicht sus Ebenen.
Also in der Tat

e'—a e
Wegen der Gleichberechtigu@n der beiden Koordinaten-—
teme gilt dsnn such @

3 b.) Jeder Ebene e entspricht eindeutig eine Ebene o' .

i S /
= €

4) Die Parsllelitiit bleibt erhal ten.

Parallele ELbenen miissen in parellele Ebenen iibergefihrt

C

werden,denn h&tten die Bilder eine Schnittgerade,so mifi—

2

te dgese wegen der Geradentreue aus einer Schniktgersden
hervorgegengen sein. Das Entsprechende gilt fir paralle-
le Gersden.

Die Sttze 1 - 4 enthalten daé,Bohauptung

Unsere noordlnﬂtentranbLormuulon

gy +-éL e x*
ket %

ist wirklich affin.

Mir die Affinitit der Formeln II der Ebene verlsasufen

die Beweise entsprechend.
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Schwerpunkt.

Jen Iunkten P, , P,y eeeey B, seien bzw. die liassen
Hey M,y eoeeay m, angeheftet. Wir lassen damm einen be-—

stimmten Funkt O fest und ordnen jedem Iunkt P, den
Vektor O P; = ¥ zu. Also
. :

" AELE)
e o

'g;-“'-OP..3

r

Tyl L > Der Schwerpunkt der gesamten
llgscen sei S. Ihm ordnen wir den Wektor

{’20’,5’

Zu. Dann wird S de—
finiert durch die Gleichung

é /"'\fl.'L (4;"«'-"(’)’0'

Wir setzen Q:ﬁ“m"‘ =m und nehmen an,dass m # O wird.
LY

Hierbei kénnen einzelne m* auch negativ sein; das hat

Lwr 3
zwar in dér Mechsnik keinen Simn,wohD/in der Elektrizi-
tétslehre.

Aus VII folgt:

M .
VIII = f_ fm“/fz
Az
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Schwerpunktsst tze .

LOr veawerpunkt von lgssenpunkten, die suf einer Geraden

+legen, liegt suf derselben Gereden.

(\ J Y 1 15 . - - \
2. Der Schwerpunkt von Massenpunkten, die in einer Lbene

liegen, liegt in derselben Ebene.

oSewels zu 2. ¢ Wir legen das Koordinatensystem so, dass
die Messenpunkte in der Ebene x3=0 liegen. Deann lautet
die Gleichung fiur die dritte Koordinate des Schwerpunkts :
3 4
= = r =0
Ae= S =y
d.h. S liegt auch in der Lbene x3=0 g.€.d,

Entsprechend ist der Beweis fir 1. ; wobei wir die Achsen

so legen, dass die llassenpunkte auf einer Koordinatenacihse
liegen.

la) Der Schwerpunkt zweier Punkte P,,P, mit gleicher/

liassenbel egung ist der Mittelpunkt von P 1P2.

Is sei ngmlich MA, = Wi, = ma, Dann lautet

die Schwerpunktsbedingung
e fo +/m.3°PL=-0’

3. Affine Trensformation des Schwerpunkts.

Das Bild des Schwerpunktes eines Punktsystems bei affiner

Trensformation ist der Schwerpunkt der Bilder.

Beweis : Affine Transformationen fihren gleiche Vektoren in
gleiche Vektoren {iber; denn zwei Vektoren A'B' und C'D' ;
sind gleich, wenn A'B’ || C'D* und A'C'“ B'D'. Dann gilt
aber such fiur die Bildpunkte A4,B,C wad. D ABH CD und

AC // BD, d.nh. AB = CB. Es gilt von der Transformation fir

|
’ |
den Schwerpunkt S'(P’1, wesa Bl ) 1

0'f' =L 5 m O
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seometrische Anwendungen der Schwerpunktssitze.

L. ¢ Gegeben seien drei Punkte A,B,C allgemeiner

Lage. Jeder hebe die liasse 1 . Behauptung: Jede

llittellinie des Dreiecks ABC’geht durch den

Sclwwerpunkt S won A,5,6.

C C' sei eine sclche Mittellinie. Um §
;—:‘7’2; zu finden, bilden wir den Teil sclwerpunkt

Sy von A und B , der nach la) mit C' zusammenftllt und

o

die liasse 2 bekomnt. Denn bilden wir den Schwerpunkt =S
von C' und C . Er liegt nach Satz 1) euf C C'. Aus Symmetrie

grinden liegt er auch suf B B*und A A'.

s Gegﬁben seien vier Punkte A.I‘Az;l.}.i.ﬂr allgemeiner Lage, die
¥ also ein Tetrseder bestimmen.

Behauptung: Die Verbindungslinien der

Schwerpunkte der einzelnen SeitenfliZchen
mit den gegeniiberliegenden Ecken schneiden

gich im Schwerpunkt des Tetraeders.

@1,32,}33&4 seien die Schwerpunkte der Seitenfléchen gegen-—
tiber wvon A‘l’ A2, A}, A4 . Um 8 zu finden, bestirmen wir
den Teilsclwerpunkt B 4(A1A2A3) und dann den Schwerpunkt S
von B, und A,. Der liegt mx® nach Satz 1) auf A,B,. Anglo
4 - S 44

liegt er auf 513&232 und ABBB' (Ein entsprechender Satz
gilt fur jede beliebige lassenbelegung der Punkte A{).

3. Unter gegeniiberliegendem Kanten'Verstehe man solche, die

keine Ecke gemeinsam heben.

Behauvtung: Die Verbindungslinie, der lfittelpunkte gegeniiber-

liegender Tetraederkanten scihneiden sich im

Tetraederschwerpunkt und werden durch ihn
T helbiert. A A A ei ein Tetraeder

/44 /{, albiert n1/l.2¢~.3A4 s &

’

Ags A2, AB’ Ay seien mit den gleichen lias—

Altfj 3/ sen belegt.
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iy M, sei eine der Verbindungslinien. Wir bilden die Teil—
schwerpunkte von A1 und. _112 und von A

3
nach 1a&) dn My bzw. li,« Der Schwerpunkt S des Tetraeders

liegt nach 1) also auf Iui,lMQ (entsprechend fur die anderen

und. [14.Sie liegen

o T B e e - ) ey X . »
Verbindungslinien)Y Da W 1 wnd 1, je die liesse 2 bekommen,

50 liegt nach 18) S im Mittelpunkt von i, M, .

4. Die Lbene durch die Schwerpunkte dreier Seitenflichen

im Tetrseder ist der vigc{en Seitenfliche parsllel.

Deweis: IUr das gleichseitige Tetrseder wird der Satz als
1schaulich evident vorsusgesetzt. Wir konnen aber sus dem
gleichseitgen Tetrseder jedes beliebige andere durch affine
Trgnsformation erhalten (nach S.J)% . Dabei gehen nach Satz 32
Schwerpunkte in Schwerpunkte tiber und alle Parallelititen

bleiben erhslten.
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& F1l 2 o) B2l . ™ s 4 - .
v 4. Flécheninhalt, Rewninhslt, Determinsunten.

Leibniz hat zuerst die Determinanten eingefihrt
und zwer , um linesre Gleichungen mit mehreren Unbekeann ten

. kUnnen., Wir fithren die Determinanten

durch die Theorie des Inhslts ein.

- I S an WA T s v b
Pascel , " o~ o }ulnmlfu.il&‘)
(Ubersetzt v.Leitzmenn
Kowalewski, Determinantentheorie (ausfihrlich)
Carathéodory, Reelle funktionen, S.206 ff.
Ls gibt drei Prinzipien der Inhaltsvergl eichungh

&) EXpmrEm Konpgruente Figuren hsben gleichen Inhe.l’c.”

A\ T, e BT . - . - .
b) Figuren haben gleichen inhelt, wenn sie zerl ggungsgleich

sind, d.h. sich in kongruente Stiicke sufteilen lassen.

I H
z.B. die Figuren ABCD und
D ¢
" EFGHIK sind zerlegungsgleich.
§
4 3 &
By 34

c) Figuren haben gleichen Inhelt, wenn sie ergiinzungsgleich

sind,d.h. darstellbar sind als Summen und Differenzen

kongruen ter Stiicke.
L RNIL, (UEE 3 N [ -

P z.B. ABDF und ABCE sind

———

N\
. erginzungsgle ich, demn sie
N\ S sind die Differenz au$ ABCF und
Fg 2 4 dem Dreieck BCD bzw. dem zu

BCD kongruenten Dreieck AEF.

1) Wir werden in diesem Persgraphen nur solche kongruenten

Figuren betrachten, die durch Translation oder durch Spie-

.

gelung auseinander hervorgehen.

J
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B e T ——

zbene durch Einfuhrung eines Umlaufssinne s.

4 4
//{ / \‘\
,/'/ ;/ |
£ |\ L N\
A ) 5 4 Z D D
Z; 33

L8 sei ABC ein Dreieck. Wir zeichren von C eine
Geradef die AE in D trifft.

i
Bs sei ADC = A

A , wobei die 4 die Flschenin—

ABC

halte bezeichnen. Damn ist /[ = 4)1,. 4,

Liegt eber D nicht zwischen A und B 80 ist :

A=A7—"/~Il oder 4]_.,42.,.44

oar, wenn das Dreieck ABCD nicht unmittelbar anschaulich,
sondern durch die Koordinaten seiner Punkte gegeben ist. Sie
besteht darin, dass Jjeweils die Inmhalte der Teildreiecke mit

Verschiedenen Vorzeichen in Anschlag zu bringen sind.

Un diese und asnaloge Schwierigkeiten zu verme ide n, BWil-

det man zu jedem Polygon eine Funktion der Eckenkoordinaten,
die dem Betrag nach gleich dem Polygoninhalt ist,die aber

Je nach Lage ihrer Lcken von selbst verschiedene Vorzeichen

ennimrt. Hierzu dient der Begriff des'Umlaufssinns; er spielt
in der Lbene dieselbe Rolle, wie auf der Geradcn der Richtunﬁ/

begriff, der den Ubergang von Strecken zu Vektoren ermdglicht

Uir fhren die Fetrachtung nur fir Parallelogramme

Diese Fallunterscheidung ist praktisch ksum durchfihr— »
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und Dreiecke durch. '

binen der beiden in der Bbene mdglichen Umleufssinn

> N fiihren wir willkirlich als
% 34 ,positiv, ein (man wihlt ge-
wohnlich den dem Uhrzeiger entgegengesetzten)
Sei ABCD ein Parallelogramm; AB =DC = % ,

BC = AD = b . Dam definieren wir : (4,4 ) ist eims Zehl;

ihr Betrag ist der Flisheninhalt von

A

o /3 o AT
FJ 1e gesetzte Kmmskamism IFlicheneinhelu; (/oz,, Zﬁ)
ist positiv oder negativ, je nachdem der Umlauf in der Rel-

henfolge A, B, C, D gemiss der friheren Festsetzung po-

sitiv ist oder nicht.
f

Denn gelten fur [m %) mehrere Leshenregeln, dis,

efordert, von der Lege der Vektoren A und A nicht

wle gel

mehr ebhingen.

IX. |a k) = ('3,41) c )= 0= (Ch) (@ 2a) = (dy %)
2 €2 1 e
. 7 ', _ / —— /{’ A
¢ 4 !
- : , ."' ‘ 3 ) // SRl l, e
~ 2 4 3 T @&

Beweis nach Fig. 36 I:J.a:c'.;l'}6

%. Mab) =Alak) = (a2 4)

Beweis entsirechend der schrittw gisen Befinitdon des Vek-—
tors A4 in § 1: .
a) A>0 denn hea (ﬂ m[@ dasselbe Vorzeichen wie (m,@)

und 7\(,0&[/6) . Iis genilgt slso nur nocih, die absoluten Be-

)

trige zu betrachten l(ml i,)l ___,/ AR, ,&)’ ;

i

ABCD , bezogen auf eine willkiirlichy fest— |
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/3) A gebrochen raticnal; A = '9'2_ denn ze

legt man ,ﬁa,/@) bz, (hmfﬁ] in

bzw, p Teilparsllelograme der

(e
Hh

2
Fig.38 fur A =4
( e/ 3

X) A brrationsl ; Beweis durch Grenz-—

thergang.
) A=0

]
c) AT

- P L f
Dam folgt 7L(m,

Dann hat kﬂ’ A | £)

Yl )
‘6‘/ { ‘-/0.6[2/

eus IX .

zeichen wie (/th! 4@) . Fir die sbsoluten Betrige gilt der

/4 £
}:gs?

] z 2 { = r 3
Mir die Gleicimng ‘\/vx,l ?f) = 11'/%,/0/

- A

ewels.

XI. [tk 4) =(m k) =(fm/&+,/~/@

F.. gEﬁ/“"

4.1:"5:

(m,)w-/*m)

Abtragen des Vektors

A B 7@
Fv‘g‘lo auf der Parallele zu

da ja /,,m.”/m ist.

4

gus. Sgjin Endpunkt &

éliir bekomuen L/fﬁ/ XH‘/AMJ

/MM.

s sei {M‘Zr} gegeben durch AB

von

(Cevalieri-Prin
der Ebene)

C

liegt immer

AR
L350

durch

8l
AV

ABCD und ABEF (Fig. 40) sind erginzungsgleich

(vel. Tig.32) also | (o 4) = [la, 4+ pal]

. Aber

such die Umleufssinne beider Parallelogremme sind gle ich,

entzegengesetztes Vor—

2

P

L™
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well E, C auf derac :
~» v 8l dergelben Seite von AB lieg

/ LY =la P
a,b) = ) . rolet [a B)
LY 2, (‘"r‘“‘/"‘a, . Lbenso folgt (4 k4/)= (4 "‘7@’@‘/%)

v’:«'”-‘h: __ “ - e T . - s = - - s 3
iS5 ) = ¢ Dean 18T dle Beziehung nach IX richtig.

\ " 0 -
2e) & (0 Uir zerlsgen » und & nach £ wund
einem Hilfsvektor /f'ff"/ﬁ’ .

O=dd L)k

0 / \ -
/f = [ N + /‘/— L
M

<

R £ oA & . [ N
t A :d_":‘/ PEESES Y 4

me) =(dd+df x)

o]

Sl e & 3 = -
nacn X1 kdnnen wir A4 fortlassen

hach X kénnen wir o« vor die Klamer

w
D
(e
t\i
@
:

-

Also: / N / N
ML) = [ % )
\Uv[ v/ cz‘./JI'l‘:/
) . Entsprechend finden wir:
{ \ D R
= Kl L . . v R TR
‘ _,{}-J £ = «# 4 QAM%-,W1M( by alwer ; o By S v /ww{ I_l
[ ) Hk ) =(o(#c,‘./£,‘ (b)) = K +1)I4 &) :
) (&Y { / \;L»«)Z-,fr/ = KH) 4%,
Also 0 N f Y PR e.d
D ; X){f/ = ,{,\-/ T) +/“'[’f/ JeCal,
Entsprechend verliuft der Beweis fur

™ 3 — 3 T4 A 4 -~ - . " ol
vurcn zvweimalige Anwendung ven XII erhalten wir

N

i

— / . \ \ IR )
N X1 /m+f-},c+/§"; s [ne)+la, 8) Heg) (6,4
liit Hilfe dieser Gleiclung knnen wir jetzt jedes beliebige

s - - 3 . o -
Parallelogramm fﬁ:,I | ) der Lbene in Proportion setzen zu

einem f n Grundparsllelogremm n, ) ha

nem festen Grundy lelogremm (,m., M) .« 1, habe
beziiglich (M4, 4,) die Koordinaten c,! und €2, Gl
4 4 2’1 2 -

bt 7, -

~

2 ¢
1 = 4€1 ’.’/14 3 (4 /]L?.
% e
% = ca 'Q'l t /'72'2_

f1 < 'C:’VM 7

e ——————— e
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/;L hebe die Koordinsten /C'z Mrt; » dobe
Ay

Py

l:

N

1 2
47@74‘4"7 v

o My A By

=4

es wird jetzt eingesetzt in (4, 4, ) und nach xr1¥
distributiv ausmultipliziert unter Benutzung von B
(#1,4) = [[¢!a, reia) (ot et 2)
(£,4) = ]2 (4, 0)

K I (’%,’m‘*)

+ L C; (g )

ol {/Jbz,mg
Des 1. und 4. Glied fullt weg nach IX . Ausserdem ist
My )= = (%4 m) nech IX

L L L
(2, /2) = [£0g, 2] (cicy—€] (4)

o
3
- I \
:/ La, /mz: ; 11
Dl e Bl . €y Ta
7ir definieren allgemein : ‘
G XF — ihi e 713 5
- = qd-fc gls 2-reihige Determinente

IX bis XII lesen wir jetzt sls Rechenregeln fur zweirei—

hige Determinanten. Jthlen wir nimlich den Umlgufssinn

des Parsllelogramms ( ,m,qimt) als posetiv und seinen

Inhelt als Binheit des Tlicheninhalts, so wird

/ ¢! ('z
f ~ 1 1
‘.’mﬂlq'l/' - /’ ]

po )’ lc1c§
Also fur
b= G Ay 0y
ohla, + Fa
i ” ' b A% a
AR

( Die zweireihige Determinante indert ihr Vorzeichen,wenn

men die Spelten vertauscht}



|
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Speziell giltg

x? | g1

a2

.
.

|

0
0
zweireihige

(EineDeterminente

o’

o

h

selbst gleich 0 ).

Ferner :

? 1
IX q Aa’ o
L 8
- Aa
(Eine zweireihige

tional sind, it gleich 0 ).

AR | PR Bt 4o
rat 4 at 4t

beider eine Spalte glei

e R i T e e L e, |

48

Determinante,bei der die Spalten propor-

(lan derf den gemeinssmen Fektor einer Spelte der zweireihi-

rarn Dot R S - A4
gen Determinante vor die D

@+ 24" 4‘/
(a‘M 8 b |

a* Y
= 4 1

6k
(Man derf zu

entsprechenden glieder einer andern Spalte

dass die Determinente ihren Tert Lﬁ*dert).

i | @R A bt et
= ¢ 1 H 3
At At <

fal \ %
;ﬁ Y« l

Determinante setzen).

den Gl@idern einer Spalte ein Vielfachée der

addieren,ohne

denn die Glieder einer Spalte einer Determinante sich sue
P

den Gla;dern
Determinante dansch suflésen).
Schliesslich
sata"

LIII

A A
o od

(Eine zweireihige Determinante #ndert ihren

men die Zeilen mit den Spalten vertauscht).

Wert nicht,wenn

zweier Bpﬂéten zZusarmensetzen,so darf man die

£olgt aus der Definition der " Transpositions—
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fus X111, folgend weitere den Formeln IK’L bis an
entsprechende Stitge. Wir brysbhen dort nur euf beiden
Seiten der Gleichmngen Transpositionen (}’.1112) verzuneh-
men. Denn gelten die Sttze I)-{f bis XIIf auch fir die

Zeilen einer zweireihigen Determinente.

ius  1X? / A ’ /(74a”
2 L - - ;s
o b Ay
folgt z.P b XTI o2 |
olgt z.B. hach XIII J’@4 L ’\a o.l

3424}_'0()’ =U’ laxfrl' 0,4,2,14‘}

70t 2 & ¥ || et ph
} i
b ol R A FET DA B n
70, A
Z_T” \a“m.‘ AT \0/‘/@'4,
2 3 v L Lopt
a Ar b A
ol
X:D ave! blic| a2 et &
by 0 A _‘a1 5 +;*z i’b;

Anwendungen Z"Ell‘elﬂl rer Determinenten.

1. Berechnung von G-ehalt und Umleufsinn eines Dreiecks.

es Dreieck ABC habe z.B. die EckpunktBkoordinaten

= \0 (\:1.

on ~3(w

Jir bilden die ;;amm“ﬁter‘m e on AB und BC. Sie erhalten die

Koord inaten

4 8¢/
7-9 = -2 0-7 = =7
6-1 = 5 56 = —

Denn liefert +(AB,BC) dem Betreg nach den Inhalt, den

Vorzeichen nach den Umlaufssinn von A Ga

(ABM) s
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v . fRe I 5
2e Linecere Lbhéngipgkeit von Vektoren.
&) 1in der Ebene.

Zwei Vekto o - e
el Vektomen M und [’ in der obene sind dann und nur

dann lines hin o
ann linear abhingig, wenn das von dhnen gebildete Paral-

| S i . - o
lelogramm keinen Tlicheninhalt hat. Bs muss a2lso
/ \ |
\/m-{%" 0— 8@in, d.h, {a4 '@4(’, ,»
lat 4+ =0

|

T"‘i 1179} e . - p . . 3 I
Hierdureh 16st sich folgende Aufgsbe: Die Gleichung einer ;

Coars d e ~ 1 2 3 3 Y 5 i
uGracen 1st zu bestimmen, die durch zwei gegebene verschie
dene Punkte Q und R geht, Ferameterdasrstellung dieser
@érsden ist 5. 2% abgeleitst.

P sei ein lgufender Punkt der Geraden

\P/‘ @/ und @ mogen die Koordinsten
* oyt z' haben )(i =1,2)

Demit die Gerade durch P Q und E hindurchgeht, missen

die Vektoren QP und QR linear abhingig sein, d.h. es

BReEs

sein, Das gibt/in x

2 v ef 21 1) = =32t £ 4437
A[3eqt)= 2 -41) 22" +72

und X, nawmlich

Diese Gleichung stellt nach S. 34 eine Gerade der, wenn

nur nicht beide Koeffizienten von x1 und x2 verscawin—

” ! L =
den. Das ist aber klar, denn fur 22“7 -24'77‘ 7

wiére Q =R .

b) Im Resum.

Yww Vektoren Al.(a‘) und /6(}@") sind dann und nur
denn limear abhingig, wenn die stimtlichefzweireihigen

Determinanten, die sich aus der liatrix g
a'l /6'1
a4
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bilden lassen, verschwinden; wenn glso I ;2‘1

w b et kst
B & Y i

5 0% " ig
| 4”& a’ L ist

Dess diese Deteruinanten gleich ITull sind, wenn Aoepk, - i
folgt aus dew Satz fir die Lbene. Es muss also noch ge- v

” Y . .- . e - - /i . .o . .
zeigt werden, dass 2 und 4 linear sbhingig sind,d.h.

Vi /) ienn obige Beziehung gilt.
K

a
’a‘(," = besagty dass die durch <¢; als Prajektions-

vektor erzeugten Projektionen von 4 und

o guf der (}:1 ,xz;Ebene linear ab-

gngig sind.

>

IS
o
o=

~?

A .
n ' 2 3

Ry 1 o8 adk
} '

besagen das Entsprechende fiir die Projekt ionen von A

und 4 euf der (x1x3)":.‘-bene bzw., (x2x3)jgbene.

Bs sind alsc die Projektionen von Ml u.b auf die Ko-

rdinatenebenen parallel. WEre nun ,C’.'ﬁ"[} , SO milssten

O

i
I

ie Projektionsvektoren A1, Ag Ay alle in der von A :

und A aufgespannten Zbene liegen, sonst kénnten die

. 3 b
1)

Projektionen nicht parallel sein, Des ist nicht der Fell,
denn Aoy Ay, Ry sind linear unabhiingig.
(Dieser Beweis beruft sida auf die ;’mschauung;.ﬁ(

Ein rechnerischer Beweis folgt spiter.)

3.) Eosung linearer Gleichungssysteme durch Determinante:

4

a'x 3143 =
1 | - 3
o X+ A ’y L sei ein lineares Gleiclungs
system mit zwei Unbekamnten. Wir deuten:
4" und Q' als Koordinaten eines Vektors A

,6, 1 o [- & . B 0 1 ,@'
A7 " A€ . 0 " " " £
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he
Es ist dann
: =

X+ 4 &
Wir bilden (g xm+ yb) = [0,£)

L Y | gt b4
Nach X1, ktnnen wir X-# fortlassen.
Nach 7{2 " " y grrzizern vor dic Klammer set-—

zen, ealso p .
\ -
l‘z(ﬁl,,&/- (A %)

Entsprechend folgt aus ,_’me?l-,r@; = L’/f) 4,\

| 1Y = [ \
)(faf4'1‘ - L'tl!}/

Wir miissen jetzt eine Fallunterscheidung durchfithren.

a-) | A 1 |
| . A r
o) = o0y F
Dann ist das Gleichungssystem eindeutig l&sbar: Die Lo-
sung ist:
(e, 4 ko, ¢
x s ! }\‘ f ? = . 4"\
w4 &%)
(7ir haben nur gezeigt, dass, wenn es eine Lsung gibt,
es diese seinjmuss. Dess dies auch wirklich eine Lisung
!
ist, folgt analog S397;4).

Sind beide Gleichungen homogen, so ist die L&sung

X =y=0
b) k) =0
Dann ist ,2.0* = ;//01/,4')
X0 = [£,4)
ol) Es sei nicht (m,c} z (/C,a?-) =i . Dann gibt es

keine LUsung des Gleichungssystems.
A) (Z(Rl;) B (,f‘,(,) =0 Damn gibt es eine Ldsung.
Vorliufig sei dies nurf/fiir den homogenen Fall £=¢%

bewiesen. Dann gibt es némlich nach dem vorigen wegen

(o.4) =0
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zwel nicht gleichzeitiz verschwindende Zahlen X4 ,80

A ) e i 11
aass X, + «‘3-6 =0 . Dgmn A4 sind linear gbhingig.,

4.) Multipliketionssetz und affine Transformetion von
Fl&Cheﬁ(mW

ei affiner Trensformsation werden gémtliche Fl&i-

to

cheninhalte mit derselben Zshl multipliziert , und simtl i-—

che Unlaugsinne bleiban ernglten oder stmtliche Umlaufs—

inne werden wmgekehrt. (speziell bleiben gleiche Flichen

Fs

O]

inhslte gleich)

Anschgulich kam man sich das klar machen, indem
wordingtensyster durch Parsldele zu den Achsen
in ein Bleichmissiges Maschensystew (Fig.¥ +2)
zerlegt. Jeder lasche entspricht wieder genau eine lasche
nech der Transformetion. Wir kdnnen sber Fliécheninhalte

o

durch Summen solcher lMaschen beliebig gensn annthern,

-

wenn die lMaschen klein genug sind. Genawre Ausfibrung:
4! una g s zwei Vektoren, die bei affiner Trans—

formation ibergehen in Ay und My
W ie ist dann die Beziehung
d /
TR / \ 4
) —> w, om) |

Die allgemeinen Transformationsforreln

, R
/Y'iz/d*i ﬂ';./(K i=1,2)

Ksa

(vel.s. /3 ) leuten fur Vektorkomponenten

. ' /
V=2 a4y 0
- {
L1
de die Vektoren durch die Differenz von Bnd— und Anfangs-—

punktkoordinaten gegeben sind, sodass beim Subtrelpieren

\

/
/.{1 herausfillt. A4 sind hierbei die Koordinsten

von 4 im gestrichenen System. Es bestehen slso die
Pl it
)

Gleichungen (wenn wir allgemein 167"/ fur A
4 i
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schreiben
0% g
/4’4//‘12 = ), Ux! 1/'024/"’71
PO / o il fo
7 A1, 0, ) = /'Vx [, A, )
=l Al
e & [ # \ il % - LR Lo
un ist gber V’w/‘z'/ =}/de[ /fﬂ,//u'l;,\ ngch Definitio
7/

der R”k . Also

also

Dabei ist , é .4 |
a - a’ ﬁuv
W Wy = A BT

: st
. - - . A .
diesen Ausdruck setzen wir eing und schreiben A?Kfur/tr;\,

Dann lsutet der IMultiplikationssatz fiir zweireihige Detez-

1.)
(i)

minanten
il il - 'y
@n)gi’k; ! %—aﬂfﬂ
Wir haben jetzt such gezeigt, dass der Flécheninhalt ei-

XIv

2

nes Parsllelogramus — und damit eines Dreiecks — und da-
mit eines beliebigen Polygons, das jé in Dreiecke zer-

legbar ist - bei affiner Transformation immer mit einer

. i ; i
konstenten Zghl, der Transformationsdeterminante [aﬁl ;

multipliziert wird, Die Umlaufssinne bleiba erhalten

i j .chdem [ ] > .
oder nicht, Jje nachde ]am z il
1) Die vorstehende Ableitung von }ZIV2 gilt nur
fur ]&"K F( ; eus Symmetriegriinden gilt XIV auch

fur [l ‘0'(‘5;« 1#0' . Aus Stetigkeitsgrunden deher

auch fur (@,’H: \Qr;J , » Darit sind alle Felle er-—

schopft.
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h flécheninhel t,Rauminhelt und Determinsanten im
‘ =

,‘ dreidimensionslen Rawi,.

Verfeinerung der Inhdltsvergleichung im Reum durch

Binfihrung des Schraubungssinns.

Durch die Vektorem M fr uvnd £ ist ein Quader
dadurch gegeben,dass fr vom Endpunkt von A gus

= 0 T ST
urd £ vom Endpunkt von £ aus abgetragen v.'lrd.(Flg-w)

£
2
F f ‘ Vom Endpunkt von 47 aus gesehen
LA ‘e hat (44 ) positiven oder negatis
L, 4 ven Umleufsinn, Diese beiden
i 43

Iigglichkeiten nennenwir die beiden "Schraubungssinne®.
)
Wir definieren dsbei positiv und negativ so, dass
der Grundquader, den wir einfiihren,positiven Schrau-—
bungssinn hat. Wir kdnnen den Schraubungssinn zuch
durch eine Rechis— oder Linksschraube darstellen,
( Die in der Technik verwendeten Schrauben sind gewlhn—

lich Rechtsschrauben). 1,

As

Ay gt raits’ As A, Lkl gridl

pie Zahl ( &t ) sie dem Betrege nach der Raum—
inhslt des Quaders ABCDEFGH. Das Vorzeichen von

( o, Lr,c) ) sei posetiv oder negativ,je nachdem der
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, Schranbungssinn des Quaders mit dem des Grundquaders

( m‘i 0.;,&}) ibereinstimut oder nicht.

Is gelten folgende Rechenregeln, die von der Lage

dee Vektoren o , 4 und £ nicht sbhémgen.

: B, <
Xy, (b ) = (bipe) = (£ak) = B—(Rret )

== (ngt) == (L4a)

-7 Der Beweis fur (m(/r/( )=(f@!4'/'ﬂ )

geht sus Fig. Y5  hervor.

f fs Es folgt ebenso:
(Arom ) = (846 )
Der Beweis fur (@4 ) = =(4 4, ) ist nach Fig. ¥4

klar.

/:lz‘]‘/b

("

Dann folgt nach dem ersten Teil des Satzes
- (far) =- (/02,1'!/6- ) == (18,4 )
Weiterhin ist:

X; (8,40)=(00k) = (54e)=0=(ablant),

wie men Reicht aus Fig. ¥  ersehen kann,

2 LT ¥
o b <

'ﬂ‘-:ﬂmf/u,&

A
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o R |
F\’é‘ii
X3 (Mabg)=h(ahe) =(adhs )= (o, b, 2£)

) A? 0. Dann hat (As, 4# ) dasselbe Vorzeichen

wie (Ahe ) and ). (ki ). BEs gentigt also, nur noch

anslog wie S. £ 7...€l@p den Fall der Ebene.
=0 . Denn folgt A (4kbr ) = (Zm,,@,,( ) aus IX3 .

A
C) ?\ { O . Dann hat (7\-01.])2{/( ) (Flg.}%?) entgegenge—

7~ (&‘t;f«w‘ } Er dic absoluten Betrige gilt der Beweis 4 )

KI} (mly’l’”’)“ﬂ‘l'/“bl = (My@',[)

Cavalieri—Prinzip
(A4 !Zw )w@« L) = (o bt ) (

(othbepr big)
= pe o

des Raumes)

geniigt Beweis der ersten Gleichung.
Wir beweisen nun:

d) (m hesim) = (287 )
E < &

¥
£ /,7 o € J Es sei in Fig.'fq
p
J = ) y ABCHJIKLM = ( M,blf ) und
) My - < ) ABCDEFGH = (! bictim) .
4 F}‘f o9 3 (o 2

Es sin®€ aber ABCDEFGH und ABCHJKLM erginzungsgleich,denn

sie sind die Differenz sus ABCHJEKEF und dem Prisma
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BJGCKD bzw. dem dazu Kongruenten Prisme. AMFHLE o

\(m‘,élf )f =‘(@,I/€»,m/‘~xn )’ und da die Schraubungs—
sinne der beiden Quader gleich sind:
(rdpern )y = (ko).
Entsprechend folgt
B) (ahoepd ) = (aht )
Kus o) 1) folgts:

(ﬁ:‘lnlr*'hrmf/“-il' ) - (@.[2{471’/‘.«,2' ) - (ﬂl/(”l/r ) q.e.do

X1y (M fed ) = (ALE ) + (o, ko )
(/m,[XJ‘Hfj. 4}‘ ) = (Im'lj“1L/%’) % 5 (/RA/:{/VL)_
(/h-‘ji%fi/} );(AIL/C:/‘-}' )+("€:1’{-:A}')_

Beweis: 1) und A linesr abhingig.j&k Denn ist der
Fall nach 1’13 erledigt.

2) A und J linesr unshhingig. Wir zerlegen £ und A

nach A\, A und einem I{ilfsvektor)fm(wobei /m,iqm line—
ar unebhingig).

/‘J'"'}t/(?\- 1-‘/""’6' *'2("“'

0 B
Ay +Q4 t tn

red = (Mev) A 4—[/«»4-?3»& fy vl )

Dann ist:

(/J.ll[l,’f ) = ( A-I!er?\/fu*/’#if{'(%)

PRI - S o
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Nach 3{13 kbnnen wir )m +/¢~ /@ fortlassen
» }{3 " » { vor die Klammer setzen,
f‘.lSO
( /’"' /:‘l}: ) =

14%d ) ;V&AW‘W%M %)w&w S
([pr';’&) = d(/7”!/(0/% )

Gihie Y+ o) = (XA )

Andererseits ist aber, wiederum nach XB und XI

3
(b tey) = (ﬁ&{)(/h{)*x'k )

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt :

{ &
(ol c4d) = (/,1‘2», £ )+ (0 k4 ) qee.d.

Hiersus folgt nach IX

3

(o bee M) = (b4 )+ (e 4 ) wna

|

(/,".f-/"u/fi/’}f) (2, C,//L) +(A'j),/fl/§‘) .
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Die Formeln KII3 geben uns die Lidglichkeit,alle
weder ( M, 4 & ) guf einen Grundgieder ( My, A 4y )
zu beziechen, der sus den Grundvektoren des Koordinaten—

o
-

~r
P

ysteuws besteht und positiven Schreubungssinn hat.
( Aeq | Aoy Ay ) =+ 1L
iir zerlegen# , A, £ nach dem Koordinstensystem;

3 ;
M= Z a‘m;

LT
oo A0,
Asq v
r~ = 35_. AR
a4
e (o) = S ams, £4%,, £ ca,)
Aus~multipliziert meg nach XII, ergibt das ¥
7 3
. K ‘
(Za‘a;,é,@ Ay ) Zcﬂ/vz,e}' i a‘,@“c’/,a;,ak,/ml)

Hun idist

AR Lzt

@) (M A4 4,) =0, wern 2 Indizes gleich sind.
b ( iy A ) =% 1, wenn elle 3 Indizes ver—
schieden sind. Und zwsr ist nach IX3
( A Ay A¢) =+ 1 fur die Reihenfolge
i,k,1 =1,2,3 =2,3,1 = 3,1,2 und gleich - 1 fur
i,k,] = XFERK 2,1,3 = 1,3,2 = 3,2,1 o
Zur Abkirzung der Schreibweise definieren wir das

Symbol {AK.E durch die Forderung

2 /
J"m-,{; 'QKA'A’Z{ } = kg {' /mql'az Im’-”)

Also

1 oK K 1pk, & [ Ry No)
(nbie)s 2 aihcnigne, a0 = £ 4% gy (880 %)

AK:1 *
Damit haben wir die Definition der 3—reihigen Determi-—

v
nante: Jede Zabl Z 4%%?d,, heisst 3-reihie Deter-
142 i -

* _'S’umau e wilr e ,uudt.i/p(a'icbwf araoly ofer JMMJ,‘
J '
[ i "GJCf/b . 43
g >y S z é_ Lok
1 - J ) .‘.,12:’ X ’g

A%ZAJ A0 2iin an oler Mon 1 Gs 5 Cau»ft«,

) L‘UO&‘. Y /144«0( ’k .Wa'aﬁ-
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minsnte und wir schreiben !

g a* A ¢
o ; 5 _ Y &
Z:- a.ﬂ'/gkft /4,}(2 = &1 /@ rC".

. YAT] a"b /6‘5 ¢

IX} bis KII3 kénnen wir jetzt als Rechenregeln fur

dreireihige Determinanten lesen. Sie lauten dann:

IX? g’ v o ' 2 ¢
b

®.
d-—
Q.
L
|

-
o
o
W
o

e’ b ¢ a' ¥ o
% R E
2 t::3 a,3 v ¢
a! b o +Aa’ + Ve ) & b ¢
xﬂ; o} bt ot4dal + mbt =& B o
& b +he e v o b o

d ¥ ot &
g ) atd gt ot at seilat at gl i gl
el v
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Untersuchung von Grn: KA .

Ls ist sicher JA‘“ = —~ 1 ,wenn die Reihenfolge i,k,l
sus 1,2,3 durch eimmslige Vertauschung hervorgeht
(nach IXB).IIieraus folgt allgemein

dixtx =+ 1, wenn die Reihenfolge i,k,l aus 1,2,3

erzeugbar ist durch eine gerade Anzahl von Vertauschun—

e %w
JML =~-1, wenn i,k,1 aus 1,2,3 erzeugber isf durch

eine ungerade Anzzhl von Vertauschungen.

(Bs ist hierbei nicht trivial,dass ¥f i,k,1 aus 1,2,3
immer durch eine gerade Anzehl oder immer durch eine
ungerade Anzehl von Vertauschungen hervorgeht,einerlei
wie ma,nm vertauscht. Fir unseren Fall bei drei
Gliedern kann man die Richtigkeit aus IXB ablesen.
Yel. m Anheng S.3/9/)

Diese Uberlegungen ermdglichen uns,den "Iranspositions—

satz" fir drélhige Determinenten 2zu beweisen.

1 7 1 4 ¢ )
ay 8y 8 &’ &, 8,
& 2 ? _ A ! %
XIII3 &y 8 & = |8, 8, &,
5.3 .3 ¢ A3
a, &3 &3 &, a, &)

rew
(Eine dre®aige Determinante #ndert ihren Tert nicht,
wenn man die Zeilen mit den Spalten verteuscht ).

Anders geschrieben:

3
led| = Zaiafaldy
also [a¥] = 20,:_’0':42{4.“.2

a;[ = A':l , wobei wie S. 67 gesetzt ist
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Jir vertauschen in der letzten Gleichung a’f, a; und
a
3 ) Ee 2 . T
&y S0 , dass die i,k,l in der Reihenfolge 1,2,3 an—

geordnet sind. Es ist dann

V4
&,

o 9T
” ,5‘ a@ ay 53 e

webei g GCT eine Permutation von 1,2,3 ist vnd

zwexy die zuxi,k,l inverse Permutation, denngﬁczl
ist ems 1,2,3 dadurch entstenden,dass i,k,1 in
1,2,3 iibergefiihrt wurde. Beide Permmtstionen sind
also durch die gleiche Anzehl von Vertauschungen

erzeugt. Also diks = dogc salso

! ot ed
a, & :
iy % LR 9
Avs XIII olgen weiter den Formeln I}L‘g bis XII}}J
} rei

entsprechende Formeln fir die Zeilen von drethigen

2
a,'1 b’ cﬁ ra.z b cl b
3
IXD a" bL c" = a”' b c3 R | c
3 g % 3 4 1 4 t
a’ b ¢ a b ¢ %0
a X"‘cd\ AA b4 c‘1
v
Lt | . B = P o b .
K3 4 v
Ae +pa; Ab+mb; A 4uc
Pl eph Ay
& A e s ¥ oon
X? a b czt & A at b!' cL
7
a? b3 03 a.3 b 03
a’ - I e P Y
ﬂ? al b e =la* bV @&
3 3
a"+2tef+/,ma‘; B+ HuD; c’+7~c"+/uc" 2’ b e
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a+ d
xng o
al
e b e
= | b ¢
Y b3 o

64 i
¥+al o+ &
bz ¢t
bﬂ> 03
a’at g’
+|a" d" e’
&’ b’ c’5

Die Ausrechnung dreireihiger Determinanten geschieht

nach der "Sarrus-—schen Regel™§,die durch Fig, 5T

bc*akbﬁé‘ab

e fld e f|d e

Hilghilgh
Tigs ST

g : ¥k _k
einzelnen a; 8 &

erklirt ist. Debei verbinden

die schrigen Linien die Glieder,
die jeweils miteinender multipli |
ziert werder miissenyf, um die |

zu erhslten.

Die Sarrus—sche Regel besagt weiterhin,dass die

Produkte von links oben nach rechis unten genormen

positiv, die andern negativ zu rechnen sind. Die

Determinante in Fig. 5T

lautet slso:

cof+bfgtcdh-afhebdivceg.

(Beweis der Regel durch Verifizieren).

Der"Entwicklungssatz " besagt,dass jedes Glied der

Determinante mit seiner Unterdeterminante mmultipli—

ziert werden 1musSs.

Debei definieren wir als Unter-—

determinente eines Gliedew die (zweireihige) Deter—

minente,die entstehtgdurch Streichen der Zeile und

Spalte,in der das betreffende Glied steht.

(In der Determinante

determinente |b ¢
h j
{

abe hé.t}z .B. d die Unter—
-1

ghi

Q) Tir Determinanten hdherer Ordmung gilt keine

enaloge Regel.
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Es geniigt,den Satz fiur einen einzigen Fell zu beweisen,

Ao

da. wir durch eine gewisse Anzahl von Vertauschungen
der Zeilen und Spalten jedes Glied z.B. &n die Stelle
links oben bringen kénmen. Bei sclchen BWertauschungen
bleiben aber Unterdeterminanten Unterdeterminanten.
Rir diesen Spezialfell folgt der Setz aus der Sarrus-

schen Regel.

Anwendungen dreiheihiger Determégﬁten.

1) Berechnung ven Inhalt und Schraubungssinn eines

Tetraeders.

Das Tetraeder ABCD habe die Ekkpunktskoordinaten

& Bl
x; yi zi ui !

Wir bilden die Vektoren AB (yi - xb) s BC ( zt —-yi) s
und CD ( ot - gt ).

Denn liefert 1/6 ( AB,BC,CD) dem Betrage nach den In—
halt,dem Vorzeichen nach den Schraubingssinn des

Tetraeders ABCDz/’

2)Lineare Abhingigkeit deeier Vektorem im Raum.

- 4 - L3 Py | z .
Drei Vektoren/ml@ mwy £ sind linear abhingig,wern sSle
§n einer Lbene liegen, d.h. wenn der Quader, den sie
gufspannen,keinen Esekewinhalt hat. Es muss elso sein:
( Ay kyn ) =0
Hierdurch 1lost sich folgende Aufgebe: Die Gleichung

einer Ebene ist zu bestimmen,die durch drei Punkte

1!&1 QR und S allgemeiner Lage geht.Parameterdarstel-—
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lung dieser Ebene ist 5. 30 abgeleitet. P seil ein

laufender Punkt der Ebene mit den Koordinetem X | ﬁ
0O Ye 3 " i
Q hebe die ¥
B " 1 2 " Zi
S " i " ui ’

Damit die Zbene durch P,Q,R und S hindurchgeht,missen

die Vektoren QR, OS und QP linear gbhingig sein,d.h.

|
7_P W9 -9 g
(=7 (W=7 (£=F| = 0 sein.
(Z-9) =P &=

Dies ist eine linesre Gleichung in xl, x2 und x5 . 1

:
Die X~ stehen nimlich in einer Spalte,ihre Unterdeter-|
!

mdnenten,mit denen sie multipliziert werden, enthal— 4
.
ten also nur konstante Glieder. Die Gleichung lautet

x]ul -i-:e:aa2 +X3U.3 +u4 = 0

ul ’ u2 und 1 3 sind TEOFEEZFEEIESOHAX dis Unter—

determinanten aus der zweiten und dritten Spalte. Die—
se diirfen nach S. 2} nicht alle zugleich versclmin—
den. Das ist klat, demn fur uy =1, e 0

wiren nach S.50 = 51 QR und QS linear sbhingig,also

Y o . 7 i
QR und S keine Punkte allgemeiner Lage.

3) Losung linesrar Gleichungssysteme durch Deter—

P

minantene.

a*x +vy +dz =&
ex +By +e'z =at
gdx +VPy +clz = @  séb ein lineeres Gleichunge—

system mit drei Unbekennten.
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b!, 52 und b0 0 n w K
01 > ca und 03 " " i i1 #
a',a® und & e u -

Es ist dann
x A + y.,& + B oh =A}'

Wir bilden K,C,Xi- 2’% +/f¢%' I’lc) = (}, 2*,6)

Nach XI, konnen wir by + [ 2 *\ fortlassen
J

"o Xs " . o x vor die Kleumer setzen;

X {/(hﬂe-i/f): {/\?, /?rlﬁ}_

;) \
Entsprecaend folgt aus [/ﬂ,'ﬂ)‘*"ﬁ‘g**h[/ "(’m("f[/

\ ( )
B o be) = (PAE)

et

r \ \
und aus (/m‘)b, AX ¥ k?-k £3) =(/ml ﬁ'tﬁ/
7

Wir fiuhren jetzt eine TFgllunterscheidung durch.
{ b
&) (ahe) F0
Dann ist das Gleicimngssysten eindeutig losbar; die
Losung ist:

(Al o g g o lubd)

X = ; y = *
(,oxlﬂq,«.‘, (2 &2 (mlﬂ*,ﬁ)
7ir heben zunichst nur gezeigt, dass, wenn 68 eine LOsung
w
gibt, es diese seln muss. Daess es nun &irklich eine LUsung
gibt, folgt sus 5.307%; da A k& wegen (mh € ) #0 linear
Form J‘:mxr/fr}-l-(l-

unebhingig sind, ist A in der

darstellbar. Ist das Gleicmungssystem homogen, SO ist die

A
_———

————— At e
LX}
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Losung
Sax
x=y=2=0.
b) {m,fr/c) =0 Denn ist
> O = (./3"9}'{4'\,
y.0= (M7
z . 0= (AIQ’\’:T)
) Y ) £ i T - \ =i
o) Es sei nicht {,‘,r})ér[c/ o (’m{’&[") -—(M,)Zr(ﬁ/ —0/

dann gibt es ke ine Lisung des Gleichungssystems.

A (Ax) =lo b x) = (8 2A) =T A
gibt es eine LUsung. Vorltufig sei dies nur fur den “
homogenen Fell d/A = 0‘-1 = 00 - 0 bewiesen. Dam gibt '
es nimlich nsch dem vor igen wegen (/ﬁ‘g’(f) =( drei
nieht gleichzeitig verscimindende Zehlen X,y und 2 ”5

so dass X A +y . b+ K.z:O;denn/mlfv und £

sind linear ebhingig.
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4. Jultipliketionssatz und affine Transformetion

von Reauminhsl ten.

v, %, // 0,' seien 3 Vektoren, die bei £ffiner Trans—

formgtion Ubergehen in #, #, w, . Wie ist die

Beziehung

~-

p ) ,
{/19;/ ]596/103' ~7 ’C'/ 473/ 1'95) ' é

Die Transformgiionsformeln der Vektorkomponenten

lsuten

(vgl.Se53f. v' cind hierbei die Koordinaten ven @
ir gestrichenen System. Es bestehen glso die Glei-

chungen $

1 / 58, /
J.Ild \ &1/ ’:1)2, / ,4‘;_5 / ?‘ 0[( L)z_’/ {/‘_ '/25)
T 3 ~h 8 P W e
Nun ist asber I/OZ’/ 'lc/»/\;.,v” =!a | th . wz‘: ‘?5)
nach Defingtion von a.lt ’ Also
; | o
Uk; Ry, s 3)*4\)‘( ’LK‘ 75/
/ % // 73 J_ ' )L
I ¢t |

Schreiben .wir (dler S metrie hsalber) fur [V« /éki

und setzen XIX ein
3

(: . A:C — - .
U" | % b//k/]{g{‘ { 6‘( l/

so lsutet der Lultiplikationssatz fiir 3-reihige Deter—

minanten:
p 3 - e
N4 | Y A [ = 4
W, [od | 45/-| 00 ke JRY
(,=
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_

Geometrische Deutung: Bei affiner Transformation
werden simtliche Rauminhslte mwit einer Konstanten

Zahl ,der Transformetionsdeterminsnte \ai “\ mltipli—

zier‘c,. Die Unmleufssinne bleiben simtlich erhalten

) . . 5 . - l /
oder werden samtlich umgekehrt,je nachdem \a.f;'\ S 04'/439

5. Anwendung 3—reihiger Determinanten in der Ebene. b

Wann liezen in der Ebeune § gegebene Punliite

G

E Q R mit den Koordinaten |
~— p e i
A 1 !
X y z
A Z
x v i

@
et
v
=
@
6]
D
'-l
B
o
5]
(0]
H
y]
fe))

-

e durch die 3 Punkte gibt,miissen

folgende Gleichungen erfiillt sein 3

ulxg + uzxé‘ + u, =0

W Ty + u,Vg u3 =0

ulz;-i-ugz(‘k\é + ug =0 )
Diese fessen wir euf als homogenes Bestimmungsglei—
chungssystem fir Uy, Yo und u3 . Wir wissen: dieses
System hat eine nicht triviale LOsung uq, Uy ,u3 ’
wern die 3-reihige Determinante aus den Koeffizien—
+tgn verschwindet. ALSO ist

- i

5 g

524 S ll o)
die Bedingung daflr,dass P,Q,R auf einer Geraden liegen.

S5 el

X )\ il_ 0 ist ausgeschlossen,denn denn wiren die Vektorsn |
. #y ndlinscr ebhingig (vgl.S.65),wes der Voraus— |
setzung s widerspricht. |
oypie Voraussetzung S. 32 ist erfillt,dess nicht |
1)11 =u, = O0.Denn wWire Wy & Uy = 0,so0 ergibe sich auch /|
uy =0, wir nitten also die triviale Losung,entgegen |

unserer

ANNSONEC o
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Auf S. 50 hattenmir hierflr die Bedingung gefundens:

o
[(x= 7) ( x'= 2" | :
% = ( PQ,PB =0 P
xz -y ( x*- z%)
d.h. lineare Abhingigkeit der Velcdtoren PQ und PRs

Fs muss also ein Zusgmmenhsng bestehen zwischen der

3—reihigen und der 2-reihigen Determinsnte, und wir

behauptens:
x? xt 1 (-y) (=2) |
oyt 1= (&-F)  (x*-22)
S ]

Bk - l\ |z x? 1| (= x) §g°==)

|

.‘yf’ yl' 1“‘ = (Y4— x1) (yz,___ X") ol =1 1(24_x,? \ZL_ x,?
iz’ zt 1| _1z1-—x4,) @L—x") 0|

(entwickelt nach den Elementen der 3.Spalte).

%(Xl - y’) (xz'_. Brzj

Il

(xq- y’) [x"—- 249‘
\\XL“ Y)_j &XL" Z’}l

(Transpositionsgesetz)

-

S (beide Spalten mit -1 multipli-
e = 2) (&&= 2| ziert)
|

s

)

=
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I11. Wlemente der Euklidischen lletrik.

Die letrik ist derjenige Teil der Geometrie, der
sich mit dem Begriffe Linge wund Winkel beschéftigt.
Die euklidische letrik setzt das Parallelenaxiom (S.‘i)
voreus, wihrend die nichteuklidischef Léngen und Winkel
einfiihrt, ohne die Zxistenz von Pegrellelen vorauszuset-—

zen. Wir wollen uns hier mit der euklidischen Metrik

beschiftigen (Literatur: Hilbert, Grundlagen der Geo-—

metrie).

8

Wir definieren: Ein Punktpear AB
hat einen  Abstend" A oder bildet
eine ,Strecke" mit der,Linge" L

7wei Geraden g und k dwch

einen Punkt P bestimren einen ,Win-

kel" (g,k).
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II . Elemente der Buklidischen Metrike. .

Die Metrik ist.derjenige Teil Jder Geometiie,der sich mit

-

den Begriffen Linge. und Finkel beschaftigt. Die eukli-—
dische I'et%k setzt des-DParsllelenaxion ( S.1 ) voreus,
wihrend die nichieuklidische-Linger und Tinkel einfiihrt,

ohne die Exiztenz von Parellelen vorguszusetzen., Wir

wellen urs hier rmit der euklidischen l‘-;'u.et':@k beschiftigen.

(Li/foer:;‘n‘:zr:: Hilbert,Grunclagen der Geometrie).

s

/

§ 5 Ebenc.

Ausyaen ixiomen der Euklidischen Metrik folgt der
pythegoreische Lehrsatz (wahrscheinlich von den Babylo—
niern,sicher niecht erst von FPythagoras stearmend) @
Im rvechtwinkligen Dreieck A L 4 gilt die Bezkéhung
PYREl 2N el

Tir bezei-hnen dsbei die Linge
eines Vektors § mit A9" oder 4 .
o ¥ R‘}S"{/&

K i : 2 2
Birfuhrung des rechtwinkligen cartesischen Koordinaten-—

systieus .

iy wihlen die Grundvektoren M, A, des affinen Kcordi-
natensystens speziell so, dass sie zugleich Linhelts—

vektoren sind,wobei wir als "Binheitsvektordd" m#

jeden defignieren,dessen Linge //ﬂ// =1 ist. Alsoz

|4 = Pl =1

Weiterhin lassen vir M, undzwlsenkrecht sufeinander
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stehen. Die friher sbgeleiteten Beziehungen unseres
affinen Koordinstensystems bleiben natiirlich
vollkommen ir Kroft.(Des System,das entsteht, heisst:

" rechtwinkli gos cartesisches Koordinat ensystem"%’.

Bin Punkt P hat die Koordina =
l y
4 p ten X ,¥y 5 Wwenn

0p, =xm, und

Wir konnen die Koordinaten szueh durch O P *’E und
den Winkel (a, 4 ) bzw. (m,, 4 ) susdriicken.
(Tixr schreiben/} dem Tinkel wvorléufig kein Vorzeichen

zu). Der Winkel (4 , # ) ist nicht mit dem Deter—
b

mingntensymiol (/a.«' s A ) zu verwechseln,dss in

=

folgendem nicht aengewandt wird.

Les ist dann

P!

%

((gé‘ « COS (/ﬁ s Ay )
1((6‘ . cos ( 4 y 2,) =':/g‘). sin (»{/a,,)

wobei wir benutzt haben,dass q (/(G > 2, ) und

[

¥ ( ,{g 3 ,a,z) zusemmen 2inen refchten Winkel bilden.

Die Linge von /g berechnen wir mit Hilfe des

pythagoXrefischen Lehrsatze

[9)]

-
-

1.l (20?2 (2
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Dieselbe Formel zilt fiir jeden Vektor,wie man |

sich leicht klar machen ksnn, indem wsn 1lhn VOR

Koordinatenursprung aus sbirigt. 4 sei ein belie—
q

o

. , K
iger Vektor mit den Komponenten a und &
Dann ist:

2
2 Al =(a2 ) +¢2)°

Den Vektor ktnnen wir auch durch seimen Anfangs—
punkt und Endpunkt ausdriicken. Die Formel kann
et 33 ™ ~ = Piink+ i )
also fur die Entfernung zweier Punkte P ( X
. i S 2
ohd Q ( y~ ) ungeschrieben weepden und lautet

dann:

)
o’
(@]
}J
(2]
| 4

B
Pa

MF\) [}
b
=]

a
@)
I.J
o
1
<!
)
]
o
o
U5
(6]
=]
-
e
ct
Qo
@
B
%
o
=
(@]
[
T

nenten X ,
gibt sich déé Formel:

1 24
Kog)t = N3 %17 M+ v’ + 750

und daai

ﬁ; i 5111 ik 2.2 |

9 - - ~.—L'
s a).(.‘," i ¥ X )

‘ ¥
Dexr ! wdJ:uck (y ~ 4+ y°x°),den wir durch ei
Smbol{gﬂg, ausdriicken wollen, ist dabei nur von den
Lingen dexr Vektoren /6 Und/i} sbhingig,nicht vonm
Koordinstensystem,obgleich er durch Xoordinaten

ausgedriickt ist; demn wir kinnen schreiben:

Ay = P+ P2) = 12 Uyl o] - fuog )t
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o Dann sind die Koordinaten

b v
= f =
T 4
ad v — g -’

Wir nennen 4 "inneres (oder skslares) Produkt"

deuten als Produkt der Linge des einen Vek

mgl der Linge der Projektion des 2. guf den ersten

Jg} ! §| cos (A4 v4)

1 e d s Sl ¢ = I it
In Formel 3 eingesetzt,erhalten wir den
" - = & Bl 1A T 1~
Cosinussetz flir schiefwinklige Dreieckes:

o ML =t - gy en ()

ﬁg” Rechenregifen fiir das innere Produkt .

Denn ist%:(,«g ,%) =0,
cos ({yf,’,tﬁ) =1
”Mﬁ-“é‘-’/"é}"

a,) wenn fé: 0 oder

3=0
/) wenn cos (Abf ,"f}) = 0, d.h. wenn /L;—L—f}

p:8 500 9 €. LDV
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44y =xy +x%y%  folgt:

oL )(Kommutatives Gesetz)

s . ' " 1 "
/3)(1*;seozic‘tives resetz) / Srsamik's i Yot ’/“""’7

}\/’ I ?L..'/Lf ) Of é 7‘X4/?4+?"x2‘t
v ¢ b e B

¥) (Distfhutives Cecetz)

/ " \’3 . 4 y
()} =44 kg
BC':;cis:(xl - yl)zl + (x

ny Q-

¥ Pt ik
2} Vorzeichen, von 4§
A4 >z O,Wennﬁf (/\{ ,_/%) spitz ist
A< 0,wenn 4/( 4 ,/#,) stumpf ist.
Denn gemiéiss der Formel
p=t
Moo= il TR

A =141 4] [5,4)

ist das Vorzeichen von W? gleich dem von cos (/{{ ’,; )

v

Deutung der Koeffizienten der Gereadengleichuns.

5 (Parameterdarstellung )

PR T 2
;)111‘: + X + uz = 0
wollen wir die Koeffizienlen fir unser rechtwinkliges

cartesisches Bystem geometrisch deuten.
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Gegeben sgind

b

77

der Punkt P und der Vektor b
K/ -’
ﬂ, L
b b
?ﬁ 2
b
OJB.4 A konnen wir Toag
velDasllane KONNECHN WX 3 Qgss
2
- [
i +
=(v1) + )
Unter dieser Annshme behsupte: ey
Der Parameter t bedeutet den Abstsnd des laufenden
Punktes P ( }’l) vom festen Punkt PO ( xl) :

-

-
c

4 -

Zvm Beweis schreiben wir die
:-!C‘:f'"i: /‘{ ;/‘60 ¥ /Z./G,

]

M4, = bk

riellex

Es git sber

= e v 1

P_ Pl ="‘1"a[::'t-b ge€.d

170 [ l'g v | | ‘.oe. °
"SRR | LT R, - S B :
llsn nennt b~ und b~ die Hichtungskosinus von b in.
unserem Systeii. Nach Definiticn der Koordinsten ist

1
nnlich B~ = cos (b M)

b~ = cos (B ,41?—) » well b ein Einheid tstek—
tor ist  IEXXEGOERX

-

X} n V. ist b ¥ 0. Je

tsvektor b b

‘“i

parslilelen Binhei 3

die Vorschrift b

dem Vektor £~ # 0 kann man einen

1 zuordnen durch
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: .y 1 2 e stellt nur denn
2) Die Gleichung u X™ ¥+ VX '*‘U-} =0 stel

e d ich = u, = 0 ist. Dieser
eine Gerade dar, wenn nicht U =Uy = 0 ist. Diese

|_l
1
}
O]
o
(&)
3
0
Q,
o
| i}
I
o)
0
w
o
=
»

vir fassen u
N

M #0
\_/
U

e
u

2

Denn leutet die Gleichungs

-

/V”C My =0 allgemein , und fur einen
. | -
badiebigen Punkt za/, der Geraden

£ Aaw (lareder nkrecht steht.
aul cer uelauUGll sensLrccil STeil
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Die Gleichfung

1
X F u2::2 =
heisst,Hesse!sche llormslform, der Grundgle ichung, falls
2 2 : . i - ;
Wy * u, =1 ist, wenn alsc M ein Einheitswektor ist.

Wir fihren L(x) als Sygpbol fiir die linke Seite einer Sol-—

chen Gleichung ein und bekommen dann fir einen beliebigen

Punkt # , der nicht euf der Geradenliegen muss, und ei-

nen Punkt ra(; der Geraden die deziehung)-:
L) mayeiy = olyog) 4oy 2 g
i 21 Wﬂf;&’)-‘ MAp 4 /:3 = ("ist, folgt
- L(y) = #ly-%)

j%/\ ist das skalasre Produkt von ¢
mit 4-4 , d.h. aber (s.0.) M maltipli-

< 4 . . - — . -
”"\ 4 giert mit der Projekgion a von 016/1—/1{) auf

Vorzeichen). Dabei ist =&

~5. 4 (bis aufs
%4 der Abstend des Punktes y vdan der Gera-
7

‘&"’Q den g (‘105'5} Ls ist -f/g):f d//w! und

3 -
18T,

ADPEL)

{

A

N ] S = N3z He
Das bedeutet: Ule LHesSsS

*sche Normelform liefert uns den Ab-

()]

stand jedes belisbigen Punktes von der Geraden, wenn wir die
Koordinaten des Punktes einsetzen. Fir Punkte guf der Gera-
den wird denn natirlich i( ‘3) =0 :
Das Vorzeichen von &P(m richtet sich danach, ob &£ ({7"5):%)
spitz oder stumpf ist, oder was dasselbe ist, ob/x4 auf der
Seite der Geraden liegt, nach derm hinzeigt oder guf der
entgegengese tzten. \f(a) h\ﬁ%\sfgﬁl der beiden Seiten gies® der
ceraden verschiedenes Vorzeichen. Es gil+t die Regel:

Lisgt ’8‘ mit dem Nullpunkt esuf derselben Seite/der
Geraden, so ist das Vorzeichen vonaf{/j)gle ich dem Vorzeichen

von uj.
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Anwendung: Beweis, dass die Winkell halbierenden im Drei-

eck durch einen Punkt gehen. Die Seiten (1),(2) und (3) des
s |

durch folgende Glei-

T o by TR < -
lormsl 10T 104

I

Wir wihlen dabei die Vorzeichen der L, (x) so, dass fur al- l
le inneren Punktie des Dreiecks L, (:r:)70 ist. Fir jeden in-—

neren runkt des Breieeks ist dann L 4 (x) Lbstand von ])

S 1

der Seite ( 4 ). Jede Winkelhelbierende im Dreieck ist der
geometrische Ort fir elle inneren Punkte des Dreiecks, die
von zwei Seiten denselben Abstand hsben. Die Bedingung fur
die Winkelhslbierende von (1) und (2) ist also

L.txl =ktx

NEIES WED

oder L1(x) - L (x) = 0 . Lntsprechend leutet die Bedingunged

gleichung der Winkelhelbiererden von (1) und (39
L,‘(x) - 13(}:)

Die Koordinaten des Schnittpunktes dieser beiden Win-—
kelhalbierenden gentizen beiden Gleichungen, also such ihrer
Differenz, d.h. der Gleichung

L2(x) - Lj(x)

Das ist sber gerade die Winke lhalbierende von (2) und
(3), die elso guch durch den Schnittpunkt geht. g.e.d.

Fir je zwei 7linkelhel bierende von Aussenwinkeln und die
Einkelhelbierende des gegeniiberliegenden Innerwinkels gelten |
entsprechende Schnittpunktssitze, die entsprechend bewiesen 1
werden konnen, wobei neturlich auf das Vorzeichen der L (x)

geachtet werden muss.

A ier G

V i~
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' /A
g. MgX" ¥+ sy Xty Moy=

Jir betrachten die beiden Vektoren

AW mit den Koordinaten m, und M.
7

mit den Koord insten v, und V3 il |
il
£
i , i
Dam ist / ‘ [ o 8
(s k) =| cmy(m L H
\ “( q1 / ‘ ~S L | J! ][‘
. - = W/ § m z"
asg, /- _L_ 3 nd v _[_ A (f
/ f
v L
. &
N 3 a4 , " =
Jun 1svT /_,‘ )'/; by P= M j = | |} Ve Lo 2....180
y L= M| ) »

J p ‘ | | \ '

- - N | - (k] Vi, Va + 4Ary U7l

5 4. K)| = | (m L) |2 L2l [ K 1~ LV

\ /| ' — e e 1\

| ‘ L) 2 TP o

I | { Cl ‘."\,.1 + A N J Frieg )

v
A

Dieser Ausdruck hingt in der Tat/vVon den Koeffizienten der

Gleichung ab. Insbesondere ist also 5.1..1( ;, wWenn

en schreibt eine Gersde hiufig in der Form: y = mX + n .~

wig n

2
wenn
m .m' = -1 ist.
Beweis: In den Gleiclmngen
1
y—-—m-1n =0 4
|
y-n'x~-n! =0 l
f
heben wir die speziellen Verte:
u, = -1 v, = —n'
1 1
= v = !
u2 1 P 1
Die Geraden stehen sufeinander semnkrecht, wenn
1

I

|

i

VLT, A UV, = 0, d.h. wenn i’
|

}

|

|

|

|

n.n' = -1 g.e.d.
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§ 6. Reum .,

Bpvr-tan,
Entsprechend wie in ¢ 5 wéhlen wir ein Koordinatenveso,

Cass M, M, M, Einheitsvektoren sind und
@, L a,
qa,L a,
Y Ry
Debei ist wieder ein Einheitsvektor 4 jeder Vektor, dessen

Léinge | =1 ist. Also

yqjl = /a\.g :/ﬂg‘ :/;f

o
Ve

Der pythagoriische Lehrsatz fiir den Raum heiss

2 ' U™ |
m = 1 ] /' B ’
| Ve a/ "‘\ / ] Q,/

wenn M ein Vektor mit den Kouponenten o’ ‘ aL<Z ” @3 ist.

Er folgt aus Fig. 57: Es sei OA = 4 mit den Koordinaten =

6, 2" und 2’ AA' sei das Lot von A euf die Ebene [ 41 V2) |
und es sei A'B 4a, . Demn ist: ‘f
A i o |
B4'- o'
Ah = @ ﬂ
1)
o TWenden wir den Satz 8es Pythagarss fur ;
‘ & | die Ebene (S.72) an, so gilt‘Xin 4 0A'A '[
(]2 (0/{ B 3)
f-:,"7é und 4‘,\,.40:.,,4’
| (04) *= @Y+ 2} |
also: ;
g.€.d. !
!

1{’07’ fad) +( ‘L\ ( 3)

1) B ist zunichst definiert els Durchs toss punkt der 4,-Achse |
und der Ebene durch A parallel ( 4, 4y ). Offenbar er—
hilt man aber B auch einfach als msspu.nht des von A a.uf
die M, -—Achse geféllten Lo ues‘analog fiir die arlere Achse. 1
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Dlesen Satz kenn man sweh folgendermassen formubieren: Das L&n—
gengugdrat der riumlichen Digkonale eines rechtwinkligen Prismasg

1st gleich der Quadratsumme der drei Kazten.(Tig.58).

Y

/; Wern wir den Vektor @ durch seinen Anfengs—
I

\ % o e o i S z
) und seinen Endpunkt % (y~) aus-

/‘”l i ﬂOa dricken 3 yrhalten wir die PFPormel fiir die Ent-
K i
- ,:
”

ol - 4
o) Ternung d zweier Punkte:
, 3| 7 g T N2 i

d = (m-n 2= (M-x") " [4*-x2) " ly?-xP) :

v 3 I ¢ 4 { |

Fa 5¢ i
e ORI NP 5 1 [ e~ A\

Wir bildenm nun geneu wie in der Lbene (S.74) '

,
N
2
!
> =
]
%
-~
=

1 gL 1 ,1\__/%‘4\2- = L/”‘;.é.., ;
L [l 4 b= o] )= 2| (474 2 149" (2 s S35 a'h’)
- - 7
~ L. 3 48
=2 'k = a'h'rathra’ b
At

Diesen Ausdruck nennen wir das innere (skalare) Produkt voo g

3 A Tt I
una ﬂ— unda scareliodens

-

Da Al vom Koordinstensystem unabhingig ist, kinnen
wir pnimlich ein Koordinatensystem so legen, dass A und in
einer Koordinstenebene liegen, und dann obige Beziehung wie

auf S; 75 folgern.
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secaenregeln fiir das innere Produkt.

Ebenso folgtz 4

] (Assoziatives Gesetz) ¢ i

7~/0L'/€' = 7L',OLZJ’ s I

ey - . -~ o oy - 3
er (Distributives Gesetz)

o hv£) = n A+ on

Dgnn:
3 L2 :
Bllre)>2 4R er) = S0tk H 20 = mbt g

Ls seien drei Vektoren .mn, & wund £ mit den Koordi- ,
|
|

~ { "L - . . - -~ -
naten a* b, ¢ gegeven. Sie spannen einen Quader aufl, des—
sen Inhalt wir berechnen wollen. E® ist f

L

,C.\ = a'l 'gl Cl

(o %
\l

|/ -

LY J >

2 & C
|
und nach der ersten Spalte entwickelt: ;
; !
=@A +af"'/47. +0 A:} ;
i |
wobeil A die Unterd rminante von a- ist. Wir aeuteu nun f

Ad’ —Ag und Ag als Komponenten eines Vektors JZ. . Dann lésst
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sich die Determinante als inneres Produkt schreiben:
f/f/},l/@]/r) = all
N

Behauptung: Es hat debei (f( folgende Bedeutung:

Die Linge von U’L ist gleich dem Flécheninhalt des
Parellelogremms (b,c). Seine Hichtung ist senkrecht zur Ebe-
ne (b,c) und zwar so, dass {ﬂ,mm) > (" , dess also L ‘
[ 4 5107‘} denselben Schraubungssinn wie Qﬂm Aoy, /013) hat. il |
Deweig: Wir bilden einen Vektor UL, , der obige Ligemschaften
het und missen zeigen, dass OL,, = 07. ist. Zundéchst zeigen wir

Jm_ = fm! fﬁ AL
Wir kinnen )(ﬂtﬁ-‘(‘/ ausrechnen durch das Produkt Grundfléche

mal Hohe. Bs ist die Gundfliche z/ (4 4) / = ( nach Definition.

Die Hohe ist die senkrechte Projektion p von v XE
N
guf (U (Fig. 59). Es ist p =/0Lcos(ﬁ,m)
0 A also:
i
- (24 r), |o'] ] ] |en( 0 0)) o) \Ow-l
Nach Voraussetzung ist (01 ‘64:‘)70' Ist

nun /GLCL >§ , so ist(ﬂ,m-/ ein spitzer

'535'? Winkel (vg;l.S.Zng ), d.heAt und é“ll ze igen
nach derselben Seite von | K 4‘)}&,3,@ und (&'%,:) haben glei-
MW L’ﬁp’ld <0 nl
chieh Ze ichen, also \ ,&f[,7 fir a0 <¢§ . Also in der Tat

folgt ‘g .
D = (m be)= Qa

t
Wir denken uns Jetzt /6‘ und £ fest, also auwch LTL und &

s ist N
\/M—U"L a =
Were Ol 01_#(}' , S0 miisste 61 L auf jedem beliebigen Vek-

tor senkrecht stehen. Das ist ummbglich. Also

f-0=0 q.e.d.
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Wir nennena. das ,dussere Produkt™ won /5' und &

und schreiben:

OL: /&X'f

e eme—

Aus TFig. 60 konnen wir folgende Bez{iehfung eblesen:

(& xe| = [#] [¢) ain (%)

/ Das sussere Vektorprodukt ist nicat vom

" Koordinatensystem unabhingig, weil es vom

Sclraubungssinn abhingt. Es bleibt also nuxr

bei

F?GO

solchen Transformstionen erhalten, die

den Schraubungssinn nicht &ndern.

Rechenregeln fiir das Hussere Produkt.

Aus der Definition der Komponenten Ai von m,

&N
=)

Sa.

N

/LM.:'r

folgt fur fbxr=N

kxh=(

{ N / \
20) ;\X{.)ﬂf}:_,{f"/@/

%ch
'Za <y

A=/

s
Aa

1
1.)

AN { (‘\v
3e) _chﬁ'/:)‘t[)u’/

4.) {Anxfﬁurc) =[p<k) +[0 1)

5.) Mhxhb <=0

4

E

—
=

Ay,
/Z’L 4N

D

nach IX2 S. 48

B
2

D
2

naCh IX S . 47

nach X
D

nach X112

els Kombination von
1) und 3) .
o

Ammerkung: Nach der Definition des &usseren Frodukts

kenn man die Determinante \A 4 () aufspalten in

(,ml,ﬁv‘.,f'\; = (ﬁbxz&)[ = (/5')(4')/01 :QI_‘XQ}#

Deutung der Koeffizienten von Geraden und Ebenengleichung im

Raum,

1. Gegeben ist die Pareameterdarstellung eines Geraden:

X'=X7+ A b
xlaxd v A 4*
222X+ AR

I
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Durch den Punkt P _ und den Vektor Z-
‘_$ 574
4
xo 4
e o
2 4
e
O.B.d.A. kinnen wir verlangen, dass
ol om Loy <X
ke (B TH(AY) T+ 8D = 4 (s.8. 77)

Unter dieser Annshme behaupten wir: Der Peramamter t bedeutet

den Abstend d des laufenden Punktes P(xl) vom festen Punkt

P (xg) /4 \
0 » )
= d | pf ?‘,/
Bewelis durch Quadrieren der Gleichung

'(i » 1:2,})

g.e.d.

1 b2 und b3 die Richtungscosinus ven b im Raum.

Men nennt b

veil [b] =1, i§t, nimlich nach Definition der Koordinaten
A ba,
@2 = ,@-,011_
L - &,

2. ) Gegeben ist die Ebehengleickng
1 2

3 %
u1x +u2x +u3x +u4-0

Diese Gleichung stellt nur denn eine Ebene dar, wenn nicht

cos [/6/ )
cos (/6//@-3_)

cos{/@,mj)

Ll

U= u, = uje(ﬁs‘c. Dieser Fall sei also ausgeschlossen.

auf als Komponenten eines Vektors

wEr
/1,4,4
Moy

Wir fassen u1, u2 und u

2

und behaupten: Der Vektor s steht immer serkrecht suf der
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Zbene. Zum Beweise schreiben wir sllgemein die Gleichung in der
Form: My +uy=0 , wobei 4g der Ortsvektor von O
zum leufenden Punkt ist, und fir einen be-—

liebigen Punkt g% der Ebene:
Mty + My = 7

m(G-4e) = 07
Es ist also iiberall guf der Ebene

Pyt L (=g

p

Die Koeffizienten Uy 5 u; der Ebenengleichung bedeuten also

Uy s

eometrischy die Komponenten eines Vektors, der auf allen Vek-
toren der Bbene senkrecht steht. (Damit haben wir auch allge-—
mein die{Existenz des Lotes auf eine Lbene bewiesen.)

Der Winkel zweler Ebehen.

Unter dem Winkel zweier Ebenen verstehen wir den Winkel zwischer

ihren Loten.
J

e: ZM;X‘+M¥—,V D
3 . roi=12,245
£: 7 e X + My = 3
seien zwei Ebenen.
Mrsei der Vektor mit den Koordinaten Uqs Uo, u3
/g-sei der Vektor mit *® - v1, v2, v3 :

Welchen Wert hat

\cos (e, )

= {cos (/Lt!/ﬁl,} 5

E
Es ist Z./ff"f{"f = mh = }m’!,ﬁ!mﬁ[/u,,@ also:

‘ | Aa; ekl | - :L = CU( ¢ 52)\
[y >) bell] ] m['“wb-:\} \/ZL’UJ : |

Insbesondere ist also

3
S
elf , wenn >_ .U = (.

454

Die Gleichung 1 2 3 0
u,{x +u.2x +u3x +u4_-
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39

heisst in  Hesselscher Normslform" geschriebeniy wemn
M bt = A [ Y icl wir die link
" y *M°=1 d.h. wenn m|=4 . Bezeicimen wir dic Lin =
Seite der Gleiclung mit L(x) , so gilt flir einen beliebigen
Punkt o der nicht suf der Ebene zu liegen braucht und fur
einen beliebigen Punkt 4{ der Ebene:
(Y = 4
| ﬁ?(% //L/;c(;,«/«v,
\
j/x, = NAp + My

2z \ ‘
Lly) = M (% ~4) :
Wir behaupten: [L(y)/ ist der Abstanc

(4]

\t

& eines Punktes ? von der Ebene.

a ist ntmlich der Betrag der recht-
|

!

winkligen Projektion von ﬂ?'{ﬁ suf
F;'&Gi A, und es ist I ]L(y){ = l“-[({-fg)l
= [u|a (v S 72

De aber
=1,
so ist in der Tat L(y) =+ a .

Die Verteilung des Vorzeichens ist analog der in der Ebene

8. 79)

Anwendungen.

1. Die winkelhalbierenden Ebenen.

Gesucht ist eine Ebene, die durch die

""(W()-’D’ Schnittgerade zweier gegebener Ebenen
geht und den".‘.’inkel zwischen ihnen
halbiert. Jeder Punkt der gesuchten
) Ebene wird also von beiden gegebenen
Ebenen gleichen Abstand haben. L(x) = 0
und M(x) = O seien die Gleichingen der
gegebenen Ebenen in. Hesse;’scher Normal-

form. Demn werden die Punkte der Ebenen

L(x) = + M(x) von beiden gleichen Abstand
heaben. Also L(x) + M(x) = 0
: und I(x) - M(x) = 0 4

= I —— e ]
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halbieren den Winkel zwischen IL(x) = 0 wund m(x) =06 .

2.) Welches ist der geometrische Ort aller Punkte, die von
A0 gegebenen Ebenen

L.(x) = 0 (i = 1,2,4..,20)

I

(Liin Hesse'scher Normalform) gleiched Abstandssurmien haben?2
Die gesuchte Fliche wird durch die Gleichung dar’ges’cell (%

"55 L:(x)] L

(x) -~
¢ I of i (Vg .
134
in Jjedeum Gebiet, durch das keine der Ebemen L =0 geht, ist
. 2 At 3 - {‘ P, & £ . .

die Fliche eine Ebene \_*,é[-“,) =7 Beim {Uberschreiten einer |
der gegebenen Lbenen #ndert sich ein Vorzeichen in der Summe; |
von da an wird die Fliche also durch eine neus Ebene darge.
stellt.

3.) Satz iiber das Tetraeder.

Jir legen durch jede Kante eines Tetraeders eine Zbene,
die den immeren Winkel zwischen den angrenzenden Tetrsederfliz
chen halbiert und behesupten: Diese 6 Ebenen gehen durch einen
Punkt.

BEs seien Li(x) = 0 (i =1,2,3,4)

die CGleichungen der Tetraederflichen in Hesse'scher Normel —

form. Wir wihlen dabei das Vorzeichen der Li(x) so, dass 1
fiir jeden inneren Punkt des Tetraeders Li(x)> 0 ist. Die 6
winkelhalbierenden Ebenen sollen von beiden zugehdrigen Ebe-

nen gleichen Abstand haben, es soll also gelten:

L) =L tx) =07 (£} 9)
La _/\'"_!fu‘/c":f 54\’(:—53“(}:‘7
O’f,,()()\;f’/(,(j;f G{g_:)(> —&QE(szr
O{LLXV.";EMX/‘ =q irs(,qv{q\x; =0

Alle diese Ebenen erfillen des Gleirhungssystem
11(3{) = Lz(x) - L;(X) = L4(x) .

Das System ist #@quivalent mit 1’.,1 - L2 =0
I.1 - L3 =0
Lim= 14 =0
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Diese drei Gleichungen bestimmen einen Punkt. Durch ihn
gehen glle Ebenen Li 'Ly =0 .

\ L &% 3 . - A
4,) Abstand eines Punktes von einer Geraden.

Die Gerade sei gegeben durch den Funkt £, und den

Vektor 4 . y sei ein Punktneusserh 181b der Geraden.
- Es ist demn der gesuchte Abstand
,}- "G'\ = o‘,-o
} v b A . :
d 1 = il niss g
\ A< in- gl ,/
Wir k6nnen nun schreiben
&= { [ 4 = A ; " / oc /
u |49~ 411 5im - gy 3] 614
, ;
o fif - f =fé
4. T L ) 4l = {ﬁo) 2> 6‘1 d

(nach der Definition des #usseren P rodukts). Also ist

o < |
(- Llg-go)

Speziell erhelten wir fur die Punkte der Geraden das Glei-

chungssysteu
=
m—f,, x =7

§ 7. Kreise und Kugelun.

Das Tolgende gilt in gleicher Weilse
fir Ebene und Haum, mur dass in der

Ebene : i=1,2

im Reum: x L3258 o»

Ay 65 ( Z%)
eine Kugel) habe den 1ittel punkt A (%) und

Bin Kreis (bzw.
den Radius T . Wie lautet seine (ihre) Gleichung in

s . e 5 :
rechtwinkligen Koordineten? P(x ) ist genan dam ein Punkt

guf dem Kreis (der Kugel), wenn

|4P] = »*
oder AR = =t
R : . N4 i
AP hat die Koordinaten X — a . TWir erhel ten &lso

Z{x —,c) —r‘—

Ausmultiplizieren nach x71
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&) Z\,X“'}z ~ 4> aixt +S V-t =0

Dies ist die gesuchte Gleichung.

Die Kreis—(Kugel)Gleichung setzt sich also gdditiv zusaum-—
men aus einem quadratischen Glied Q,

einem linearen Glied Y L

und einem Absolutglied »

das die Varisblien x  nicht enth&lt. Die quadratische Form

Q 1:) nmuss dabei die GestaltJx)haben.

Stellt nun Jjeder Ausdruck
o & A
2 ) +L+A=

einen Kreis in der Ebene bzw. eine Kugel im Raum dar?

Jedenfslls kenn maen des linesre Glied L immer in der

Torn schreiben ii
O

(0.B.duhs) L= a7

! .

S— ' — S D 2 AL g S
Sui)-25 qini + A+ZlaY =Zaht =0

Tt a9t {Z0)-A) =0

7
Diese Gleichung stellt dann und nur dann einen Kreis (eine

Kugel) dar.a’(/wenn Z@d; < A= i >S4 ist; r wird der

Radius, und der Mittelpunkt erhiélt die Koordinaten 8

1) lian nennt jeden Ausdruck Z Qi XX
4 KeAd .

tische Form" der n Variablen x . gForm™ oder , homo-

A -
eine ,quadreas

genes Polynom™ r—ten Grades heisst jede Swme von

Gliedemm ,

My A
8X1 " X2 L 3 xn ]

wenn in allen Gliedern A, #A,+ - - =Y iS't(Oéh.é_m)
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Folgerungen: Bin Krei : 3 x
gerungen: Bin Kreis (eine Kugel) wird durch 3 (4) Punkte
allgemeiner Lege eind e .
gemeiner Lege eindentig bestimut, Denn in der Gleichung
-~ .‘7.
2 (x°) phexy + A=
Glxtllwlt Ll_,‘/) 2(‘1\ Y ot art & 1 . . L {
< 3) Konstante und A ist eine 3.(4.), von
denen allen die Gleichung linear abhiéngt. Wir fuhren diese
Untersuchung nur fur den Reum durch. Fir Kreise in der Bbe-
ne verleéuft sie analog.
lenn geht eine Kugel durch 4 gegebene Punkte TP L%‘)
P, ) P J P i g 3 s o i1 z
2 LN s Py T°), Py ¢/ und einen leufenden Punkt P(x™)?
(4 = 1:2:3)
lerm T, , Py, IE : E4IE Punkte einer Kugel sein sollen,
miissen folgende funf Gleichungen gelten:
S s s~ / \ /|
(3 (x9% +Z G ptA=0
2_C{71*Zfo;§” +A =&
0T B ~ =
S (L et A =S
J Z d oy —— s )
L.: 2’2_04;§1' _‘,4 r
.‘ IV o 4 =0~
| - (Y~ #2L O 0
Die vier unteren fassen wir auf als lineare inhomogene Be-—
stimmungsgl eichungen fir 3ieYiros pt 1 . Riih
imung 15 fur dieYGrdesen b und A . Damt
. - 5 3 . o i v o
das System nach b~ und A auflosbar ist, muss die Deter-
minsnte ungleich Null sein.
| 7 z_ '5 \
R A
S A A A B
L
lo‘“’ o I g B
D.h.aber: Wem die 4 Punkte 31,...,24 nicht in einer Lbehe
/’

liegen, kamn man genau eine Kugel durch sie legen.i)‘gir

1) Liegen P1...E4 in einer Ebene und nicht suf einem Kreist

so gibt es keine Kugel durch sie, denn diese miisste die
Hoene in einem durch 21...P4 gehenden Kreis schneiden.
Liegen die Punkte E1...P4 guf einem Kreis, so gibt es
unendl ich viele Kugeln durch sig; nimlich alle,degen
Mittelpunkt M auf dem Lot im Kreismittelpunk® uf der
Kreisebene liegt und deren Radius gleich MP1 ist.

4——
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betrachten mun unter dieser Vorrsussetzung alle 5 Glei-—

chungen.Indem wir eine Konstente o hinzufligen,fessen wir

sie auf sls homogenes Systen fur die 5 Gréssen by, und

SA

i adl
'74, « L
A2 (x4 +2 bixi +4=0 |
L2 (1% v, {“+a=0
AZ(“')2+Zbi_"7+A=O {2 )
R - L
(Z (192 +Z 07"+ 4 =0
| S (092 +Z b0 4 A =0
sk
Das System ist nichttriviel losber(némlich oL =1 ).
Also ist &

T (H? x ! 2 X' 1
ALY e
W, 1 i L s
il T
S e T NET

‘ ;i ; o
Umgekehrt folgt aus j_ =0, dass ( X ) nichttrivial

)
— -
L
—
il
(@)

" . n

losbgr ist. Wir wissen aber nicht, ob in dieser Lisung

cercde A # 0 ist. Tere mnd = 0, denn wiirde das homo—

geme Gleichungssysuieu
Z b.xi =0
2 bi:it +A=0
2. by (*+A=O
2. bi‘f““—{—A:O
Zbify”’+A= O

eine nichttriviele LOsung b,‘,bg,b},A heben,insbesondere,

G

die 4 letzten Gleichungen. Das hiesse aber, die Punkie

L = i ;
. « s o Py lEgen guf der Bbeme £ DbyX +A =0,

1
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Lso ist sicher 4 # 0O , alpor A=+ 0. B.#&. A

el
assen wir in der Kreis¥lei "1 ia g absolute Glied ve-
LESEcn Wil in der ld'C'lOJ.ij'-JlCLLL‘-ﬂ{; gasc avs VLU T ke 4 T <
riieren, die anderen Koeffizienten unvertinderlici, SO DEXOH
] ir L senritri sc 3 W 3 [ (W A o) Tonnm ¢ ] 2 al 11
men wir Konzentrlsgne aArelse (khugein). UEIll agerxr i 1‘E‘Cu.l.:u.ui’>t
YA
+\/ar 4

Peramete rdarstellung von Kreis unc Kugedl.

wollen wir x' und x2 als Funkt icn%

+ eines ameters ¢ darstellen.

+ :
A
2o -
)LZ
, , 4us der flgur folgt sofort: L

™
|
o
-+
H
Q
Q
0
-0

1 ;) . - e e e | 1 ‘T‘
breuchen wir zwel rar&ueiel @ und 1?’ .« WX

))

w
(0]
ct
£
@
B

X = ;.1 + r cos 7 . Dann folgt:

\
X = Wy

so erhelten wir alle Kugelpunkte.
Zusatz: Dieses Verfahren lésst sich auch auf n Limen—

‘ ] 7 e 1 wes r 11 1 T4 me Na i DY 14 ‘—n'v'nt.:e_
sionen ausdehnen. ZwD. wWere 1 4 Dimensionen dale +far'd ;

terdarstel lung einer Kuge 7

L —

Ul
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XNE+EEE D) T ()2

, = QM A,y VUV Ay’ Yl A 3

Polsrkoordinaten.

DTG g A

n erhilt sie sus dem Fritheren, indem man den KHa-—

-

ar
Ll

{

dius r eals verinderlich betrachtet. Der Mittelpunkt ist

- o . - n - - . - 211 r'/ '_
der Einfachheit halber als der Nullpunkt gewihlt. (4™ =)

l. IEbene. Lin Punkt wird bestimut durch den Abs tand
. k& .
1 r vom Anfangspunkt ¢~ und den

Winkel ? , den OP mit einer fe-

) ‘ sten Achse x1 bildet. Nach I«‘ig.éé

™
1

o coscf

v
1

: sin,?
Durch O & W £ oo

g « b € : !
) @ LL 4 /'g..—(’//_

i

erfassen T.‘iI: simtliche Punkte der Lbene.

Die Kurven r = const sind konzentrische Kreise um 0 S

ﬁf' = const sind Geradem durch den iittelpunkt.

Die livesulinien" r=const und

f =const stehen also stets senk-
recht aufeinander.

r e B E 2. Riumliche,sphirische Polarkoor-
et dinaten.
Bin Punkt P wird bestimmt

f"—"f‘ 57 durch den Abstand r vom Null-
d
punktd, die{g‘ra.phische Breite 3 - ¢ und die geogrephische

Linge a) , also
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M
i

) ‘ T Ccos lf
2 i
\ w3 x° = r sin zr cos«/g
\ x/ =1 gin gr sin /(}
Durch Variieren von r , sodass

.
"’jéf FLmy o2,
erhslten wir ein System von Kugeln, €

|

des stmtliche Raumpunkte umfasst.
Hierbei missen ¢ 6 A° die Intervelle
-L 2 et
[ 2
- L L4 T

durchleufen, demit alle Kugelpunkte erfasst werden.
Die ,Niveaufliéchen"
r = const sind Kugeln um O}
3

) = const sind Ebenen durch die x“-Achse,

const sind Kegel von O aus an den Breitenkriks

=Nl

f = const.
Auch hier stehen die Nivesuflichen pasrweise senkrecht suf-

e inander. A
A\
Die Durchdringungs kurven der
Niveaukixamnflichen:
ff und Y =const sind Gereden
durch den Mifitelpunkt

r unde) =const.sind Léngenkrei-
se
r und T =»sind Breitenkreise.

3. Zylinderkoordinaten im Raum.

1 ) - ; s 2 el z
x ol y In Zylinderkoordinaten wird eln
A 1 "\ . 5 - P -

! x‘i 7 Punkt P bestimmty, durch das Zahlen-
4

< tripel:
: /A %, xt, ® ¢ . Debei ist

p 91'5.7—&_
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i %
A o v & [N J
. N
w ALl by
» et
{ & ahole -
A > R S <
L "
st
. )
\
1
i
|
|
|
lr
(@l
i b
§
.

T8 E P

g8

&

W ¥ i naht

& A

4
s e 4 ¢
) 7 7 a el el P
“ .‘i P 4
& LS w NS

- ’ X $erzemys € 2 avbes v o sy g A
- A o Lo W3 = e ¥ SGMamiaNCaals Se A WiiiLd vy

v T
7, - .‘/‘::/'ryé’zf/"’/% f//?
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Q

§ 8. Bewegungen, Symmetrien und orthogonele

Definitionen: Dewegung oder Oymue W 1Jne ant men Jjede effine

Trensformetion der Zbene (bzw. des Reumes), bei der alle
Lingen und Uinkel erhelten bleiben. Bel Bewegungen bleibt

der Umkaufssimm (bzw. Scliraubungs sinn) erhalten§y bei Sym-—

\

‘. "V“
metrien bi-etot er umgekehrt.
Orthogonele latrizen: !

Bestimnt die affine Transformetion (vgl.S. 3 )

4 \ i
A°+27 a5 x*

x“' —> X
eine Bewegung oder ne Symuetrie in Cartesischen Koord ina-—
ten, so nennt men ) ne orthogonale latrix. Hierbei ist

die Tetseche benutzt, dass die LEngentreue und Winkeltreue =

mr von den [, abhiéngt. Das ist ohne weiteres kler, demn

7ir konnen such von de Vektortransformation
. i——' a
A
AUI = a' K ’U"

(in Cartesischen Koordinsten) susgehen und die Trans forme—

3

tionsmatrix (0,’;) einer lingen— und winkeltreuen Vektortrens-|

— v

& -

formetion els orthogonale Matrix definieren.

Wine Transformation, die durch eine orthogonale lia-—
trix bestimmt wird, wollen wir als ,,orthobonale Tranf orma-—
tion" bezeichnen.

Gigens chaftDe, orthogonaler Lyatrizen: Fur die Orthogonelitiit

von ( a,';) sind folgende Bedingungen notwen dig und hinrei-

chend:

A b= £ {
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Wegen der Lingentreue bleiben Dreiecksinhslte (bzw.
letraederinhelte) bei Bewegungen und Symmetrien erhelten.
mnin solcher Inhelt wird bei affiner Trensformation mit dem
absoluten Betreg der Transforustionsdeterminante ‘Qi‘ mul-
tipliziert. ©s muss glso (Q, %(! =2 { sein. Es ist:

I&Z{ 24 7 fir Eewegungen, da der Umlgufs— bzw. Sclrau-
bungssinn erhalten bleibt, also \ \70—
/0-7;} :"4 flir Symuetrien, de der Umlsuf'ssinn bzw.

Schraubungssinn umgekehrt wird, also la’}‘l<0’. '

))
=
B

Die sind hierbei die ¥ ] Vel N / i
Die G-K S1lnd nlerbel dle Aomponenten der Vexktoren MK 9 AR

2 E t oy - [ Y &
die die Grundvektoren J ubergene 1.

o _ . ‘oord_nctea—
Jir heben uns auf den Fell des Carte A.u_\yystu:,;s be schrénkt

ks haben also alle Ak die L&nge 1 und stehen psarweise
1)

M
aufeinander seé:rac‘;t. Darsus folgt die Bedingung

Da die Linger und 7Winkel bei der Transformgtion erhalten

.

bleiben, folgt die entsprechende Gleichung fgr die Bildwek-

- ey
Toren

und da

,{L‘;'-,{/‘Zk’zzaiﬁa‘z (b.:)})

(S}
=
o
=
=
I\
(N
x A

1) und 2) sind notwendige Bedingungen fur die Crthogonel itét |

von (%) . BDedingung 2) #st aber fur die Crthogonalitiit auch |
hinreichend.

308 )

x b

1) Definition von £

_
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edingung 2) bessgt nimlich, dess
7 il
Ay =2
ist, dass also die Bildvektoren der Grundvektoren wieder L
ein kartesisches System sind,
-y e . R PR T 3 /
Fur die Abbildung N =N
/ Zl N
gilt nun ) H "-ZV i

\ ; £
A) M .’-‘Z’U"‘//’L;’ :Z’U’ /VL;I

]

uadriert und sddiert men und bertcksichtigt, dass sowohl
die Mji als such die ,ﬂ,é kertesisch sind, so folgt aus o)
p b Zl”f‘/""’ //\ b j
und eus 4 ) H=S (4) ‘= S i)t l

2
also W=t

s bleiben also vermige Bedingung 2) Lingen erhal-
ten und damit such Winkel, da man jeden Winkel durch ein
Dreieck bestimmen kann, mnd nech dem 3. Kongruenzsatz jedes
Dreieck bis auf Symmetrien durch seine Seitenlingen bestimmt
ist. Bedingung 2) ist alsc in der Tet hinreichend fir die
Orthogonalitit der Matrix (a;ﬂ .

Setz: Bine lietrix ist damn und nur deann orthogonal, wenn

die pransponierte ligtrix zugleich die inverse liatrix

ist. (vgl. Anhang :’_;.31%7)
Beweis: 1Ist (R‘;‘) orthogonal und bewirkt 4, ———?,ﬂ;/; so gilt

¢ {
Denn a;' ist die i-te Komponente von 4,/ . Nach S.73 eriHlt

man sie durch lultipliketion von ¢,/ mit dem Grundvektor a,
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(‘Qﬂ inverse ligtrix, die die Transformation

-0,

oes vlmic, se

i .” AN
\ T «/
Denn muss sich wegen der zwischen AL —7A und A —> A bes®E-

henden Symmetrie schreiben lassen

(:]:t/\: (t‘u/vak)

De innere Produkte kommutativ sind (S.76), folgt:

o N sl | .
=1 A
\ K 4 \ o‘K A"' )
¢ Tat+ aher - | \“ 0 q
bas 1stT aber = \Q,/:J g.c.a.

Iun russ noch gezeigt werden, dess diese Bedingung,
hinreichend fir dieuQrthogonalit#t von @’;) ist. Es geniigt
zu zeigen, dess die (fir Orthogonalitét hinreichende) Be-
dingung 2) erfullt ist.
it f ,\} o / ,{_\ &= = & R e . . 1 - {1+
Dass 1 %) zu (& %) invers ist, ist nun &quivalent ml
- T s . PR B ( ) fal ~g (e B
dem Gleickungssystem (vgl.S. 326,327)

?‘12 ol

* ¢

2 D# .2 A

X) o ¥k <€ K
L=q /
Denn setze ich
(3)
y £ gk
=" a4t vt
Gy A

K=4

29 ¢
4 N Ds st
L ‘Zgz'v
£:1
: N ‘
stets U*=v" gelten; nun

K
! {
so mass fir beliebilges v

ist
. BT M £ " [l £
e L ek S v (5 Riad)
' " K 2 /
Tt
also wegen .\)A'- - fvﬂ"',Z €f( v.u“
K=4

= ' -z s
ottt ’VM\%« AL &' €k

K

—4——4
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Dieses Gleichungssystem ist fUr beliebiges A dann und
offenbar nur dann erflllt, wenn (5') erfullt ist.
Y/ ist aber nach der Vorsussetzung H; =a"

A

tquivalent mit

2) 2 4La% =¢€
L=

e
.
@
*
o

K

Lnmerkungen 1) TFur die Orthogonal itét von {“’l) ist ebenso

wie 2) auch das System 2)! Z"Liﬁﬁryé = ei{ notwen— e

dig und hinreichend. Dem 2‘) besagt die Urthogonal itet von
3 4

7 b —_— < cmae T s fn A oo ok

.\0_;_\ . Ist \4 K) orthogonal, so ist \ﬂt .;) zu w\ak)

invers, &lso als inverse zu einer orthogonalen latrix

b o 1 ) o 1 K 1,
ebenfalls crthogonal; ist umgekehrt ('a,;) orthogonal,

so ist (a;() zu /Ka,‘f) invers, also ebenfall orthogonal.

il o LA : ‘ ‘ I\ . ‘
2) Bs ist & a | e S [ 1) . i
J o QVK..\A’L Xflul /C’L,‘;(,m.,/m.ﬂ/ '
Daher bezeichnet man die 474 auch als die "Richtungskosinus",
einer orthogonalen Transformet ion.

3) In n Dimensionen heisst eine Ma trix (0,':{) orthogonal,

' K/, )
wern fur beliebiges V' (/{ ed, - - u) und fur
“

: ' |
’U’ FZQ;{VK (1‘:'f~~. w)
K=a

|

At
—

stets S gilt. w

; Fon

Z\v2) = i(ﬂf"")z :
‘\‘:1 1':_{ '}
Auch hier ist die Orthogonalitit tquivalent demit, dess die!
zu L&}) inverse Matrix (/-7;;\ ): (a‘f) wird, dass also

die Gleichungen gelten

“
S g ‘ :
;_;0»1.61;(-——811‘ [4;_4/‘.44}' Kx»/,-‘,./m)
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F RNaweornneey 3 . .
§ 9.Bewegungen und Symmetriegn in der Bbene. ’

Jede orthogonale Metrix in zwei Dimensionen &3 2\
148t gich durch sinus und cosinus geines Parsmeters ¢ &
folgendermassen susdricken: Aus 2) 2') ergeben sich
die Relstionen

) 82 + b° = 1

5> ) a2 =+ 02 =1

4 o 00t

Jee + bd = 0

llach «) gibt es ein reellesy , U < ¢ =<joder S
sodess & = cosy , b = sin¥ , Aus %) folgt ¢ =T &in ¢ .

fus S ) folgt im Fell ¥ # 0,/ : &= ;7 cosy (obere
bzw. untere Vorzeichen von ¢ und d enLSpreehen einander).
Im Fally = 0,7 , ¢ = 0 folgt ems y): d =1 ,als0 wieder
4 =+ cos ¢ (oberes oder unteres Vorseichen frei wihlbar) .
Somit hat jede orthogonale lMatrix ac‘ g) die Gestelt

cosy simy

( B) oder ( S )
- siny cOSsy

cos g siny\

K_ sin = COS«

b 3
Tede liatkix ( B ) oder ( 8 h erfullt %), y)s5)e Diese
Gleichungen sind das Systeu 2') (8-4.(23) im zweidimen—
sionslen Fall,sind also fur Orthogonalitét hinreichend.
Daher ist jede latrix()y B ) oder ( S ) wirklich ortho-—

gongl. Die Determinente von ( B ) ist coszn,o e 3 sinZLf =13

ebenso ist die ¥on { 8 ) - coszq - sinzﬂn = -1.

( B ) gibt elso die Bewegungen, ( s )xdie Symmetrien

der itbene.
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Geometrische Diskussion der Bewegungen.

t

ie Matrizen ( B ) gestatten die Ubersicht tber

o

lle Bewegungen der BLbene, die einen Fixpunkt haben,

fa?

.. einen Punkt,der in sich selbst transformiert wird.

£

Denn fir diesen Punkt als Koordinatenanfangspunkt
fellen in den Trensformaetionsgleichungen die Trans-—

letionsglieder fort, und die Transformation heisst

£
( x,7 statt X1, x“ geschrieben):
X = cosyfx' + siniy’
XVl f

y= - sin{yx*' + cosﬁfy'

In Polarkoordinsten x' = r'-fos t', y' = r' sin &',

x=rcost,y=rsint wird XVI ¢

r cos t = r'(cosf cos B' + sinf sin ) r'cos(t'-—({)
r sin t = r'(cos ¥sin t' — sinlf cos £') = r'sin(t'—¢ )
Hiersus durch Quadrieren und Addieren (r 2 O,r' =0
vorsusgesetzt):

r =
Also fgr elle Punkte r #£#0 :
cos t = cos ( &' -¥) , sint =sin ( t’ -9,

folglich t=1t'—% . (bis suf ganzzehliche Vigl—

fache von 27 ). Dies¢ bedeutet (O Anfangspunkt,
pt beliebig,P Bild von P* vermdge XVI )z

OP' geht in OP iiber durch Drehung um den Winkel Y

im negativen Sinn.

Jede ebene Bewegung mit Fixpunkt ist eine

Drehung um diesen.
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Tir beweisen jetzt: Jede fixpunktfreie Bewegung ist

eine Translation. (Demit sind dann alle Bewegungen
erschipft).

Fizxpunkt ist nimlich jeder Funkt ( Xp ,¥p ), der das
System erftillt Xp = x%. » Yo @ y}_. + Dies System ist
nach (B) Bquivalent mit

Xp = coskf’xf + sinfy, +4A

Vg == sinfpx, + cosq’yf-‘i- B

oder
(7) (cosy- 1)x, + sinfyp = -4
~ siny xo + (cosf=1)yp= — B
Die Bewegung ist nur figpunktfrel,wenn (F) keine Lésung

het.Des kenn nmur eintreten (vsl.S. 54 ),wenn

Xpo¥e
die Determinente von ( F ) verschwindet,dX#& also
flcos ¥ — 1 sin
L{J L( = cosglf— 2 coslf—H - sinzsﬂ
— sin { cos{f — 1

=2(1-cos¢) =0 ;
cosY=1. , sin ¢ = 0.
Die Rewegung heisst z%}_sg

x=x'+ A : .

y=y +8B
Das ist eine Trenclation,g.e.d.

Deispiele.

1.Die Pilinktspiegelung X = -xt , y=-73" ist eine Drehung
om P . Denn die Matrix (-01 _?) ist (B) f‘ur‘f =T 5
2.D1ie Bewegungenilrehung um ‘f’ ,Translation,Drehungen
um —-‘fgeben hintereinander susgefihrt immer eine Trans—
lation,wie auch die Fitplmk‘ce der beiden Dreaungen ge—

wihlt werden. Denn Wektoren werden debei in gleiche

Vektoren ubergefihrt.
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festeny
3+ Ein Kreis k' rolle im Innern einesfKreises k von

doppeltem Redius. Die Behn eines mit k' starr verbunde—

nen Punktes ist zu bestimmen (spezielles Problem &us

der ellgemeinen Theorie der , Trochoiden” bzw. " Zykloidenj
d.h. der Bahnkurven eines beliebigen bzw. Peripheriepunk—
tes éiner Kreisscheibe, die suf eineum Kreis oder einer

Geraden rollt).

4 sy X
4
S {
{f
€@ x!
%k,

w . : ks e
Lésung:0.B.d.A. werde nir die Behn eines Punktes A' betrack

tet,der zu Beginn der Bewegung ( A' = Ao' ) mit den

WWfff&e@ ﬁ%uﬁa

: ‘ &k % 1 r - & 2 2 5
llittelpunkten XXX M , £ M' = M/ ' ¥ von k, k' susemmen—
oy
2i09%, ' sei Aunfangspunkt eines mit k' starr verbunde—
S

nen kertesithen Systems x',y’ mit M*' A' els positiver
x'Richtung. Dann hat A' die Koordinaten xt =a =0,
y* = 0. B sei auf k der laufende Deriihrungspunkt von

k,k* (Anfangslage B = By ); B' sei derjenige Funkt euf

k*,der zu Beginn mit B, zusaxmenfillt. Die Rollbewegung

! D,
fihre M' im positiven Sinn um I herum. Denn ist BOB

e , £\ g atiy
(auf k positiv durchleufen) gleich BB'(auf k' goei::!h

durcnlaufen). Das ist die Definition des Rollens.




-
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Sei (1B, , VB )= {f gesetzt.Denn folgt wegen

W' = 1/2 uB: & (M'B,U'B*)= - 2¢, elso<y (U'B*,LB,)=¢
lun sei M der Anfangspunkt und .Bo die positive x-fich-
tung eines mit k fest verbundenen kertesithen Systems
(%,y). Denn b\,uuc%\ zwischen X,y und x',y' die Formeln

fir MU* = 1):

z =cos { + cosfx' + siny"
y =sing-sinfx' + cos @y*
Der Punkt A* ( xX* = & éc, y* = 0 ) hat also in x,¥y

die Koordinaten
=(1+a) cosg, 1-&) sin ¢

Das ist eine Parameterdarstellung ('-f als Farsueter)

e
Il

der gesuchten Kurve. Diese ist filr & ;# 1 eine Ellipse.

Denn sie

()

rfiillt die Gleichung
2 - 2

> 3 Y —
e 0y =1
(1-a)

1 ergibt sich y = 0 ,abso eine geradlinige

4

- \
LUr 8 i

Bahn und zwar lings der: Geraden I:.GBO. Daraus ergeben

sich verschiedene J*Ll Sehurqeubuhouuet lanismen.

Vergleiche hierzu die Liodelle é70*“”“‘73‘m(-}’aj%:3§§nummerzj
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aome 4 o -~ 4
Geometrische Deutung der Symmetrien.
X
3on hatral JrIRp-gen T ey T R IR T G e 8 : " e P A
I[ir betrachten munichst Symmetrien mivT Figpunkt und
: 3 L

i : 3 a ;
‘.-,/“ alesen ails AnNie ._»Jv,‘m‘i’b, d&nn wird naca (u).
X = cos ¥x* + sin f:;'
y = singx*' - cosfpy’
In Polarkoordinsten analog wie fur die V%xon

r
r o= 2 % ,;l
3 Y

/ YWY 1 1 T b e 8
=T, ¢’ —%=T , EEXZ d.hn. betrachten

Sy 2 a MumanaParmad+inn in eil A mwan Pnlo Aisnaten—
wir die Transformsation 1n elnen anuclcll ;’OJ_&I'}(OCI‘&L].IL&UGA
ot o Y s s b e B Y14 Y pet - 3 a a7

mit dem-—selben Anfangspunkt und einer

gegen t = 0 gedreht ist, SO pimmt die
56 Ly

v S

XX ] i
: 1 o L N =

Im kertesischen System gr_"Y’ m'f', rv(:""M L heisst
die xmEE Symetrie {=f! 4=-#'
Das ist eine MWmkleppung um die f —Achse
Die ellgemeinste Symmetrie lisst sich demnechgdurch
sssende Systemwehl suf die Form bringen

l* H L l+‘?7

= -
§ | (=2 1P
hten wir endlich die Symmetrie in dem System
-3’ g4
<

s0 bekormen wir die Darstellung

ho)

RN N
n

-

-

r
1]
~
1
folov

T Xt EA . Y X,

Das heisst in Worten: Jede Symmetrie lisst sich

erzeugen durch eine Unklappung und eine Translation

lings der Umklappungs achss.
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§ 10 Bewegungen und Symmetrien im Raum.

Bewegungen.

Drehungen um eine Achse nennen wir jede Bewegung,

die alle Punkte einer Geraden ( der Achse) fest liésst.

Wir zeigen nachher,dess die allgemelinste Bewegung
sich guf diesen Fgll zuriickfithren lésste

Der Nullpunkt des Koordinatensystems liege auf der
Achse,., Dann bleibt er fest, die TrensXEXA@Hformation
enthilt deher keine Translationsglieder und heisst

( x,y,z statt % ,12,x3 geschrieben)

x = ax*' + by* + ezt

dx*' + ey' + fz' (4})

/

I

J
z =gx' +hy* + kz;
Bie Drehungsachse sei die x—Achse. Dann ist der Punkt
( 1,0,0 ) sein eigener Bildpunkt; sein Bild vermige
{ Y ) heisst sber x =8 , y=4 , z = g . Also dst
a=1,d=g=0.

abec > 2 5
Da d e £ | orthogonal ist,gilt a~ + b~ + ¢~ =1 ,
ghk
also wegen a =1 : b = ¢ =0 . Die Transformation
heisst also
X = =t

Yy = ey*' + fz!
z = hy* + kz'
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Die &\W Gleiclungen besagen,dass die Ebene x = 0

lingentreu. Also ist (}?1 i) orthogonsal und

:
!
|
affin in sich trensformiert wird und zwar n.V. }
?
‘e f)
=+ 1 n.Ve Als0 ist(h k/ mnsch
h k

= i

e f{ = h

§ 9 von der Form ( cos f Sinlp) Jede Drehung um die ‘
!

oo
RO

1
0
0

~ siny cosy 5
xX—-fchse hat also eine latrix der Fomm

& h e ,'(.1 0 0 +
de f) = 0 cosY siny )
g h k \O -siny cosy

:%
Durch cyklische Vertauschung der Zeilen/Spalten

findet men fiir Drehungen um die y—Achse die Matrix

fecosY 0 - sint{?>
0 1 0
( sin{ O cos Y
A u
|
|
Fig 73 2‘

und fir Drehungen um die z—Achse: !
cost sinf 0 ‘3
(—san i cgs i gl))
¢ heisst der ,Drehungswinkel". Die Ebene senkrecht f
zur Achse wird un —Y gedreht.

e ——

Drehung um ein Zentrum nennen wir jede Bewegung,die

eine-n Punkt ( das Zentrum ) fest lésst. Ist dieser
als Ilullpunkt des Systems gewihlt,so hat die Transfor-
mation wieder die Form ( A¥ ) , und umgekehrt stellt

by latrizen heissen gleich, ( ali{ ) = ( blj{‘ ), wenn
a,lt = bi

 fur alle vorkommenden i,k.
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a b c . 2 2.2
( ar )’Wenn (d e | orthogonal Zgf mit positiver
g h k

Determinante ist, eine Drehung um den Iullpunkt dare

Behswptung: Jede Drehung um den Iullpunkt ist eindeu-—

tig erzeugbar aus einer Drehung I um die x—Achse

(Brehwinkel ¥ ), einer darauffolgenden Drehung II

um die (vermbge I transformierte) y-Achse (Brehwinkel Yy );;.
und einer Drehung III um die ( vermdge II transfor— |
mierte) x—Achse (Drehwinkel }( ). Dabei ist

0S¢kl 0 <Y <27, O=x< A
Beweis:ia , & , £ bzw. a', 8' ’ fl seien die im
Iullpunkt angehefteten Grundvektoren des urspringlichen,
bzw. des gedrehten Systems. D'rehung I um A fthre &4«

in ,Q//(J,Q"‘/ x,”/ o folgendermassen iiber: AK'soll auf

der Ebenezg;‘/:'liegen , und der Drehungswinkel tf’ soll
nicht negativ und moglichst klein sein. Dies $st auf
genau eine Weise erflillber. Denn liegt c—auf der
Ebene (/[,'{,:' ) , so isi}’gf: 0 zu wihlen) Bk

Sonst sei g die Schnittgerade von (4 ¢ ) wnd (4%’ ).
Dann ist z;; der eindeutig bestimmte Einheitsvektor auf
g von O aus, der RXX mit k einen positiven Winkel y<T

einschliesst.

Fig. 74 < =8 ¢

’ 4

Drehung  IT um &' finre a4 in o k(= E")/ 3

. st / : 9 2
so iiber, dass n = A& * wird und zwar durch einen
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.e o - o . - : T P | {
' moglichst kleinen nichtnegativen DI‘Gllwll’lke:L\l/ . n' steht
e i 13 2 l . ", o / !
nemlich auf 4 senkrecht,weil £ in der Ebene (1@/ <)
liegt; m' liegt also in der Ebeme (s 4’), die

vermbge II in sich tbergeht. ¥ ist der eindeutig bestimm—

te kleinste nichtnegetive Winkel zwischen 2" und o' |
in der Zbene {a’fﬂ’? . Dabei ist der Drehsinn positiv, 3
der+"in 1" yberfunrt. Offenber ist V¥ im Intervall |
0 <y 4 2 eindeutig bestimmt.\ ist auch derje— ?
nige Winkel bei g , um den die Ebene ( 8,¢ ) um g |
gedreht werden muss, bis sie so mit ( 4¢' ) zusammen—
fallt,dass (4'c') und das Bild von (4 < ) gleichen i
Umiamfsinn erhalten.ﬁ ’
|
1
;
|

s

Drehung III ist die Drehung um ey N » die mit mbg-—
lichst kleinem nichtnegeativen Drehwinkel x Ain ,&’ |
iberfihrt. X ist eindeutig, 057{ oy e - X ist der ‘

positive Winkel zwischen g und 4 in der Ebeme (A4'+' ),

Fig. 76




—r

"a b e 1 0 4] 'casl_yc simp1 0 0
Kdaf = 0 ces/{ —sin) © 1' C Occﬁi{-a-i
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Die Eulerschenb.'finkel liefern eine perameterdorstellung
abe

der lletrix (:1 e f) , analog dem Fall der Lbene, Zur
g hk

Vereinfechung der Formeln sei dsbei die latrizenmul—

tiplikation eingefiibrt,
T o s g 4 D o m i i 2 = 3
Definition: Das Produkt ( ak}(bk ) Dbedeutet die

vetdbr  (Je by = (e ) B

T T T T e i i 1 1
LGBHO,}_._._..._E“ ist (ﬂk)( bk } #(bk) (&kj. Tichtkommtative
Ml tiplikation t )
(et ) (vl (o ) bedeutet das Frodukt -i) (bi] i} .
&% k k (og) (B (o)

Bedeutuzy dieser Definition:Bestimrt () die Abbil—
dung x*-5 X durch die Gleichungen x* =Z a.; = s
A

urd bestimrt ertsprechend (”i) die Abbildung x'* — x° l
so bestimmt (a;‘)(bi) die Abbildung x'* —, X.

SBeweis:
] = 5 4F i—-.1 1t i .1 Ny .
x _%%alﬁt -;%alfz_hk = ==;:' (%i';i by o
K
De nun die Drehung ( D ) sus I,I1,III entstaenden is,

gilt (mencin den Formeln fur die Achsendrebung beach—
ten,dsss diesmael im posetiven Sinn gedreht wirde 1) :

g hk, o] sin;{ coeﬁ' —siny O  cosy sinlf co
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Damit ist die Matrix der allgemeinen Nullpunktsdrehung

fir ein beliebiges Koordinstensystem durch unabhingi-

ge Persmeter dargestellt.

1

| i

Behauptung: -[l i
It

Jede Drehung wm einen Punkt ist euch Drehung um eine B

Achse ( die durch den Punkt geht). i

i
Jede Bewegung lisst einen nichtverschwindenden Vektor ;@
|

fest.
Die zweite Behauptung umfasst die erste, nur sie werde 3;
deshalb bewiesen. Die gegebene Bewegung transformiere
die Vektorkomponenten gemiss der Formel
- SR | .
vt =Sal o

Fur den gesuchten Vektor# EXEIAKX gilt # = & ;

S ———

\ . . 2 : !
Wir JAfE¥suchen zunichst einen VektorwF/mit #:=Aw

elso mit nicht stimtlich verschwinden Komponenten

Ar“ ,)\_ /[)-K/ o Diese Gleichungen sind dquivelent
a
mit " . i
i_ i
Ayt = ;ak *
' i 3
oder wegen v =3 e ¥« |
|

2 i

( F) %'(ak-%ek)vk=0. i

Eine nichttriviale L&sung ¥ ( k= 1,2,3) von (F)

soll existieren. Dazu ist notwendig und hinreichend

aR) =

=0

-~ A%
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o 1 1

a( 7L) = o %2 83 ist ein Polymom
a% 8'2 "‘7L 8:%
8.% ag 9‘% =\

2
dritten Grades{f) inX ; a(X) = -/\34 R A +Hz7‘*% .
Es ist A3 = a(0) =[a;, =+ 1 |

—_—

Ay, A, sind reell. Deher kann men (Beweis % 33Y )
a( X ) in der Form a( A ) = [7}7‘-7%\)(7\2—79 f?\}x-}n}
derstellén . Debei ist A geine reelle ronstehte. Ay A .
sind entweder reelle, oder konjugiert komplexe Kon—
stanten. Es ist a( A, ) = a (AY) = a( Ay) =0 und
Tk, =a(0) =1 .
Also kann kein A . verschwinden und eg kdnnen micht
Na, Mo, ?L3 sgmtlich negativ reell éind. Auch koénnen
nicht . negetiv undA. A, konjugiert komblex sein,
demn denn wire As 7‘1;-3 = (dea ) {//"i"/‘-'/:"?=}\4:°<1¢;39<0"¢*7‘?r
Also ist ein 7&£> O. Die zu A\ = ),A gehdrige nicht— |
trivislfe Losung vt von (F) bectimmt einen Vektor # ,
1/1,/ > ( ,sodass /M:%e ' . Wegen der Lingen—
treue der Transformation ist /7\,2 }"[/.0'/ = Wf —’-//J'/ W%Ls/%li7
wegen ?t€70 t Ny =4 e N Qecede

| ————
——————

) a(X) heisst ( in beliebig vielen Dimensionen, fur
beliebige nicht nur orthogonale (allc)/ das ,charekte—

ristische Polynom" der latrix (a.;). Dieselben Betrach—
tungen wie im Text lehren: Die o FiFrichtungen®

vE =AvE’ der Vektortransi‘ormation v =Z ali{ Vk'/

sind nichttriviale Losungen vonz (8.1]; -7&911) vk =0

(i = 1-.....n),wobei Ader Gleichung a(\ ) = O geniigt,
oder wie man auch sagt:,charakteristische Wurzel von
I w 4ot
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Behauptung

) 717

Jede Bewegung ist eine Schreubung, d.h. zusam

vneatohe " .. Ty <1 s St Al fner Trans—
LellSetTzZogr gus einer Urehung um eine Acnse und eliner irans ‘

lation léings der Achse (diese Drehung und diese Transle—

tion diurfen auch die Identitit sein).

Der Fixvektor der Bewegung (R) sei parallel der x—

Achse. Dann schreibt sich die Bewegung

x=x'+ A

/
2

i

oyl 48218

(r)

—tufy renfprls B

.
Die Bewegung der Ebene (2 f},\ in sich, die die eingerehin—
mxten Gleichungen darstellen, ist nur fixpunktfrei, falls

Translation (§9). Dgnn heisst

Besitzt das eingershmte System einen Faxpunkt Ty = y'o,
~
z = z° $0 nimmt (R) in dem kartesischen System

5! |
A L B Y (Q')
g ~eify ey

4

Der Transletionsvektor lzeisst(wyi'o Jliegt also parallel
0

zur .‘f -Achse, der Drehachse. q.e.d.




Bemerkungen,

1) Dess jede orthogonele latrix ( a,fC y mit ai‘ =1
eine Drehung um eine durch den Nullpunkt gehende Achse
definiert,gibt eine neue Darstellungsmiigl ichkeit von
(a-}ic) durch drei unebhingige Parameter. Nimlich durch
den Drehwinkel und durch die Lénge und Breite eines
Punktes der Einheitskugel um den Nullpunkt , der auf
der Drehachse liegt.

2) Schraubungen mit perallelen Achsen um gleiche Winkel
sind identisch bis suf eine Translation. Denn Achsen—
richtung und Drehwinkel bestimmen die Transgformation
%t =;_'ai ' #1* bis aut aie ¢,

3) Zwei beliebige Sehraubungen S, » S, hintereinander
ausgefihrt, ergeben eine Bewegung,also eine Schraubung‘
83 « Im folgenden soll Achse und Drehwinkel von S, aus
den Achsen uné Drehwinkeln von Sy 2 Sy konstruiert

werden.

nUrlegung” heisse jede Drehung um eine Achse um /.,

Jede Schrgubung ist Zouivalent zwei Umlegungen. Seien

némlich g, t, LF bzw. Achse, Translationsvektor, Dreh—
winkel der Schraubung, seien A B auf & so gewshlt, dass
A B=-% ; sonst belkébig. Seien a,b Lote auf g in A B ,
so dass g:(a,b\‘= —-{.; sonst beldsbig . Dann ist die

Schreubung #quivalent einer Unlegung um a und einer zZwei—
ten um die Gé‘ade,die nach der ersten Unlegung aus b ent—

steht. Sind umgekehrt a,p belé@bige Geradev,'ist A B das
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gemeinsaeme Lot ( bzw. irgendeines,fealls a”b)’ i

dess A auf a und B suf b liegt, und istX( a,b) =« ,
v
g0 sind eine Umlegung ’;;E'au.nd eine zweite um das Bild
i daad
von b zusammen dquivalent einer Schraubung =& die
Achse AR mit dem Treanslationsvektor — 2 AB und dem
Drehminkel — 21 . Zum Bewéds ﬂ/ryp“%./é/;/fm der Leser,
dass die Achse die richtige Translatioh in sich er—
fihrt, und dde Vektoren die richtige Drehung erfahren.
Sind nun 845 Sp zwei Schraubungen mit
den Achsen 84285 und ist 4 des geuwe inseme Lot von
8128 ( bzw. irgend eines,falls 81 “ 8o ), so zerle—
ge men s; durch Umlegungen mit den Achsen 8y bi der—

art, dass b‘I =85 = 1l wird., Zu gegebenem 1 ist das
eindeutig mdglich. Von den 4 Unmlegungen &4 ,b1,a2,b2
denen die aus 84 5 Sp resultierende Schraupung s
dquivalent ist, finden die beiden mittleren um die—
selbe Achse statt, geben elso die Identit&t; s ist
dquivalent der Umlegl.m/éma.1 nd der um dgs Bild von b2 .
Toraus nach dem oben gesasgten alle Daten von s be—

stimmt sind.

i
|

o a——————

L T ————

————
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Symmetrien,

Bestimut die liatiix ( eg ) eine Symmetrie, so be—
stimmt (= a.fc‘ ) eine Bewegung. Denn mit (ai) ist auch

=+ 1 ; denn n.V.

! p .
| (- &i) orthogonel, und es gilt ‘ - a,f;
|

| ist |e| = = 1 und nech 5.67%3 ist (- & | = (-1)(—1)(—-1)]aﬂ
| _
| | -
Die Trensformstion x* =2a§ &' + t* lusst sich nun
zusammensetzen aus 1) yi P ol

1) ist eine Spiegelung em Nullpunkt (S. 20, 2) eine

Schreubung, weil durch die Matrix ( - a,; ) bestimmt.

} Jede Symumetrie ist also zusesmmenseizber aus einer
Spiegelung an einem beliebigen Punkt und eines Schrgu—
bung.

Ist der 'Schraubungswinkel ‘", so werden die Vektoren
senkrecht zu¥r Achse nicht nur vermoge 1) , sondern
auch vermdge 2) mit — 1 4 mmltipliziert, also im ganzen
ungeindert gelassen. Dann ist die Syumetrie, wie,man
zeigen kann, Hquivalent einer senkrechien Spiegelung
an einer Ebene (S. 20 ) und efner Translation

parallel dieser Lbeney

l
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§ 11 Ehnlichkeitstransformstionen.

Definition: Eine Lhnlichkeitstransformstion ist eine

winkeltreue effine Transformation.

)]

ei eine s]zgche durch die lNatdix ( Cf; ) Dbe-

@

L

¢

stimmt.

‘ Behguptung:
( Ci )} = ()\a,f; ), wobei (ali{) eine orthogo—

nele Matrix ist und A> 0 .

Zum Beweise betrachten wir die Grundvektoren aﬂaz

DzWe g, 4, M@

Vig 4
Sei O A

v

1=¢4,OA2=/,1z,dannistOA1Aaein

gleichschenkligd rechtwinkliges Dreieck,also sind
die Winkel wvon A1 Ly gleich, also auch die ent—

sprechenden im Bilddreieck{ O'A{ A} , also ist auch

dieses rechtwinklig gleichschenklig, also w.,‘(r = o/l
Ebenso folgt A,| = Ay ( im Reum).

p !
Setzen wir ,(ﬁ"j =\ , so istA> 0. .n) =-§—ﬂ{

sind zueinander orthogonale Einheitsvektoren,die

T . u
ransformation A; —> 4,

=]

ist orthogonsl. Sei (ai;)

pe ! e R R "
eren latrix,(c) die Metrix von A& -5 4/, so ist

o

QeSeds

cf; i k 8‘1];
Die Trensformstion .UL,;" —> o, fuhrt jeden Vektor #
in \# Uber. Solche Transforamtionen heissen
Streckungen. Aus der Zerlegung von A, "2«.‘14-‘ in A -7@4’,
vy /,_? 'ﬂ,‘-' folgt:

Bine fhnlichkeitstransformation lidsst sich ersetzen

durch eime Bewegung oder Symmetrie und eine Streckung.

und ihre Bilder s/ a4, bzw. 4/ a,' N e

(Literatur fur §§ 8-11:Lagally,Vektorrechnung und

Bianchi,Geometria analitica).




/(7: IIT , Kreise und Kugeln.

§ 12 Stereographische Projektion und Inversion.

- -

a) StereographischeProijektion. bk

s sei ein kartesisches Raumkoordinstensystem (x,y,z)

vorgegeben und die Einheitskugel K um den Nullpunkt.

Denn erfillen die Koordinsten f, 1 ‘f eines Punktes P
% /’

auf K die Gleichung

)
d a2 L
f % '/Z + f =i
S < 20:3) B P
Der eine DurchstosspunkKtvder z—Achse mit K heisse N

SO

(Kordpol), der andere ( 0,0, =1 ) S (Sudpol).]

Es sei P AU, also ‘id’ 1. Dann liegt die Gerade P N
nicht gin. der Parallelebene 'S’ = 1 durch N zur
(x,y)—=Ebene. Also hat die Gerade P N sicher einen

Punkt Q mit der (x,y)-Ebene gemeinsam, Die Abbildunk

P —Q nennen wir die stereographische Projektiop von

K auf die (x,y)—Ebene von N sus.

Py 72/ aisg 2479) |
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G

Q hebe die ¥oordinsten x,y,@8. Um x und y durch ;,*fl}

auszudriicken,féllen wir das Lot PR ven P auf N S &

Denn ist P R // 0Q, denn P R und O Q liegen beide

in der Ebene ( N, C , @ ) und stehen senkrecht auf N S .

L’shst

?i= s o §Z+ 4?z
"= OQ2 = x2 + y2

Die Ebene (N,0,Q) bilde mit der (x,z)-Ebene den

Winkel Y . Dann ist

X=r,cos!

y=r.siny

f:@.cosf

V= . sing
A_% _ 7T
S0: ¢5 E=—
g }2,“1 b
Nach demYStrahlensetz ( N sls Scheitel) ist
r =0N =1 , da ON = 1 und RN = OF « OR = -]
¢ EE 1=

Dersus folgt

> o §
T
{ (8)
&

Dies sind die gesuchten Transformationsformeln.
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Beheuptungen: 1.) Den Kreisen suf der Xugel entsirechen

bei stereogrephischer Projektion die Kreise und Geraden

guf der Lbene.

2.) Winkel bleibe*@reogmphischer Trens-—

formaetion erhelten. (Dabei verstehen wir unter dem Winkel

zweier Kurben den Tinkel ihrer Tangenten im Schnittpunkt.

Beweis f-iir 1): Die Kreise und Gergden der (x,y)Ebene sind

gegeben durch die Gleichung:
: a[x‘wi) phX Fey ra= O

a # 0 gibt die Kreise, & = 0 die Geraden. Ifun folgt aus(i’):
) i k : L ’/f 7ﬂ
xte s T\;ﬂ; T :

I gibt also fur die en’csgecﬂenaen FPunkte von K :
Q- f&" &i Uz/:v; - q’_//j ‘f\

I = qr 2
da P#FN ;5*4 , hat II' einen Sinn und gleichbedeutend
mi’c//
/ \ -
1) A4+l )t B ¢ d4-t) = O
S . { |

Dies ist die Gleichung einer Ebene € . Alle Bildpunkte P
des Kreises I 1liegen also sguf der Schnittlinie von K mit
g , also suf einem Kreis. Umgekehrt erfillen die Punkte
jedes Kreises auf K eine lineare Gleichung, nimlich die

der Kreisebene; diese lineare Gleichung lisst sich stets
in dﬁ‘é Form II bringen und zieht fur die Punkte P #N I
nach sich. g = 0 ergibt sich dann und nur dann, wenn die
Koord ingten 0,0,1 voen N II erfillen. d.h. ein Kreis

guf K wird denn und nur denn in eine Gerade abgebildet,

wenn der Kreis durch I geht.

Beweis der Beheuptung 2). In Fig. 79

sei ( das stereographische Bild wvon

P .N sei der Pol. t‘l’ t2 seien
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zwei Tengenten an K in P , die den
Winkel U bilden. iy, 4 seien die Bil-

der von t,,%t, und sollen den Winkelf

bilden. Damn ist zu zeigen: T =

4 /
N A, liegt in der Lbene e, ( ﬂ/ /4)
N4t u 1 n " €, 1/ /n/l “7_\

A' 4! seien die Tangenten
N
a2 : : 55
@*q e in I an die Schn#f
if) wy kreise von ¢, und €,
A pnit K
Sie sollen den

l
en Winkel ( <einschliessen. Es ist ‘b{ die Schnitt
gergde von ¢, und der Tangsntialebene en K darch I
und 4 die Schnittgerade von
1

von (_71 und der (xy)ibere. Dg aber
die Tengentialebene durch
il ]
folgt 44 J] T,

Entsprechend ,fz’ [l also T = \
i

parallel der (xy)ibene ist, #e

»r - B - =] < /
Jun puss nur nocll Dewlesen werden (= T

-
-

. Zu diesem Zweck
betrachten wir die Ebene ¢ durch J" , die

—

uf NP senkrecht steht (Fig.80). Wir

=
-~
[o)

spiegeln serkrecht an € . Danan wird

"P €4 "“"72/
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b. Inversion. i i g
A\ 2- i
“.1 ;‘
v B
nP 'F; |
i
Ve ;
| , ;
i it
" ‘} |
\ !
=
< Q t
_NX s ;
, I
¢ |
t il - ‘
Fig. 81 i ‘
Definition: Die stereographische Projektion eines i “
o " . ¢ i S B!
Punktes P von N aus und von S aus Sikn Q und Q* . Dann i
il
heisst die Transformation Qe=——> Q* der (x,y)-Ebene rh -
Inversion em Kreis x° + y> = 1 . Die Inversion an { H
l einem beliebigen Kreis ist bestimmt durch die ange-— ??q
‘ gebene Konstruktion in einem System,wo jener Kreis ;Lf
Einheitskreis um den Nullpunkt ist. Fur die Koordi- {

naten x,y von Q gilt:

X= 1—?; F 7= 1:2"( ; X2+y2=::-.t‘§ .
!

Entsprechend folgt fur die !Koordinaten x',y' von Q':

3
i
~ SN Y y'=__’1_;X'2+y'2=__L‘l— 3

1 +I 1 +f e .
Also x =X p y = y'
x'2+ y-'2 x'z + ytz
(3 ) %2 + y2 =1 a
x'a + y'2

Q' kann such sufgefasst werden als stereographische

Projektion eines Punktes P' von I aus. Dabel emssteht
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P' @urch Spiegelung von P an der (x,y)-Gbene (Fig. 81).

dewels: Bel der Spiegelung geht Uber:

Ql
Pt —=> p
S

also NQ'P* — — . SQ'P gee.ds

Leo A
Anscheulich klar und =iekt aus ( J ) zu verifizieren

ist der Satzi

denn man em selben Kreis zweimal invertiert,so bekommt

mgn die Identitit.

Uir kbmnen elso die Inversion als ,Spiegelung an einem

Kreis™ bezeichnen.

Konstruktion der Inversion ohne riumliche Hilfsmittel.

ks sei K ein Einheitskreis. Q4+ 0 . Damn sind @ und Q°
invers in Bezug guf K , wemn

oQ :'O'é' — s ( Pig, 82 )

und wenn Q' , Q auf einer durch C gehenden Geraden

duf derselben Seite wvon O liegen.

K ‘o

p’

Fig. 82
Beweis (durch Ausrechnen):

Wir fuhren Polarkoordinaten ein und lassen den Mittel—
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!
punkt deg Kreises zum liullpunkt des Systens werden. }

s !
x=1r .cosf x=1x'cosy!

(4
\l

. / I
T & smt{ )f.—. rt sinf !
Dann ist:

x* =1 cos{
T

y*= 1 sin
= Y
Also ({ — LF’ .‘
ITr = _1_ q.G.do |
"’ |

Demit ein Punkt Fixpunkt $ei,ist notwendig und hinrei-

chend r = 1 , denn dann und nur dzmn ist)

t o [. L
Ir —%:T‘, ‘( —‘( .

D.h. fest bleiben elle und nur die Punkte auf der
Peripherie des spiegelnden Kreises.
Der Punkt O hat kein Bild und kein Originel. Denn

( J ) versegt denn und nur denn,wenn X2 + y2 =0 ,

glsox=y=0.

-

Beheuptung: Die Taversion ist kreistreu und winkel treu.
(Dabei ist die Geradem&ieder els Spezielfall eines
Kreises zu betrschien).

Die Winkeltreue folgt ohne weiteres asus der Winkel~-

treue von stereographischen Projektionen (S. 124/125). i

e i e

il
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Beweis flir die Kreistreue.

I a(x®+ ya) +bx+ecy+d=0
ist die Gleiclung eines Kreises falls a # 0, einer
Geraden, falls & = O ( S. 124). x* und y' erfiilllen dann

die Gleichung

g M/é Sl

a+bxt+ey'+adl( x?+ y'2 ) =0 .

Des Bild ist slso auch ein Kreis bzw. eine Gerade g.e.d.

Gersden gehen bei Inversion in Kreise durch den Null-

purnkt {iber und umgekehrt.

Beweis: Geresden, die durch I deXgestellt werden,
wobei a = C ist, gehen iber zu Kurven der Form

bx' +ey' +d( x2 + 32 ) =0 .

Das sind aber Kreise durch O (denn das Absolutgldéed

fehlt). Die Umkehrung folgt analog.

Beispiel fiir Anwendung der Inversion guf Sétze iiber

?J 1 Ilkkl -

Die Wink&lsumme in einem Dreieck,das aus Blgen dreier

durch einen Punkt P gehender Kreise gebildet wird, ist

2 R, wenn P ausserhalb des Dreiecks liegte.
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ABC wit den Bogen a&,b,c sei das Dreieck ( Fig.83).

dir spiegeln an P els Inversionszentrum. Dabel gehen

E—

&,b,c in Gereden a',b',c' Uber. Diese schliessen
die Winkelsumme 2 R ein. Wegen der Windyltreue schlieft

also such ABC die Winkllsumme 2 R ein g.e.d.

Die Abbildung sllgemeiner Kreise.

1) Der gespiegelte Kreis liegt immerhalb von K ,wenn
der urspriingliche Kreis ausserhalb von K liegt

=
2) Schneidet ein Kreis K1 den Spiegelungskreis K ,
s0 hst der Bildkreis K2 dieselben Schnittpunkte mit K
und denselben Winkel. Wir ktnnen ihn also zeichnen,
wie es in Fig. 84 angegeben ist. Speziell gilt dann:

Ein Kreis enkrecht schneidet,

geht in sich selbst iiber und umgekehrt.

Fig. 84.
LY\
»
kL
K k




M\ -Uossen - Analytische Geometrie | - 1925 _I l l

131

Ferner gilt:

= _Qq

Kreise, die sich im Inversionszentrud beriliren,wer—
den persllele Gerasden umd ungekehrt. Dass diese Xrei-
S¢ nfmlich Gerader werden, ist bereits gezeigt. Da—
mit nun die Gersden sich nicht schneiden,also paral—
lel sind, ist notwendig und hinreichend, dass jene
Kreise keinen Punkt ausser O gemein heben. Sie missen

sich also, wie behauptet, in O beriihren.
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§ 13 Orthogonale Kreisbiischel.

Die Gesamtheit der Kreise durch zwei verschiedene
Punkte nennt men ein Kreisbiischel.
Seil Q' invers zu Q beziiglich K; Q liege nicht auf K ,

also Q # Q' (Fig. 86 ). Dann geht jeder Kreis dwech

durch Q und Q' bei Spiegelung dn K in sich iiber,steht

elso nach § 12 Ende auf K senkrecht.

Beweis:
Jeder Kreis K' durch QQ' muss X in zwei Punkten P,P,
: .
Vo K
Figo 86 -
lpo
K

schneiden, denn von den Punkten Q Q* liegt einer inner—
helb,einer ausserhalb K. Bie vier verschiedenen Punkte
Q QF P1P2 werden in Q% Q P1P2 gespiegelt,das Bild K*'!
von K'¥ geht also durch Q' Q P,P, ; ebenso K'. Also

K'* =K', da ein Kreis durch 3 verschiedene Periphedfe—
punkte bestimmt ist.

Umgekehrt: Stehen zwei Kreise mit den Schnittpunkten

Q,Q' senkrecht auf einem Kreis Kg so ist Q' invers zu

Q beziiglich K ( und jeder Kreis durch Q , Q* steht

auf K senkrecht).
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Beweis: Nach § 12 Ende gehen beide Kreise bei Inver-—
sion an X in sich iber,slsc such das Punktepasl
2, Q' . Entweder Q ~ Q* , Q' —> Q, oder Q'—> Q%
Q — Q . Der zwei£e Tell bedeutete,dass Q Q' beide
suf der Peripherie von K l#igen,das geht nicht,denn
denn gibe es nur einen Kreis durch Q ,Q' senkrdcht
auf K.Also Q &= Q', qg.e.d.
(Um also Q' bei gegebenem Q , K zu konstruieren,hat
men nur zwei auf K semkrechte Kreise durch Q zu
legen; Q' ist deren zweiter Schnittpunkt; als einer
der Kreise kann der durch Q' gehende Durchmesser von
K gewshlt werden.Falls K eine Gerade ist, liefert
die Konstruktio?jdie senkrechte Spiegelung an dieser
Gersden. Senkrechte Spiegelung en einer Gerzden ist
elso ein Sonderfall der Inversio?>
Die Gesamtheit ( K ) aller Kreise,é&ie—wie—K—auf
allen-Kreisem,die wie K euf allen Kreisen des Bl-—-
schels ( K') durch Q Q"senkrecht stehen,heisst auch
Kreisbiischel und zwar das zu ( K*) orthogonale.
( K ) besteht aus den und nur den Kreisen,beziiglich
derer Q invers zu Q' liegt. Der IHittelpunkt O eines
slochen Kreises liegt eauf der Geraden Q Q*, und jeder
Punkt O dieser Geraden susserhslb der Strecke Q Qr
ist auch Mittelpunkt Eenau eines Kreises aus ( K ).
Der Radius ry > O des gesuchten Kreises muss nEmlich
nur der Bedingung rg = 0Q . OQ' geniigen und ist

dadurch eindeutig bestimmt.
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i
t
|
]

Die Buschel ( K ) , ( K') migen an einem ¥reise mit
dem Zentrum Q' und dem Radius Q Q° gespiegelt werden
(Fig.88).

K)

.

3

Tig. 88

Dann geht ( K') uber in die Gersden durch Q und ( X

= o

in das gzu diesen Geraden orthogonele Buschel ,also die

konzentrischen Kreise ut Qe

Tierans folgt: Die Xreise des Biischels,das auf einem
Bischel durch zwel verschiedene Punkte senkrecht steht,
schneiden einender nicht.

Ferner: Konzentrische Kreise sind ein Biischel,ebensc
die Gersden durch einen Punkt.

ils Biischel bezeichnet man quch die Gesemtheit ( K )
der Kreise durch einen FPunkt Q,die in Q dieselbe Ten—
gente t haben. Das zu ( K ) orthogonale Bischel ( K')

besteht sus allen Kreisen durch Q , die dort dieselbe.
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Tangente t' L t haben. Dass alle Kreise sus ( k')
senkrecht guf allen Xreisen aus ( K ) stehen,ist klar.
Dass es eusser ( K') keine solchen Kreise gibt,folgt
durch Inversion mit Q als Zentrum ( Fig. 89 ). Denn
diese fuhrt ( K ) in perallele Geraden ( K, ) iiber

( § 12 Ende). Jeder suf ( X ) senkrechte Kreis geht in
UK einen Kreis ( bzw. eine Gerade) Uber,der auf ellen
Geradeano}senkrecht steht; das tun nur die auf (K,)
senkreciten Geraden,und diese sind Bilder von (K'); also

gehdrt jeder auf (X) senkrechte Kreis zu (K') g.e.d.

“ ¢

\ Yo T )

Fig. 89.

Folgerung: Alle zu einer Geraden Parallelen sind ein
Biischel.
Bemerkung: Seil
K/L=ai(x2+y2)+bix+ciy+di ( 1 =n1,2) .,
Dann ist offenbar

Ky + LK, =0 { 8
fir jédes Zahlenpaar« , o., susserd, ==, = 0/' fie Glei—
chung eines Kreises oder einer Geraden,wenn wir noch
voraussetzen,dess es keine Konstanten mibs 4, fot

fiir die ( B ) identisch in x,y gilt. Unter dieser

Voraussetzung léasst sich zeigen:
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(B) stellt,wems, , «, alle Werte durchlaufen,ein
Kreisbischel gemiss einer der Definitionﬁ%ﬁeses § dar,
und umgekehrt lisst sich jedes Kreisbiischel in der Form
(B ) derstellen.

Die Linearitét von ( B ) in K K, ist der Grund, werum

1 2
megn solche Mannigfaltigkeiten von Kreisen betrachtet.
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§ 14 Inversion im Raum .

Sei K eine Kugel mit demBsdius r umd den liittelpunkt

O, Q ein beliebiger Punkt # O Inversion" oder

* n
w Spiegelung®™ en K heisst die Abbildung Q —s Q', wobei
Q* folgendermassen konstruiert wirds

Q" liegt auf der Geraden O Qz, sodass O nicht zwischem
Q und Q* liegt, und so dass 0 Q@ . O Q¢ =I'2 .

Die Inversion im Raum hat analoge Eigenschaften wie die
in der Ebene. Sie seien im folgenden kurz mit blossen

Andeutungen der Beweise genannt.

1) Ist Q' invers zu Q, so auch Q zu Q' (klar).

2) Ungetndert bleiben slle und nur die Punkte von K
(Klar).

3) In einem S¥stem mit dem Fullpunkt O und der Einheits—

strecke r stehen die Koordinsten (xi) von Q mit}denen

voﬁ@’(yi) ih der Bezdehung:

¥yt o= x* { & =1,2,30)

=2 + (x2)% + ()

(Ausrechnen mittels Polarkoordinsten).
4) Die Gesamtheit all? I{ugjgn und Bbenen geht in sich

iiber; den Ebenen entsprechen die Kugeln durch O und

umgekehrt.

(Dle Gleichung y

a ﬂ;(xl)a i ZZ a-xl + a.4 = 0 geht iiber in
%o aiyl E( = £ )
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2/ Yle Gesamtheit der Kreise und Geraden gent in sich Uber.
ben Gereden entsprechen die Vreise durch O .

(Kreise bzw. Geraden sind die Schnittkurven von Kugel
bzw. Ebenen.)

©) Die und nur die Kugeln und Kreise (£benen und Geraden)
gehen in sich 'L;ber,(entiwlten also mit jedem Punkt auch den
inversen), die X senkrechit schneiden. (Zurickfihrung auf
die Inversion in der Ebene. Die Ebenemdurch O und irgendei-
nen runkt des betrachteten Gebildes gehen definitionsgemsss

in sich {ber wnd erleiden eine Inversion aen ihrem Schnitt-

7) Die riumliche Inversion ist winkeltreu. (Die Richtungen

t1 t, duwrch ( mnmOgen in die Richtungen t'1 t'2 dareh Q°

Ubergehen. Dann lege man durch { diejenigen—eindeutig be-—

o

1

stimuten # Ereise k,l, K , die suf K senkrecht stehen und

in @ die Richtungen %, t, haben. Nach &) gehen k, k,
&
lurch Q' und haben dort die Richtungen 1:'1 t'2 . Iun ge-

o

niigt fUr dem Beweis von 7) der ellgemeine Satz :

k im Rewn in
1% R
zwei Punkten ¢ Q' , 80 bilden sie bei ¢ und

Scimeiden sich zwe i Kreise k

Q' gleiche Winkel.
Beweis: Spiegelt men senkrecht an der Ebene e'(, die im

Mittelpunkt von - Q Q' auf

Q Q' senkrecht steht, so geht

2 in Q' {iber und die Kreise 1{1, k, gehen in sich tiber;

denn sei Py ein Durchstosspunkt wvon ki mit e , so wird
das Punktetripel P; Q Q' durch die Spiegelung in

Pi Q' Q , also in sich itibergefihirt, also auch kiﬂ'weil

durch dieses Tripel eindeutig bestimmt, und weil die Spie-
gelung an e feine Symretrie ist (§ 10), elso Kreise in
Kreise iiberflihrt. Da Jene Spiegelung auch winkeltreu und
der Winkel von k'1 k, bgé Q in den bei Q' tbergefithrt
wird, sind beide gleich.//

SE- Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929 ; , g
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IV. Kurven und Flichen 2. Ordnung in affiner Behendlung.

§ 15 . Definitionen, Schnittsitze .

pQuadretische Form" in n Varisbeln A1, X?‘. o 3 x

heisst jeder Ausdruck

x,x}) = Z:_ alklxk

’K~’7

—

wobel die 83y nicht von X'e o o = sbhingen.

Wir setzen voraus,dass die Matrix ( a'ik) symuetrisch

ist,d.h. a5 =&, . Des ist keine Beschrénkung,denn

We/%en X xk - Xlg(:. ist

2 alkxxk Z: a,kl*’lk 2’ 2(a1k+ak1)xxk ¢

k=1
~ s £
qnLinearform" in x1, S B peisst jeder Ausdruck
L(x) -f 8y xt 5
s 34 s a 1 2 -
wobeil die 84 npicht VOO X% ¢ » o gbhiEngen.

_Quadratisches Gebilde" in x', . . . ,¥* heisst die
Gesemtheit aller Systeme (x1,. PR "),die eine
Gleichung

Ax,x) +2 L(x) +A=0
erfilllen,wo Q eine quadratische,L eine Linearform in

x! ,xg. - %* und A eine Konstante ist.

,Scher quadratischer Gebilde" heissen die quadratischen

Gebilde,deren Gleichungen in Q nne(, L iibereinstinmen,

wihrend A, der ,Paremeter" der Schar, von — <2 bis to?
liuft. Jede Scher bedeckt dern n-dimensionelen Reum ein—
fach und liickenlos,d.h.zu jedem System ( 5,'4. et r”)

gehort genau ein Exemplar der Scher,némlich dasjenige mi‘ﬁ il

A==2L(]) - ()
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2

v 2 7
Ein quadratisches Gebilde in x} ,X°, x7 heisst

Fliche 2. Ordnung, wenn x1 et .x3 affine Reumkoordina-—

ten sind.

Ein quedratisches Gebilde in % ,x2 heisst Kurve 2.
Ordnung, wenn x1,x2 effine Koordineten in der Ebene
sind.

Bin quadratisches Gebilde in t heisst Punktepsar,
wenn t EXEIREIKEXTATRAXER EXAET/ GEXAAAR/ Perpmeter

einer Geraden ist, d.h. wenn eine Gerade durch

xlzxé—i-tbi(i=1...n),(n=2,3)/
’ 17 TEAT A
gegeben ist. (2 >0)

Kus diesen Definitionen folgen die ,Schnittsiéitze":

1) BEine Schar von Kurven oder Flichen 2. Ordnung wird

von jeder Geraden in einer Cchsr von Punktepasaren

geschnitten.

Beweis: Die Schuittpunkte der Gersden xi=y® + tb'

mit Q (x,x) +2 L (x) +& =0

gehdren zu den Werten t , die die Gleichung

G (y+th,y+1tb) +2L(y+ th) + A =0 oder i
NG TN S, ST =

&4 (¥ +tD 0(ySetb®) + 27 a;(y#tb™) + A =0 oder

27 e, b1 + 2 t T 8y 0"+ aigi]+ QUFH2 L(P)+ A

=0 oder

24, 284, + &* =0

erfillem.d, , <, hingen nicht von t und nicht von A

gb, A* liuft mit A von = ©“bis + =2, g.e.d.

z
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2) Jede Schar von TFlichen 2. Ordnung wird ven jeder

Lbene in einer Schar von Kurven 2. Ordnung geschnitten.

Beweis: Ist die Ebeme gegeben durch
i | i i i
X =3 -i-sb1~i-1:'<"(«::1 (i=1..3) (bse ),

so sind s,t affine Koordinaten in diecer Ebene (S. 22) .,
Die Schnittpunkte nmit
@Qx,x) + 2 L(x)+ A =0

sind durch die Wertsysteme s,t gegeben, die
Ay + sb + t&),y + sb+44) + 2 L(y + sb+ t£) + A =0
erfillen.,
Nech den Potenzen von s,t geordnet,erMzlt diese Gleichung
die Fom
Ad,s2+24, st +4,2 3 24,8 +24,t+A' =0 .
Dabei hingen die % weder von s,t noch von A ab, und
filr —<o2 ¢ A £ + o durchliuft offenbar A*' dasselbe
Intervall, g.e.d.
BEX Quadratische Formen in x1. . X gehen in quadrati-
sche Formen in y1. . o :fl i{iber, wenn man die Transfor-
mation xi = ;Zi ci tk vornimmt.

1

« o = xngehen

3 . N . - - ~ o n
{iber in Scharen von Gebilden zweiter Crdnung in y1. T, o

Scharen von Gebilden zweiter Ordnurg in x

wenn man die Transformat ion
- 1 % >
5 i i
xt =2 e yk +t
£=17
vornimmt.
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§ 16 Lorumaltypen der Scharen von Punktepsaaren,

aurven und Fléchen 2. Ordnung.

Die in Anhang § 7 gegebenen Typen sollen in den Féllen
n =1,2,5 angewandt werden.
I)n=1 Punktepaare .

a) £,=1, (2)2+B-0
fUr B #EC O die beiden zu z = O symmetrischen Punkte
EJX z=+ [-B. FRirB=0:2=0.RrBgo0 :
kein reeller Punkt.

b) ¢, =0
bz+ B =0

<) b#& 0 Fur jédes B ein Punkt .

3) b= 0 : Fur B = 0 alle Punkte,fur B # O keiner.
Damit heben wir die volle Ubersicht iiber den Schnitt
Geraden. Wenn tritt b) ein ? Mir den Parameter t der

a 1a i i i Bl S L T EES =
Geraden ¥ x™ =y + tb gibt die Gleichung des gegebe-—

kW
2 ik :,
t %:7a.]bb +2tc+A=0 .
Fall b% ist Hquivalent mit
=1 .
k
Z B b = Q(EE) =0,

; : n i
Die Richtungen,deren Komponenten b Q( b,b) =0

erfiillen,heissen Asyuptotenrichtungen des Gebildes.
>

Wir haben den Sstz:

Eine Gerade, die nicht Asymptotenrichtung hat, schneidet

die Scher in Punktepvasren vom selben Lliittelpunkt.
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Oder: Trifft eine Gerade g das Gebilde F, in P Q1'7 und
Wrifft g das Gebilde derselben Schar ¥, in F,Q, , s0
ist P By = Y O (bei richtiger Benennung).

Bevieis: Die Punktepsare , die g mit Fy » F, gemein

hat,sind n.V. nicht vom Typ b), also vom Typ a)e

-
'\ /s g 5
} "»:Pl b 1/] g 4
« ‘~-=.:?:;.._._
R
/-
4

1I. Kurvenseliaren 2.0rdaung.

S

™

LAt ol ) E
& t'y 4/ 7‘-{7/ B
Des lineare Glied lisst sich fortschaffen (S.33r)/

wir erhalten elso den Typ

(§)" +3" tA=0 i

Fir /4 20 geniigt kein Punkt dieser Gleichung, fir A =0

nur de¥ Funkt z‘1 = 22 = 0 l"L:.rA40 erhalten wir kon-—

N

entrische Kreise um diesen Punkt, falls das Koordinsten-

(')

system kertesisch ist. (E) stellt daher furd <0 Kur-
ven dar, die durch affine Transformation in konzentri-
sche Kreise iiberfihrber sind. Diese Kurven heissen El—
lipsen. Jede Gerade schneidet konzentrische Kreise, al-
s0 auch Bllipsenschsren in Punktepaasremvom Typ Ia; Ellip-

sen heben keine Asymptotenrichtung.

b) él—y’/‘v (4*)

sich fortschaffen. Typ

Z) Das lineare Glied lisst




ossen - Analytische Geometrie | - 1929

144

*ur A =0 heisstlH)' (L7r4%)(R"-%%) =@ , stellt

/ 0 U
alan die haidos ) 3. e o -~ P . !
8180 die beiden Geraden "t 7%= 0 dar. Fur A #0 heissen
11 e Kurwvey T - RPN B A . - T >
die Kurven (H) Hyperbeln. Asymptotenrichtung besitzt Je—

o

S, AT 2l 1 2 5 ; 3 g
er Vektor > 6’/ y der cdle Gleichung erfullt

(1)1 -{ f/‘=C » &lso {7t 2 = 0 . Da Hyperbeln

asymptotenrichtungen heben, Ellipsen nicht, kann eine

3 T
Hyperbel durch eine affine Transformation nicht in eine

Ellipse ilbergehen. Die Geraden 3L R = 0  heissen

asyuptoten der Hyperbeln (_1); es sind die einzigen Geresden

die keine dieser Hyperbeln (H) schneiden, derm die Schar

{ bedeck+ die Thene a3n Pand nd . 4 T oo Auvreh ded
\Li/ bedeckt dle bpene elnfach und lickenlos; durch jeden

fungt, aer nicht sul elner Asymptote liegt,

—~~
e~
(0}
t
(0]

-3

[_

=
B

@

B
ct

a
EUNAN
4( S
—_—

|

|
o
+

o
~

& w*+4=0 (H';

die fiir die Punktkonstruktion der Iyperbeln bequemer ist

als (H) Wl
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e Q = (Y1)2. Nach S. 3%% sind zwei Fézlle mbglich,
Je nachdem das lineare Glied fehlt oder nicht.

) (22 +2240=0 (2).

Alle Kurven der Scher sind durch die Translation

Z‘l=w1

z2 o i WZ

in die Kurve ( w')% + w2 = O tberfuhrbar,die dem Wert
A =0 in ( P ) entspricht. Der Translationsvektor«i/
_t1 =0, 2 = A)hat Asymptoteunrichtung  ( t1)2/= Q.
Weitere Asymptoﬁenrichtangen gibt es nicht. Die Kurven
( P ) sind dsher weder einerHyperbel noch einer Ellipse

affin &quivelent. Sie heissen Parasbeln.

Ay (=t )P+a=0.
Rir A > O kein Punkt,fur A = O die Gerade z' =0 ,

fur A £ 0 das Paar zu z1

Geraden z1 =i H - '.

A)rLE U z! + A = O,parallele Geraden.

= 0 paralleler und symmetrische;

L) L=0: A=0;fur A# O kein Punkt,fiir A =0

die ganze Lbene.

Ellipsen,Paerebbdln,Hyperbeln heissen ,nichtausgeertete®

Kurven 2.0rdnung. Die librigen heissen  ausgeartet" .
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III,ﬁgggﬁ_Eluchenscharen 2. Ordnung.

a) Q= (y1)2 + (y2)2 + (y3)2 . lach S. 3 3% kann man ¢
das lineare Glied durch Trenslation beseitigen.
Normeltyp:

(zhe (29)2 + (22)% + 5 =0

-

For A > O kein Funkt, fiir A = 0 der Nullpunkt, fur

:a((?ﬁizchen,die Fugeln um den INullpunkt affin sgquiva—

=

lent sind. Sie heissen Ellipsoide. Aus der affinen
Louivelenz mit der Kugel folgt: Ebene und Bllipsoid ha—
ben nichis, einen Punkt oder eine Ellipse gemein.

b) Q = (y1)2 + (3*2)2 ~ (yj)2 . Linesrglied durch |
m,

Trensletion tilgbar; Normal 4yp:

(21)2 - (2‘2)2 - (23)2 +4=0.

Die Flichen dieser Scher heissen

A4) fur A>0 : Zweischaligeg Hyperboloide,

) fur A =0 : Kegel 2. Ordnung,

J') fur AL O : einschalige Hyperboloide.
aYad> 0. (22 = (a2 + (zD2% + 1 ; alsoizjl?- [5.

Die ;,bene,-;bz3 = const = ¢ schneiden fur ic}([[? das zwei—

schalige Hyperboloid tiberhsupt nicht,fir ¢ =1/A" ent—
2 5
= 2z° = 0 und fure) Y YA'
n

schneiden sie die Fliche in Ellipsen. Die Ebenenz' = cont

halten sie nur den Punkt Z1

schne@den Hyperbeln aus,ebenso 22 = const.
/T\
!
Lo

- b i s

K ‘a—'__ w}___ N

7"125 £3 L) TR g b 5 4
& Lol e 7 4
i
E N

\\
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3) A =0 . Mit jedem Punkt P(z1 ,22,23) liegt auch

4 z1,o{z2,p(zj) fiir beliebiges £ auf der Fliche,d.h.
Jjeder Punkt der Gerasden OP; hiersus folgt die bLrzeuguug
des Kegels 2. Ordnung. durch Projektion;

In einer Lbene e sei eine Bllipse E gegeben,ferner ein

+ die Gersden von O nach allen

Punkt O gusserhslb e ;

Punkten von E {iberstreichen einen Kegel 2. Omdnunge.

Meachen wir nEmlich O zum Nullpunkt eines Koordinaten-—
systems z1,22,z3 s S0 dass e die Gleichung 2322'1 be—
kommt und & in e die Gleichung (21)2 + (zz)2 -] =0 ,
so ZgX erfillt die betkmchtete Fliche die Gleichung
(21)2 - (z2)2 - (23)2 =0, ist also ein Kegel 2. Ord-

LUnge /

0 heisst Scheitel oder Spitze des Kegels. Allgemein

heisst Kegel jede Fliche,die von den Geraden iiber-
er

strichen wird,dis ein Festen Punkt ( den Scheitel des

Kegels) mit ellen Punkten einer beliebig gegebenen

Kurve verbinden.

Alle nichtausgearteten Kurven zweiter Ordnung sind

JKepelschnitte™, gensuer: ebene Schnitte eines Kegels

2. Ordnung. Wir heben das fiir die Ellipse schon be—

wiesen: Schuitt mifm;$.= const. #0 (caf(zz)a-(z3)2 =0)

By

Die Hbene zj-z1 = 1 schneidet in einer Psrsbel, In
; 4 7 3

T §3- ovek 40, Hypnletn wind b B
0)7,6 J%Kbvu)fé&. /Z/?,—'t--t/z S
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Dann erhiélt das einschalige Hyperboloid die Gleichung

wiw? - (B + WB)(B - '3) = 0 , in Determinentenform:

@
|
—
to
o
AN
]
O
.

Jeder Punkt P der Fliche erfillt D = 0 , liefert also

s1lne nlchttriviale Losung ([ 4 des homogenen Systems

ol 3 e 2
2).1 (B - w/) + u’nz = O;
denn D ist die Determinante von G1 (vgl.532“§301)-
Die Gleichungen Gy bestimmen zwei Ebenen,die nach S5.25,26
weder parallel noch identisch sind, also eine Schuittge—
rade £4 besitzen. 84 geht durch P ,denn P erfiillt beide
u;eic“,glden.(% - 84 liegt auf der Fliche,denn in allen
Punkten von &4 sind beide Gleichungen f erfiillt, adso
D=V | Eine zweite Gerade &5 durch P, die ganz in der
Fliche liuft,liefert in ansloger Weise das ing,o"homoge-
f % = 1 ‘™ 3
(6,) 1) ew +o(B-w') =0
2) 0 (B+w’) +6w° =0.
Denn auch (Gﬁ) haet die Deteruminante D. g, und g, sind
[ 1 <

s 'y LI y 2
verschileden. Denn sonst hitéen g1,g2 ausser P (w™) noch
einen Punkt | Q ( v©) gewmein, Die v~ wiirden ebenfalls
R $3 G § R e sl e ~ A3 AT i i i i
1}1 s G2 erfiillen,also wirden die Komponenten ¢~ = v —w
des Vektors PQ die Gleichungen erfifllen

1) ,Zc1+ . /@3
2) J /102— /ZCB
>
3

I

3) 3>01 - o¢
4) g C "{‘ﬁc -
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D T / 34 A = i 5 TORIE. POl B e
| a P £Q » Verschwinden nicht aille cl; verscoawinden unun
i 3 A
H ~ 7 2 + . . = \ 3\

¢, C° nicht bedie, dann felgt aus H 1) 3

{
{ [ — —/ZO"'—- ho =20
| e - | g
‘ 7 '
JS 2 ]
ersciwinden e, ¢, so ist notwendig ¢° # 0 ; also folgt

gus H 2) 4)
M =2 .
e = Ax( ""’,Z,O‘ =
]o— | o ‘ J
)
‘: £US0 misste ” + A e 'p“ unter &llell Umstinden }_7'6:1.1.}01;.
aun giltg
A
54 1 C U = 1 d - W )/
'\ 4
; ‘ ? v’ to | \)—uu&',:) g
Jg /
1
elso wenn wir Gy 1) mit Q y & 1) mit —-,( maltipli ren

9

jor

{

nach Voreussetzung nicht 4 = 0 = 0 oder g=-0=7,
0

bleiben nur die Moglichkeiten 4, _ el . =+ ( ,
‘ n o} A._L 1k v ’;‘(A' o = C) ) %La& : f?()’
oder A = $=0, tus 0,77%+ (0 . In beiden Fillen wirde sus

{ A B Y i r’_’ % o)
\“‘i) (u’2) folgen 5+ wd = 3-w?*=0 ; also B =0, was

nicht der Fall ist.

T s I s
J1le aAsympliotenriciaitungen I der Schar
1,2 ds e 3y2
(z2")° + (2%)° - (27)° - A =0 erfullen

liegen also, vom Nullpunkt abgetragen, auf dem zur Schar ge-

A\

horigen Kegel.( A = 0 ). Dieser heisst deswegen nisymptoten—
kegel" der Schar.

: )z y )2

- (’f/‘ * 14'“21‘ 3,3 )% und | ; ! (L,f‘)/

¢ ,
sind die esentllcu Yerschiedenen ..ormaltf“el. von Q(xx) mit
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drei von Null verschiedenen

¢,0Tschipft, Alle enderen Vorzeichenkopbinationen lassen sich

durch #umerieren oder lulti-

/
'S _ /)

wﬁw/”f plizieren mit -1 auf diese

beiden zuriuckfiunhren.

»_//4_.’-//5% c) Q = ( yrf)?_ £/ yz/Z
Mozl 5
(—/%‘f?&&?". Nech S. 33¢ sind durch Transla-—

‘ tion die Fulle erreichbar:

%;ff T 0(',,/ A/}‘

oder A) {20

r{} {_}3!/,27‘,{8&/5%?3{,/{:0

Alle Flichen der Schar sind durch Transl gtion mit den Kom—

bonenten 0,0,A ineinsnder Uberflihrber. Sie heissen ellip—

Ty

tische Paraboloide.

Schnitt mit z3 =comst=e: Fir e+A4A) 0 nichts, fir

¢+ 4 =0 ein Punkt, ¢+ 4 0 Bllipsen.

Schnitt mit z' = const : Parabeln.

: R =
Asyuptotenrichtung rt P / L a)& 0 i 7= ‘}/ 0/ b=

Also genau eine Asymptotenri chtung. Darsus folgt, dass ein
elliptisches Parsboloid keinen der bisher betrachteten Fli-
chentypen dquivalent ist.

Ay [ )2+ &l =

) (Y *a/i?/ +A =0

williptische Zypinder". 23

| Pl
komnt in der Gleichung nicht =\ g
vor., 3 = const sclmeidet in

einer Ellipsenschar. Mit jedem /mm/éf 73 &—8;/»[ awth M’*

Punkt Q auf der Fliche, der in den ersten beiden Koordina—
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’

(Zylinder heisst jede Fliche, die von

]l einer @eraden Uberstrichen wird, die
i -~ man entlang einer beliebigen Kurve
g !
| i 1/J. q ./~
/ persllelverschiebt. )
a) )
R / t; A4
A = p } - ub)
bureh Trenslation entsteht (S.33#) einer der Typen:
)2 —(~2)T L D% [ =
) AFS 7 FR3A=0
] L J
, [ 12 _{%)2 +
| ) (g -(Y* A
| e RE, — N - _ 5 p - o e 1 1
| 4) ,hyperbolisches Parsboloid" oder sSettelfliche". BSlle
‘ - . ey, P - ~ P~ & & I
! ~Liacaen der Schar sind durch Trenslation (0,0,A) ineinan—-
} - der UberfUhrber. Asymptotenrichtungen rt s ( iE 25 =i
| _J 18 8ind 28lle Vektoren nevrellsal Aov T -- 1 L 2 = )
S S8ind alle Vektoren parsllel den kBbenen z' + z° = 0 ¥ .

ver Typ stimmt slso mit keinem der friheren iiberein. (’?\'7 95’)
\ - . - - .
A ) Kkenn men als Determinantengleichung schreiben

| | 2 "T'ZL 23“}‘_5-_ ‘

=0 .
= 21—22

I |

Wie beim einschaligen ;;yperbolgfi folgt daraus, dass das hyper-

hAal 3 eoy o S, e 72 £ 2t~ Ty U
bolische Faraboloid lte Hegelfléche ist.

o

\

R, L a3 - 2 .99/

\ ; 5 3 2
1) A # 0 ,hyperbolische Zylinder" (9

2) A =0 die Ebenen 21 -+ 2'.2 =0 . Jm'j . é]g

w
)
&

!
P
et

l A ) -"77')1#‘81 - H=B
parabolischex Zylinder"

A) 51;%,,1\ 5.0 ks 1§
L
0

]

)

-
-—

flir A 7 O nichts, fiir A = 0 diec Ebene 2z ' =

lie Lbenesw z1 =+ ,—-_»Z. .

£f) Q=0 &) 2' +A =0 parallele Ebenen.
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A)4=0; fur 4#0 nichts, fur A =0 der genze
Raum.

[+)
Die Ellipsocide, Hyperbolﬁae, und Feraboloide heissfen

nicht eusgeartete” Flichen 2.0rdming.

§ 17. littelpunktseigsnschaften der Sekanten.

Iy V TO1 ”i 3 2ra] ~ ' =T ) 2 T e

Der Vektor (b~) habe beziuglich @ + 2L + A = O nicht
Asyuptotenrichtung elso Q (b,b) # O . Dam sclmeidst jede
Gerade parallel (Uz) das Gebilde in einem Punktepaar vom er-—

~ ) T 1 Ira 5 e ™= 3 i
sten Typ. Wir suchen dessen Mittelpunkt. Dieser sei (y"). Dann

el
rﬂ
"
b
e
’._l
(]
£
()
2]
W
o
(0]
}_l
B
fof)
(0]
H
[
(@)
wm
ch
&)
',_J
d.
[0}
[©]
6]
Q
o
i
]_‘.
(0]
o'
D
=
@
H
)
@
o

Fur t erhikt men die Gleichung
- i W ; ¥y s
A, aik(yl+ 8) (FF +*) + EZai(yl + 457} +# A =20

oder
2 Q(b,b) -+ 2t£i:aibl-+zz aikbiyk] S b G

De (z}) der Sehnemmittelpunkt ist, miissen diexWlurzeln +t die-—

se Gleichung entgegengesetzt gleich sein, d.h. der Koeffizient

von t verschwinde t:

12,‘ < ik
11 : 8:.D =0
(11) ;Eal + 2; k0T

(1) ist notwendig und hinreichend dafir, dass (y') Sehnen-

A

nittelpunkt ist. (1) ist eine lineare Gleiclung fur die yZ,

nmit Koeffizienten, die nur von denen) des quadratischen Gebildes

und von den bl abhingen. Die Gleichung stellt einme (b™)

nicht parsllele Gerade bzw. fbene dar; in ihr liegen elso die

Mittelpunkte aller (bi) perallelen Sehnen.

Die unterstrichene Behauptung wird indirekt bewiesen.
Sntweder wirde sonst (1) fur keinegoder fir elle Punkte, oder
wenigstens fir alle Punkte einer Geraden parallel (bi)gelten.

(11) gilt aber fiur mindestens einen Punkty ; demeine Gerade

perellel (bl) durch einen Punkt 17 dcs Gebildes bestimat eine

o =

P
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e mit Mittelmunlk " : mmanfEllt)
Sehne mit Mittelpunkt (der evtl. mit P zusammenf&llt).

!

{ (11) gilt esuch nicht fur slle Punkte einer kbl) parallelers |

SR T ey el ST ekl AL R i Qatmenmittel—-
sereden, denn eul ihr gibt es hichstens einen Seim nmittel

- T |
i |

punkt, well sie nicht Asymptotenrichtung hat.

iir wehlen (b”)els zl-ichse eines Koordinatensysteus

in dem susserdem dd® zu (b™) gehorige Mittelpunkts F- !

Gerede bzw., = Ebene die Gleichung

-
aalal

erhilt. Das geht, weil (bi~) jener Gersaden buw. Ebene nicit

|

arallel ist ‘ I
arallel ist, ‘ {
Denn ist in diesem System &, =0 fur o B Y A8 o
LG g

. s +% 3 = 1 = e o aeie ol ‘
Denn diec b werden n.V. 4”0 0 ;(M) wird slso nach Division b ]

durch b1 #0 3 " t ‘

k ':
ag ¥ eqe ¥ =0 I8

e

. P L o o 1 - M £
Demit diese Gleichung Zquivelent y = const sei, ist not

o

wendig und hinreichend a,l2 (=a1~,) = 0 , wie behauptet.

<

Bl 3
4 3 - T - - e e \§ - \ F 2 n + i
(vgl. S. 25 ). Im Felle der Ebene hat Q die Gestalt

! Q= a, ,.l(z')2 + a22(22)2 , lussk sich glso durch Dilstation

q - .

euf lormeltyp bringen., Im Falle des Raugms heisst @ 3

) 2 : D = t ‘&
Q = :—111(:4’)‘%- a2é\;?)a+ 26,2220+ &33(23)2 = a,,(z')° + £Q'F |

dem wir in der Lbene z1=0 dasselbe Verfahren nochmals enwen-—|

‘ < - - '_-' s L . = . A5
‘ Das Glied 53423 konnen wir nun zum Versciwinden bringen, 1in
\

|

den bezlglich Q'. Damit ist die im Anheng § 7 gegebene He—

! duktion quedratischer Formen auf Normaltypen im Fell von 2

b W3

. 5 = R ,.
L und 3 Dimens ionen geometrisch gedeutet.
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I § 1 Grundiggen.

Gegeben seien n linesre Gleichungen mit n Unbekann—

ten der Form

cl 2 2
lx-i—czx +03x+.......+cnxn -

I
(2

Wir schreiben sie :
il 4a__ % A
b C'Lx + $ & &5 &N b e e e c,:XM- = 60

b f o~
c4J— + Ci::z'*' $ * o & o 5 % e e & o = + C‘X = 0':'

XY BF il v v wbinl e B e +Ex* =gyt
X o BT E o o v nsn.n 0 u aie y bR Sk
Wir nennen ein solches System inhomogen, wenn nicht
alle ¢,( k = 1,2,. . .,n) verschwinden (bezeichnet
mit dem Buchsteben J). Wir nenen es hanogen, wenn
alle o,K= O sind (bezeichnet mit T ) . ¥ heisse dabei
das zu J zugehSrige System,wenn die linken Seiten
von H und J iiberecinstimmen,

Zur Abkiirzung der Schreibweise und Erleich “en‘ng

der Ubersicht dient dieBinfithrung des Vektorbegriffs

in n Dimensicnen *) .

Wir definieren als Vektor# in n Dimensionen jedes
d. o

System von n Zahlen c;,c ’ 03, & ale s ,cn -

| " k : % :
dabei nennen wir ¢ die Komponenten oder Koordine—

ten des Vektors A< -

*) Vgl. zum Folgenden Caratheodory, Reelle Funktionen,
S. 37 ff,
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A

r+ A4 sei definiert sls d.Vektor m.d.Komponentend. Al

19,1
>‘ ¥ o t 1 " " " 7~r-’r, ?-4,‘ W

"ullvektor" heisse das System 0,0 o . » « o = = 0

. - - - l n - n
eiterhin sehreiben wir £ = 4 ,wenn o = & g (o w B e

-

Wir komnen jetzt unser Gleichungssystem in der Form

schreiben:
(T) A axH X 2,

() Grtesre o hutt =l

Binfihrung des Begriffes der linearen Abhingigkeit ¥+

fir k Vektoren.

i

Tir definieren: Die Vektoren /£ £y~ - -~ 4w heissen
1inesr ebhingig,wenn das Gleichungssystenm

Yk T S +4x" =0 eine pichttrifele
dsung }:l PO ,:r;k hat. Debei definieren wir als
nichttriviale Losung B& eine solche,die nicht trivial
ist wnd als trivisls Losung die Tulllosung,d.h.

xl=x2 = ..o ;axk - 0.

Die AZussage ™ H hat eine nichttiiviale Losung" ist

also identisch mits® /51%2/' - £} sind linear abhingigh

a,- - 4y heissen 1inear unsbhingig,wenn sie nicht

linesr abhingen,wenn also ausﬂ/fﬁl )("= g folgty

Xl =....--—'xk=-0.

Satz l. SEEBE Sind die Vektoren 4’1’, Ay £, linear

anabhingigz,so ist J eindeutig 10sbar.

@der anders folrmuliert:

J ist eindeutig lUsbar,wenn dae zugehdrige System H

pur die Nullldsung hate
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w/ BCWels, dgss es nur eine L&sune sibt:
= D O~ hd
‘..ll‘ l]rvﬂngr T ",\r . e -~
Wir haben zwei Losungen x'.,,x" und 21--‘ 7"
Denn ist 4
~ ]
.Q/_/L',,‘K“ :/to
4w
Lt =,
) AN
Durch Subtraktion folet: £i[49=27) <
ren Sbtraktion folgs: 243 . " wna da
ule s, linear unsbhi engigz sing,
)(f\__‘ 2 ’1,__ CV‘
Aldem - = R T
- ler { 2 » C.h. beide Lisungen sind gleich. g.e.d.

b) Beweis, dass eine

Jir benutzen hierm s sat
“en hlerzu dern Hilfssatz 1, der noch zu beweisen ist

Qorin ; - 3
o/stem von n  homogenen linearen Gleichungen

wit n+1 Unbeksnnten ist r nichttrivig] |
ZveXannten 1st immer nichttrivisl 1&sbar.

nicht alle verscawinden, sodgss

Da [,,/411 - -+ AL, linear unebhingig sind, so muss x° #ZO0
0

sein; demn wire x =

D A
wo nicht X = .

X “afiire; d.h. aber
2 /.7, /{:b e e e [M )
wiren linear sbhingig, wes nicht der Fsll sein sell, @Wir

diirfen elso dureh x°# 6 dividieren und erhalten

5 op bp 9
P | XO

Lrsetzen wir jJjetzt -—/’Y% durch {(‘74 » SO0 erhalten wir .

2 ayiee

mmd also eine Lisung von 3



en - Ana

1Ische Ge =

303

7ir fthren den Beweis durch Induktion. Fir n = 1 gilt

der Satz sicler; A, 4°+.4,4" =/  hat immer eine niehttri-

- STE (f ~=t Apond P Wl ?ﬁ%’:"d‘)

Peuaney i o A o 2 3 g e
Denn ist =4 0. _4Gx" eine nichttriviale Losung.

b) £,=¢" Damn ist x’= 0/ x%=/ eine nichttriviale
Losung.

Angenomrmen, der Satz sei bis n-1 bewi

1 Ta L s - ER Q. . P | e
1an 1ur n . UasS oystem lavtet

7 7 7 4 4 _
PV ARY AP & IR I 2 T

Co /Y'*C,,XZ— F L. K =0
AT T g
= £ =

Lox" b KoK = Cu X =0

Y

T T4 A B e 3 I
Wir betrachten vorl&dufig alle Gl

[©)

iclmngen gusser der letzten.
Das sind n-1 homeogene linears Gleichungen mit n + 1 Unbe-

kamten, ¥&s wir R+ nennen wollen,

¢ ; : / ol o s e T T 2 s o e L
Setzen wir ¥'=J , so wird ais XK' ein System von n-1 Gleichus

1 n - 3

: Fizan A . Falra v o o S o L T = oh Tn o
gen 1IUr ale n uJnoekgmmuen X 4 ... X o U1GS hat nach Induk

&

¥4 amaranaiiaastasng eine nioktteivicle LB 93 = v Seid

tionsvorgussetzung €ine N1CHALTIrivieiec LU SAN T gee=3¥ o« =61

eine nichttriviale I3sung von K'. Aus analogen CGrinden be-—

sitzt K' eine nichttriviale LOsung X‘:g“ , WO ZK: g, Te-
A . Vg

con der Homogenitit von X' ist auch X7 = l 9’,1’-‘42'“(4:0,{-. “)

osung von K'. Nun swhen wir

guch die

S -~ Ty - A
+te Gleichung von K , also das ganze System K erfillt,

ColUlllis
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Bl ey e ere

Wir verlangen

(Sind
gleieh,
5.) (£, 1,
\ !

Sumne =z

Funktion der Xomponenten von n Vektoren £,,4,- - - A, -
(wobei £, die Komponenten € 4 ._. <~ habe), die
A B A
wir folgendermassen schreiben:
4 4 A
€4 C:L R )
o . g o 8 B 1 \
g ln - A | Rl
b % kg =1 . = 'CK] \KSM
- - ’ |
A S
ol el T

gender Formeln
1.) ./C,"rr:,” %

wobei X
24l _\’/;’,(vc_ »

irgend zwei der Vektorem A, - - - /. _ einander

so soll die Determinante //.ﬂ | verschwinden)
v de N = 3
. ." ’b’yr*'vﬁ/' . 4-"%":‘[1‘——"4.'{ L \%,- /ﬂ}(/ 4'“/

(Distributives Gesetz: Steht an einer

nach diesen Vektoren

A chi ¢ .L 2 1 oo " - a . a0
235, Undedgnnien gehort also zu dem zuerst er-—
i o TN
ledigten Fall 2 = 1 unseres Satzes. Shwit gibt es zwei
nicht heide verschwindende Zahlen A, w 3 sodass‘)
1/“,_.?/,‘,\41 / e e - ¢ !
A =R Ll S T ~) eine Losung von K ist. i
14 . - !
4 T. B vy $ £5 3 i “
Diese Lysung ist nichttrivial. Dem ist A#/ , so ist A
|
e oy { A L }Y’ ~ s .
vegen 4 ”F&/Z =0 ! /r;//?*f:#ﬁ. Ist 2= , so ist |
it
K , SRR .. 4 ( -
) X =y « Verschwgnden glle Xx¥, so auch glle
Z&'\ ant o O unsarer Vonaetmiled4d n !
cnigegen unserer nonstruktion. i
§ 2. n-reihige Determinanten. I. ~
- L d
I
Vir definieren als n-reihige Determinante eine

nun von dieser TFunktion die Giiltigkeit fol-

,?“["(f' = [""‘\‘:?le"fz"fﬂ{"'l";ﬁ . "[:‘\
I / i v /
jede Zahl von 1 Dis n sein k

Sk %) ‘
',’rf'f‘ '//rk/ 1 /:V-/ -

Stelle die

so soll die Determinante

)

weier Vek toren,

=)
=

~den kdnnpen.

zerlegt w




o

= 0
~
=0

Ly ‘
ey =1
M
e = @
K
i at an v A 3 - - s N
Lot SLoC 10X KJ/TI,L. ] —././
eh,{ o 0 :""F'(
ek = W
K
(z.B. het A, dis Komponenten 1,0,0,0,...0,0,0
s ist also
880 = =, a 0 0p 0
0100 ] dgooo
0040 - 0000
v " ~ . v
( \ A 0o PA . = 0000
‘/ﬂ, ‘/fulj . -'VLMJ o i.e Kk | '
0000 0040
0000 0004 ’
iy zeigen im folgenden, dass, wemn ec tatsiichlich sol-
che [ Funktione ibt, die wir als n-reihige Beterminan-—
ten definiert heben, wir mit ibknen Gleichungssysteme von |
n linearen Gleichungen mit m Unbekannten 1l6sen kén-—- {
~as es totsifchlich Determinanten in beliebig ‘
nen. (Dass es tetsigfehlich Determinanten in beliebig
y ~ibt . wird erst sviter (5.346 ) bewie-
vielen Dimensionen gibt, wird ers@ spdts 5. %44 ) bewl
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/CO - " ’C‘/p- ’f LAY o 3 /
/ Y SR A = /{1
& / b
o 271 4= a % ~ .
S gilt nach 1), 2) und 3)
‘/ \
4 Lo N1 r) e [~
Ty / }’: -',‘1. “y, -~ { =
|
wntas ety 2% =
ewelis: Nach 3} ist
!
| Y S e e A
Y i“b A . I _— N, ¢ Lo,
1) / /
TP S o, | o il
msch 1) folest
=\ e
T“ 1 o oy o 77 ~4
Die letzte Klgmmer ist gleic
erratmal e o™ TR
zwelnigl vorkommt. Es ist also tst
[ - 3\
+AA T..) =

A e
V.81

Ve
['f-'?/ 'V/f,(vl/ i

o P o
oLl LCOL
7 ok
/1
?‘"".’7 SN

o

gchlich

/

1!

'{‘r.

/a\

/

/ \
ln :"K/

IMll nach 2),.8a €,
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A : . 3 , SRy ooV, = i ]
Andererseits 1st(f”...}f_?4x % Lt ,cﬁ/ = (5, Ao, Ajanst Em )
wegen ( J ).Also besteht die Formel (wenn wir

AT L) D wund [, te; Bkiens ~6s,‘=.7)ksetzen):

T -

N) /X = K {
s = — X - L
Diese Formel lieiert als Losung von ( J ): |

1

( L ) Nk = (A, t.-L,"‘ Cx-1, éo.‘. ’l’»k_d'——?f" 4 = Z,)fi_ :

(£4) £e,- - - tx) 2 g

Vorausgesetzt,dass D#).
Es fregt sich nwj,was das Verschwinden einer Deter-—
minente bedeutet. Teilweise wird das beentwortet

durch Setz 2 : Sind n Vektoren 4 4,..-. % lineer

r
'
gbhingi g, s0 verschwindet ihre Determinante.
Bewelis: Die Vektoern #, £¢,,.-- 14 sind lineer
— 1.-
abhiéngig,heisst:Es gibt ein System von Zahlen yi ’ |

i

wobei nicht glle y~ = 0 sind, sodass

;L/’a’fr*,fLQ+"“+;jﬁtu:& -
0.B.d.A. kinnen wir annehwen: yn #A und nach lMltipli- :0
|

kation der Gleichung mit e inem geeigneten Faktor: XX a ]

f = = 1. Also

i
2 1555 i

In die Determinante | 47, .- %, ) = 3 P, 1
gesetzt,ergibt de;; : '
n- _ !
Bt e, Ay ; y Az ‘
2 :j (£, iy 4?4 1,:.) (Regel 3)
1

;-j‘:},;(t”.w Eu-, %) . (Regel 1) |

g N
Nun ist eber fir i = 1,25. « « « 5 D=1

('fn“‘; O; wins Konag Cc} = (Regel 2)) -

Also in der Tat
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Setz 3: Ist H nichttrivial 1osbar, so hat J im allge-—

meinen keine Losung.

Denn nach ( L * ) muss jedenfells,wemnn ( J ) eine

Losung heben soll, D, = 0 gelten. (k = 1,. » & n).

I TIe i S 22 e T oaa el —
gung,wie wir spidter sehen werden.

Satz 4. Ist H nichttriviel losbar und hat J eine

Losung,so hat J unendlich viele Ldsungen.

Beweis:

A r
= n ey T ¢
2% o« » » » « & 81l eine LOsung von J

i, : ; - 5

X 4K & w s & e = ® pichttriviele Ldsung von H,
: i - T = 2 .

Benn ist auch z 4—kx. eine Lusung von J,wobei M jede

Zehl sein kann. Denn es ist

2% = k£,

A=A

" i r
2. X =0

ang
2 (3ihxai) L1 e L, g.e.d.
Sag Y
Nach diesen Bemerkungen iiber den Zusammenhang zZwi-

schen linearen Gleichungen und Determinenten gehen
@ir deran,die Determinanten selbst explizit aufzu-
stellen.

Anelog dem 2— und 3-dimensionalen Fell zerlegen

wir die Vektoérn nach den Einheitsvektorend%ﬁz:qﬂ.40

Es git ném lich £
K

Das ist eine notwendige,aber keine hinreichende Bedin— @
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Unter Beachtung von 3) und 1) und der Regel fur
lultiplikation von Summen (S.60) folgt:
-
\ 4 /
(ﬂ-'t' )= Z <y Cf'cf Wi S ’CZ: ;ﬂ""/dkr’lf'Z/‘ '/h">

7 . = 41(1‘2" =1
Dle n Indizes i,k,1 , . .r haben in dieser Suwmme unab-

hiéngig von einander von 1 bis m zu leufen .

s %8t ( /‘r.‘-’ /ﬂ,nl M P

4 &) = 0, wenn zwei Indizes

gleich sind.
.--’ > Cl 7 1 M . ?o
elchen Wert hat( iy Mgy Big, < o oo Ay ) ssonst
Ein Schritt zur Beantwortung dieser Frage %8t folgende
BEBENEXEFNIXELE Regel:

Diec Determinsnte indert ihr Vorzeichen,wenn zwel Kolon-—

nen vertauscht werden.d.h.

» \ / { 5. 2 ..\
[/ ',/L'*”S, ctd \/:"u' £ - % )+ % e ',+' o "L'/ Q
+[' .',},. -
Teiterhin nach 2)
/ A (e § f;,\v‘_
'v‘lL["'v'/C,/’ ,/:l"“/"”I/J' J-o
g .
Also: (- /71--‘,{--)T(-~1/5'l-~1/¢‘- =0
Moot (g ) == (M0 ) e,
Uir konnen also ( My Mgy, > o My ) 8US
TR T #y) = 1 (Regel 4) berechnen,wenn wir

beV:eisen}d&Ss i,k,-l’.- -c---or am 1’2,3 3 . - on
/c‘lfu'ch eine %erade oder immer durch eine ungerade Anzghl

von Vertausch%éenizu erzeugen ist. Zu diesem Zweck machen
)

wir einen BExkurs in die PermutationsleBre.

1

1

[
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§ 3 Gerade und ungersde Permutgtionen.

f. m ’ 2 " M 5 1
(f g sof oy o i fone
a)Definitionen.

Te A ~
Jede Anordnung der Zahlen 1,2,35¢¢00...0y0-1,0 nennen !

Wir eine " Permutation * der n " Elemente" 1,2,....0.

Die Anordanung 1,2,3,.¢¢...+ heisst die"identische"

Permutation. Unter " Trensposition" verstehen wir die

Vertauschung zweier verschiedener Elemente. Z.B. geht
15342cusl 2345 durch die Transposition (5;’2)

hervor.

b}Satze.

Hilfssatz 2: Jede Permutstion lisst sich durch endlich

viele Transpositionen aus der Identitdt erzeupen.

(Z.Bs geht 35 2 4 1 aus der Identitdt durch Trans—
position folgendermsssen hervor:

'774_5

iy

N
\J!
-
»
n
D

1 4

S
35 FF&
24

—
—

lir fihren den Deweis durch Induktion. Der Satz gilt
fiir n = 2 .Er séi bis n-1 bewiesen. )
B3 goll nan Al 2.5 ¥ e s wlvi e e in

iklm .. .. . . s Ulbergefihtt werden,
7ir fihren zuerst die Transpositicn ( x:ﬁ ) aus und
erhalten die Permutation
1B 3k com st 6o wam =

Jetzt mass noch 2 3 « « 1 « e min k1 .+ & « r tiber-
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getuhrt werden,was nach Induktionsvorfeussetzung durch

eine endliche Anzshl von Vertauschungen moglich ist.

I}

Damit ist der Beweis fertig.

Hilfssatz 3: Die Permutationen zerfellen in zwei Klassen,

gerade und ungersde. BEine geradc Permutstion kann aus .

der ITdentitit nur durch eine gerade Anzsh! von Transpo—

sitionen erzeugt werden: eine ungerade nur durch eine

ungerade Anzghl.

(Die Idemtitiét selbst ist eine gerade Permutation, da
sie durch O Trenspositionen sus sich selbst entsteht,.
lien kenn nech Hilfssatz 3 aus ihr niemals durch eine
ungerade Anzehl vom Transpositionen wieder die Identitét
erhalten).

Beweis:

Es seien n Variable X§XX§X Xy s Xp o .o oo X

gegeben. Damn betrachten wir die Funktion t/

B( Kyy o0 oo o Fp )= (3= P (g =5) (g =2 Ve o (Xg =)
o (xpmxg) (rpg) e o (3

* > - o . L * >

O(X_“.?xn
Ist #§X ik 1l .. .r eine Fermutatiomvonl 2 . .m,
dann ist ersichtlich £(x;,Xys. - X)) = B(xy,e . Xy
wir definieren: ( i k1 .A .r) ist eine gerade oder
ungerade Permutation, je nachdem
£(xy% » - ¢ x)) =% B(Xqpe o o .x ) oder

= - f(x1, B iy xn) ists
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Zum Beweise 5

Bass diese Definitiog die verlangte Ligenschaft hat,
genligt es zu zeigen,dass eine Trensposition,etws '
i % . k -3 * l . . 44 ﬁ i - . 1 - - k . B I'

eine Unkehrung des Vorzeichens von f bewirkt ,dass

also i ]
) I(Xi - - xk . e .'l . . xr ) =
- £( x4 » .xl..xk..xr)ls'u.

— . - 5 . 12 ah Aenr el
Denn da Jjede Perrmtation durcih eine endliche Anzanl
von Trenspositionen ( etws m ) zu erhalten ist,

ergibt Formel ( P ) : I(Zi;- .KIO =(-1)" £(xq,- ‘xn)

v
" la g
\"(f{ 2)(1:; -4-3) . 3 - . . . . . . 3 « 0 . - (X1—Xn)
4 i
X % X, —X &
(JL l’+1) . . . - . e ( k )

e S ; *
Tird suf einem Andern lege dieselbe Permutation

durch m' Transpositionen erhalten,so ist nach

' . .
rormel(R): (-1)" = (-1)® , also m und m*' sind beide
gerade oder ungerade.
ir fuhren 0.B.d.A. den Beweis von der Identitit

ebenenfalls durch
gus,da Wir X; ,Xgs. - X gegebenenia

i Z kénnen
neue Variable T4 2Tos o » o ersetzen A |
i

'.'JOdLlI‘Cl’J. i‘(xi,:{k - . .Xr) in)i f(gi,. - . yn) .LLber"’

geht. |
9 | o+ Bh - - ~ = i

Fig. 56 sei das Schema ST Funktion £(x ,.xk.x,l..xr) |
200 .=




~ohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

- erainhn
wil UCZclllinern:

Lac Oolger B x. it -~
1 X! > ¢ LR R
1 - viel 4, und X, mie 3

TUiare 17 die Mrane vy A - " (=~ \ 59/ s 3o
“lwWdl dle lranspogliion (X X, ) &uS. 10 deil

e ARG aachia R P AR T SRS NE o amaans | e Tods iy e -
Lo v PSR got gescalent nicat S, Welp 7Zler nur reakKtoren aer
a1 m (~? eI Pa \ : " o2 4
LN AL UL \ A -— e oy~ T -1 - ~ \ & - T Al &iomd YA TN > P
\ waliloLger von X7 ) sinc. Die Vertouscuoungz von

1 L

iz uno i also nur die Ver tauschung solchier Faktoren
z0y Folge., wodurch das Produkt natvvriiah wisehd oabnad ot ori-ad
-ULlge, wWodurcih das rFrodukt nstirlich nicht geidndert wird.

[ { 1 -fa 1 3 ‘A ‘ w Sy 1 L g ) . P ¢ T o=
10 den seblete VUL X gescalent nicnts

3

Y g hia TR o e . Tl
1‘:,{-1/ \Ak -~k+,u)co.(‘:.}( .’:1> (Ak Al+13... (Juk J:n>

- - \ <y ~
(‘ck+1 }—‘.1:1.—2/ . . e < 3 -“ . « v e e o« e -(xk+1x = din)

X ) =
(4&1—1 u:l-/ . “ ° . . . - * S0 (Xl_1 Xn)

(xi-xl_*_.‘) . e ...(x:L - xn)

[ w
Ilun betrachten wir das Gebiet BCFG (Fig.307) . Im Gebiet
CFGI &ndert sich)(nichts, es werden nur die erste und letz-

te Zeile vertauscht. Wir behalten jetzt noch das Dreiecks-—

gebiet BCI (Fig.d0l) tibrig.

.
.
.
.
.
.
.
.
.

(% %y pq) (Hgp) - by = 1)

(xk+1-xH2) e o ¢ e+ s e s o e = (Xk+1-xl)

Fg30d
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B ¥ R e
Ls kenn nur in der Zeile .s%- und der Spalte <& elne

Inderung eingetreten sein, demn in dem' Uibrigen Gebiete
B A v
kommt X, und Z nicht vor. Die Zeile a—-g- heissT:

(Xk“—x"') (Xk—x' ) . . . -(xk—xi”) (J('k—-J;J_)
3>t
Die Spalte et heisst:

(Xk = Kl) (X"’—-}_)/...(xl_,l = 133

BFgeht also . - lid o~
Jeder Fektor der Zeile &b /bei der Transposition (k@/l)

> -
in einen Faktor von %€ mit entgegengesectztenm Vorzeichen

{iber, ebenso jeder Faktor von Z—Ii- in einen Faktor von Qa?b-
mit entgegengesetztem Vorzeichen; da &% und o4& einen
und nur einen Fektor, nimlich (x - xl) gemein haben, weeh-
seln im genzen 2(k-1) - 1 TFaktoren von f(ya.1 xn) ihr

Vorzeichen. 2(k-1)-1 ist ungerade. Also in der Tat

T S SR 1 TP R e Xy )
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g

;4. n-reihige Detemminanten. I1I.

—

T {
v /’l,,_’?,'f - - .7’.1'\;

o

( - A o 20\ TR . ~ 1
(vegl. 5.509) fihren wir das Symbol Jc-ﬂ i

=

-/ i

n -Zahlen 1,2,...,n ist.

w

5

dann ist

( b [
'a,{'ax’ = ’07'*'/- acli(...y l/'{”"//al/~ 5

7um Beweis unterscheiden wir drei Felle

i &) Zwei Indizes sind gleich.

=
1

us (Mg #y - - . . ML)

zu berechren,

ir alle Per—

-

wutetionen von 4 .. v ein, &hnlich wie in drei Dimensio-

= o € Z oy f - - Sgacr LS " -
nen (s8.85.62) dq4...+s0ll man folgende Werte annehmen:

/ r wenn 2 Indizes gleich sind
‘r e o . e 4 I
~ +4 wenn i,k,...,r eine gersde Permutation der Za bk
oo 2 :
dk! den 14255 ot 18%;

wenn i, k,...,r eine ungerade Permutation der

Damit ist f: fur elle iiberhaupt moglidien Fille definiert.
e
#ir behsupten: Sind Ay By, - - .. beliebige Vektoren und ist

i,K,...,r irgend eine Permutetion der Zahlen 1;2,...,0,

2 «>

Dam verschwindet die linke Seite nach S.304 Iir

2, dde rechte Seite nach Definition von

A - oo ¥

b) 1i,k,..,r ist eine gerade Permutation von D250 saiie

Dann ist
{ =+
AK ~ -7

(\/0"4‘|J\‘K - lto'l.,.) =2 +(/€?-1,1011,. -

nach Definition uLEl)

nach Hilfssatz 3 .
4’1*\)

c) i,kyees,r ist eine ungersde Permutation von 1,2,...,n.

Dann ist
N

J A K . Y '-'/1 und
(’c‘-dam"ﬁl‘ ..,011-> R
Also gilt sllgeume ins:

-~

LY PRy S PR B S

v

insbe sondere ist

( N\
{/{nn‘/m“ N '{a\s/

MM\, q.e.d.

w

5.—-

LG
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Wir haben bis jetzt gezeigt:

Wenn es ubernsupt Uetermminanten n—ten Grades

O
&
H

41 b1 o
blu'C, -

sie die Form (C.,Cnsees,C ) R PV ~
( 12 it ! 2_4451' K Ohpe.. v
Acuras

P

Jir miissen noch zeigen: Dieser Ausdruck erfullt wirklich die

Forderungen 1) bis 4) von S.304.

0%

\

|
\ 3 \ 3 \ *, §
L.,‘/r,,--l\?...;c‘—.-)\w,g.,.,fg[.-'/f ! i
Der Vektor 7u [g hebe die Koordinsgten

S

L
7%s

e g
I

s ist aber

3
B
!

—~ - P = — /{ K e ~ B_.
Z 'ftf'.l» - ?\C;---c:f Ko — v :7&2——64 'CL"‘Cg-'-{MO(;,‘k...,-._
o -

Da man in der Summe den gemeinsamen Faktor 7\. ealler Glieder ! h

1

und behasupten

In der Summe

& ST ST e
e —-——> 51"55" 'Cg' ’C'«O[,,‘..K..g..v €

vertauschen wir zunichst rein formel die Indizes k und 1 .
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Jicaunteren Indizes sind nach der Grossc geordnet, in diesen

“elle durfen wir also die Faktoren mit gleichen unteren In-—
dizes vertsuschen.
Bl g g% u? . et |
28 - “ A . .
1 5 g £ K i ’
“.
L8 ist aber
r r
Ci. .4 =~
& ol oo ot J’L Ko heom
denn durch eine Transposition geit eine gerade Permutgtion %
- 4 - — ~ +2% 1 1 ‘
in eine ungerade iiber und umgekehrt. :
_ p &
< A « 2 [ < g4 K Z Y Aly.-p
/ a1 = - % it . ¥ sl b e 28
g L €804 .4..ixw AL SRRl R Vit ;;
X = X
also x= 0 Qe.e.d. h.
- 0 I s L T e
S Ayt Ma) = (M Ay ) b [ a0 A
= - - - 2 4 oo e 3 O s y K T
Bewels durch Ausmultiplizieren der Summen nacn /rff J-df“j,) P
ic+
< Py T rf_‘_ﬂ/k ~y [ ~ 4 o r !;
< ¢ "% Cn 9.~ /C'z"‘{g « el BTN l
— 4! L{ -y\ |
+-> /C,z..,ﬂ(g., Cha/:',-f
= L1
/ % S < . 9 - 5o . . |
a N, n. .. m) =4, wobei 4, der Einheitsvektor ist mif
e/ "1 -:/ ¢ w/ i «
s ]

den Xoordinaten e =0 fir i#k und

- S i e A e
ek -‘1 iur 1§

.v.w-v_

Von der Sum
f ~
(/4-’4'4/2"/"'/7;%7:25:6/;'--é/,«. d’r.'“r

bleibt also mr das eine Clied e, ...e ™ maktd , ubrig. I8

: T e T (-
Die iibrigen sind gleich Mall.

~—s
D
[(\Y
=
N
5
1
&
> 2
H

|
i

i = /4 ist die identische Permu—
Es ist d;M =7 dem 7,2_/ L 1

tation, also eine gerade.
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.

1 n e 4
{4 cee 8, = +1 nech Definition der e .
k |5

e

Llso gilt wirklieh

/
‘//"4,/,!':-" .A/V"M\ =4

/ /

Demit haben wir dieflauf $.305 behsuptete Existenz n—reihig

e CL i"
ger Determinanten bewiesen. |
‘f
Rechenregelu, Entwicklungssatz, Transpositions— 5
atz, Multiplikationssatz. a
. e !
Lranspositionssatz: }
Li
e y Y {
(XI11I) c L’ = [C ¥ /
Beispiel:
\ )l'_.
. -1 |
1077 4 14 60 )
1437 o4 8 0
/ ~ i = |77 A3 9
686 9 5 7342 B
j A
n 9 4 4 7 & 1 ’
* 0 L f .plbl
{
3 v
Beweis: . o |
4 = i ! !
I'C/([—> /C::f'; SR P v
AK «oraa
AN ' - -
, ‘f( o A— 2 “w =
l'fdf"> ’Cic_‘,..~f,.,.\),‘-,,;,_'¢
} AR vaq i
Ordnet man im letzten Ausdruck die ci s0, dass die unte-
ren Indizes die Reihenfolge 1,2,+...,0 erhalten, so ist €
W 5 T Fink b
(C 25 4~ 4 ~ ‘P\K(' ';“f
T % ...T ist die inverse Permutatdon von ik ... T .
e

!

e ———
H

K eo.r 8u8 1 2 ... n durch dieselbe Anzahl

MMJ
von Trenspositionens wie 1,2,...,n 8us 1 E ..ol ; BlEO

!
o
156 e b < i

durch die gleiche Anzshl von Transpositionen, wie 1 k 1 r

i J'r..AV:JfF..i
aus 1 2 ... n. Also ist A K

Wir konnen jetzt schreiben:

— o 7 o
P E s
et e B e 03 % {
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Hierbei geht die Summstion zung.chst {iber die ungestrichenen
i,k ...r . Wir kénnen aber ebenso gut tiber -i., k—,_r_ summie—
ren. Denn wenn (i k ... r) alle Permutationen von (1...n)
durchléuft, so tut die inverse (IX...7T) dassclbe.

wrsetzen wir schliesslich formsl 1 .... r durch
L «eee T, 80 ergibt sich
=< 4 Al

‘/("gl Z~c1(‘{“"€n« Ky
also e _ [ 4 Q.e.d.

I A = e K
Ifit Hilfe des Transpos itionssatzes folgen sus allen fiur die
Spalten einer B-reihigen Determinante bewiesenen S‘e.tze? ent—
Sprechende fir die Zeilen.

Zur Berechnung von Determinanten beachte mg.n‘dgss

Jedes Produkt je einen Faktor eus jeder Zeile und Spalte habe:

mss.

\g\/ = Tl ,544* Das in der Figur bezeichnete Produkt

i
i - 1 2 n =5 :
L ¢ ©, ceeC nemt man das Haupt—oder Di-

' agonalglied. Die Determinante hat im gen—

I
g . 5 e 2 _ 5 .

L - . zén n! Glieder, weil es)n! Permutatiomen

der n Indizes gibt. Dem Diagdnelgliked gibt men positives
Vorzeichen. Dann hat ein beliebiges Gliedy das durch k Ver-
teuschungen von Spelten in das Diagonalglied iibergehen mige,
das Vorzeichen (=1 )k . ﬁ?“:“’ ’(;V%W/M oﬁw-vngmlmg Wonsad St

LeplacescheX Entwicklungssetz fur n-reihige

Determinanten.

Br lautet: Teilt man eine Determinante durch einen wagerech-

ten oder senkrechten Strich in zwei Teile, so ist

der Vlert der genzen Determinante gleich der Summe

der mit pessenden Vorzeichen versehenen Teildeter—

minenten des einen Teils, multipliziert mit den zZu-

cehtrigen Unterdeterminanten.

Debei versteht men unter einer Unterdetermnsnte von ‘/L"“l
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" i
el ( =% o P 11
wio L il L1l @ 12 O ) y e =Tl als i 2 7
) ‘ « L 115 Ll D CLL o ¥ vl © LCL0 iLLiCo o LLEIL Wil -
. T & o
W do LD bollvy A4l UG Liulieute aexr -uellell SLCllBll.
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Wilr beweisen den Entwicklungssatz im vereinfachten
Fall fur die Lntwicklung nach deh Elementen einer Spalte.

E¥lautet dann: Der Uert einer n—reihigen Determinente ist

gleich der Summe gus den mit passenden Vorzeichen versehe—

P 1131 " " - ae
nen frodukten der Llemente einer Spalte mit den dazugehlri-—

gen Unterdeterminanten.

(4
CK
Die Untetrdeterminante wvon éis‘c hierbei die Determi-
nente, die durch Streiclung der i-ten Zeile und k—ten Spalte
entsteht. Die Unterdeterminsnte von cf{‘ hedsse C}; . Dann heiss

der Entwicklungssatz

Beweis:

Wir vertauschen die Spalten der Determinante so, dass
die Anordnung der Spalten k,1,2,..k-1,k+1...n wird. Dazu sind
k-1 Transpositionen notig. Der Wert der Determinante ist also

)k-‘l

mit (=1 mltipliziert worden. Es haben dabei folgende

Uberginge stattgefunden:

Es geniigt also, den Beweis fiir die Entwicklung nach der ersten

Spelte zu fubren, wobei man D und damit euch D erhglt. Es
ist also noch zu zeigen:

("0 . N S “ o £=q
5 e Ry = A f (~1)
2 C’ C)_ v Caa & v C—= C,, 7

Covs

| Dies ist bewiesen, wenn wir zeigen:

‘ £ ) ci‘ PALE sl E ( ?_/
kv..y=1
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Sel nun mi (x) 1i i
ei nun mit ’<’f_.7_ dle Zehl +1 oder -1 oder O bezeichnet,

jenachde ] : al ;
Jenachdenm Kk...r eine geraede oder ungerade Permtation von
Tyeee,1=1,3141,. .0 ist oder zwei der Indizes i k ...r einan-

der gleich sind. Dann wird
*
1 &« G/‘
- ' L 9
4N .
| e/ ist also bewiesen, wenn wir ze igen
' Tl
) = F)
L / Koe o AK » ooy /

(F) stimmt offenbar, wenn zweifder Indizes i k ...r gleich
sind, denn dann verschwinden beide Seiten. Andernsfalls mége
Keoor durch m Trgpspositionen eus Ae.. i=1,i+1 ...n her—

- - -\ 1\ m - ~
vor gehen, &l so {(”')4, =(-1)" sein. Demn kenn men gk, ..r

dur ch mti—-1 Trenspositionen sus 1,2,...n erzeugen. Denn i-1

Transpositionen filaren 1,2...n in i,1,2,...,i-1,i+1,...,0
{iber und diese Rrumsgasikiem Permutation wird durch M weite-
re Transpositionen in i,k...r tibergeflibrt. Beide Seiten von
(¥) heben alsc den Tert (_1)i+m-‘[‘ Pamit ist (F),(E) und der
Entwicklungssetz nach Elementen einer Spalte bewiesen. Aus
dem Trenspositionssatz folgt eine analoge Entwicklung nech
Elementen einer Zeile.

Aus dem Entwicklungssatz ergibt sich eine Regel zur

prakti schen Ausrechmung einer Determinante:

e ]
Jenn man etwa nach der 1.Spalte entwickeln 0 £

LAy L
willlt, muss men dafir sorgen, dass alle Ele- BB i
memte dieser Spelte bis auf hdchstens eins HT‘ ) ‘_ ﬁ

versehwinden. Das ksnn men aber immer erreichen,durch Addition
geeigneter Vielfacher einer Zeile zur anderen. Damit hat man
die Determinante n-ten Grades suf eine solche (n-1)ten Grades
zurtickgefihrt, die dann entsprechend weiterbehandelt wird.

Speziell ergibt sich, wie man sofort sieht, der Satz:
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Eine Determinante, bei der suf einer Seite der
Diagonslen nur Nullen stehen, ist gleich dem

Diagonslglied.

abec ... mn seidie Hauptdiagonele.
Wir entwickeln nach der ersten Zeile
und erhalten a.A, wobei A die Unter-
determinante von & .
B sei die Unterdeterminente von b in A
u‘ 141 " " i "w c in B
U.S.W.
SUerhaltem wir, indem wir die Unterdeterminanten

irmer wieder nsch der ersten Zeile entwickeln

tid

A= gk = 8.0,B= coe = sesse = 8.DeC oo mm . q.e.d.

Sind alle Glieder an der snderen Seite von & b € ... mn

so wird der entsprechende Beweis fiir Spalten geflhrt.

Linesre Transformationen und lMultipliketions—

satz fur n—reihige Determinanten.

Im dreidimensionelen Reum hatten wir lineere
Vektortransformationen dargestellt durch eine Beziekung

der Form

a CZ,/ ~ K/ . ,
e R X ¥ S // L4, S)
K= -

oder vektoriell geschrieben:

I Y <4
g:c__(/&kx/(
K=1

Wir definieren nun fir n Dimensionen als linelare homo-

gene Vektortrensformetion jede Abbildung b—>c der Form
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'A) = éA, v”ik 4[;

./(_.‘.‘b(;j_ 1LL b, g
- 7 getreten, I
o

<
" I o f |
una
® " w o ) e.d
LUur ;_7 J.\ igt “aede 17 1 . - o - .
ch (4) ist Jeaeu vektor b ein Vektor £ eindeutig
“upescirieben. Komponentenweise geschrieben, beeeutet (A):
P (; . =: 3 4—. K . P \ :__ |
|
Tt P T . 1 / 25% " - g ) 3 . g 1
srvaer ging . in 4%, {ber., An Stelle von . tritt tig 4
ietzt e, . /i & . = . ; ?
JBbael g o Unsere lransformation hat die Eige mschafty .‘
Z¢ 1n ygiberzufihren. ks 5elte£ zungchst
v i
' e =2 Aoy |
dann ist WA fol-|
y 2 K }
W,y = Z < |
£ %"74 K 'e,; "i
" ans—1
und da £518
" 1
e k. fiur £+ K alic
'
4 y 13 i
Cp = 7 ]
1 ¥ & ;
folgt > X |
-5 “é— %’(/ é[/ —— M‘C :\
Also: o
H4+ U
> AR 3
B =V Ay g.e.d.
Sind die Bildvektoren i der Grundvektoren linear unab- Eeo
héngig, so gehtrt nicht nur zu jedem b eindeutig ein 27,
sondern auch umgekehrt zu jedem 4 eindeutig ein b .
R o 5 R L (/‘tzz “4. 6 A Soak o el
Die Transforumstionsformel C “x konnen wir ngmlich H
als ein System von n linearen Gleichungen mit den Unbe-
y 2 1 5 e Wirx
kennten 47 6 °..--, 4 “euffassen. Wir wissen (S.301-304),

/
dess dieses System génau eine LUsung b hat, wenn die 1/24,

linear unebhingig sind. Sind die 24 degepg linear abhingig,
so gibt es im ellgeweinen zu vorgegebenem 4 keine Lésung L
b; wenn es eine gibt, so gibt es euch unendlich viele (S.30¢

Kindeutige Umkehrbarkeit der Transformetionsiormel (A) ist

also #quivalent mit linearer Unebhingigkeit der 4 .
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p i p e et 1g b et &
94, ¢, 14 selen n Vektoren. iWie tranformiert r
sich vermtge (A) die Determinante (&, “z/" " "7t 1«) ?
Es gehe iber
'-,‘ ",/A, '.u/ A =, (/ {;1,) €

re hal Jie ¥ 7 e Y Z .
¢ hebe die Kouponenten &¢ . Seln Bildvektor sei €%.

"

Denn ist Co 2 2 by & ;K
? k=1 J
also Pl
. . = /¢
€, Ly ) = 2%, ¥ 2% { "o )
( / “Hy < 0, ZKI(_,, LK <0, K o
und distributiv susgerechnet:
o 5E c /K * ) 4]
) y It ik . WY PR
t’/“ e c',‘)_g;..:_4v4 2 By Ly K / - i
Ls ist sber:
mn P
/(Z ";4',“, (’?"Y'); ':'K"Yv OZ/!.'-/I?[ ""/ vZ)‘l,,l) ‘\3/5/
e
ot " \ . ' =55 i
: _ R
A ] oD il N
“xl T 1 éz éu YAk Ry, gy -y % ")
Hierbei ist k. Ay, -y Mm) = ] L;, die oTransforme—
tionsdederminente" von (4), die von der Summation nicht
i A - i 1ie Summe £ tzt werden
abhing¥s, &lso als Tektor vor die Summe geseuil Wel
kann.
AaI _)
Weiterhin ist definitionsgeut.ss:
. N ) A
= g gk AT | /
L 7y 5& i 6?& L/,A‘K--- r 6 K
also folgt:
g 2 £%) | a”
\C K’ e lé "‘( l "' :
3 LY - .
= y ¥ ndie &' und b, asus, wobei
Dricken wir nun noch \c, ¢| qurch die & P ’
. R W
B i : helten wir den Determinsn—
CK"L':; Ok A g ist, so erhal W Determlnan-

tennmltiplikationssa‘tz:

—
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[pal | 4 = il
/6 “‘&KJ:. %/g"{a{z

Den Lultind 5lea+2 Am + o g i L -
ven lulitiplikationssatz kdnnen wir durch Amwendung des Trans
positlonszmemkzeEsatzes, also durch Vertauschung von Zei- |G
len mit Spelten in vier verschiedenen Formen schreiben. Die

drel anderen sind:

}Q
~
i
[T
=
=
(%

Forll | _IS g 4
bil] 6% =] A )

Wir heben eud 5.306 gesehen, dass die Losungen eines Glei— 167

ci

chungssystems von der Determinante des Systems abhingen.
Es interessiert uns deshalb, wann diese Determinante ver-
schwindet und wenn nicht. Zu diesem Zweck beweisen wir 0]

BT i ] T
i0lgenden batz:

=5,
\

bine Determinente von lineser unebhénzigen Vektoren me

abhingig.
eindeutig bestimmte Vektoren, die vermdge

e
A 4 o s ik e H y . = -
g, = #, Uosrgeanen. ole wmigen « 2el1ssen una
.

heben. Dann ist
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4 S RILT S f ) Gk - v
1 ’ ic
| o~ é
0| 0 S0
18 i1l LT LZ < eraasltel 1r &ls0O den oavss
1116 £ - 4 - me N ey 4 e 19—
LA Gl o da Al A = e viu Ll 4 ol U UL Oll o Wl VO 1
L8107 wi den 1nrer leterwvlinsnite.
ede 8tz ) 2E8 LLINTG ienbpar 2100eutlf
A\ .
4 \ - 5 a > 1
4 2 AL € SlULTNGLL0I USL UL \L£,;/ QU il UWiG UL UL LI
— :
=) at i"
=
Lt ‘4/:5
4~
9 e - & . - - - - - ~ -
ballll ast die atrix (74 » die wir soeben verwandten, fol=
SediLic LOUT AL Ll .

- ~ \n ~ ey e~ - "™~ ¥
ille o1l ot ) y S0 €418 tieny daacs /f vAEUCI L .
v K
Swels durch ausrechnen. Fir den Bildvektor £ wvon b gilj
M -
£ S 1..6 p K [ p - N\
’C =/ 'Klé ‘,(:4)(.‘~ A"*/
Kes 3
i £ AT ) . fo it N :
Tranformieren wir nun vermizge (&% ) ; 80 ist der neue

X~ mss gleican b~ sein, wenn obige Behauptung stimmt. Wir

et e . L ) / .
. o N 4 il 4
nun ist aber / o =€, ( s.ox und eK =

9 /
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1 LJ.-L:)‘Q :

sty ) K22 0k A gd gt o B g.¢.4.

Kzq
LS g e8 rT o T >, -', ceasTre Moo o ‘Ormadd ooy
- D Odil LT Lo - Ll L O 1L Cudd DA u.[...w 'vl‘-/.‘.;‘ux~.
“AY 7 x2
M[.J) 8 57 ¢
R r—
s seienJdie ( K = 4.9 ) Linear abhingi:
LS selenddie »{/Lk \ = lycy;.e0ll) KlN€QT bhonglg.
o1 Y ~ o oy e i o : . * e Eaion Mt o o e 3
velll ngben nicht elle # Uriginsle; haben sie eins, so ha-
Vel Sle auca unendlich viele (s,o0. und S.308). Wie macht
Sica vas 1m dreldimensionslen Reum bemerkbar?
> £ o T A v G P T P Thas 4 .
mqrall A, 81nCG llneear ebhingig, heisst:
i

Al

L

3 - $ 5 > dac hon 10 2 TIE Qxratom
dlol da b Woo LMDV gone oYyOLCIn

eine nichttriviale Losung A, i"" ol ;) . Multiplizieren

. ¢
-te Gleichung mit Eluna summieren iiber k , so

=
H
(%
'.J .
o
w

ergibt sich i Moot e also wegen (;;)4:

Axd
d.,h. die Endpunkte der von O}/aus abgetragenen Vektoren

Sohe ]
A liegen in der durch O gehenden Lbene 7L,, /\’44.7th +,713x3.f
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fuf diese Kbene werden wix also vermége (4A) alle Punkte

des Ligumes gbgebildet, Sad Fur @“ (k= 4, . .3‘; eine nichttrivia-
le Lisung von

. N\ A K

».:A!..ﬂ,/ Q'Kg( .:O"

K =a bzw. j%’ﬂK@R= '
Keq

T A e - — . i - s 3 A .
(wegen ’ay\l: V ~eXistiert eine solche Losung) und ist

5

/f :v ] //V . - - s - . - .
L Ay N » S0 ist auch (vgl.S5. $p9) bei belie-
Rey

bigemw t :

d.h. die Punkte der Gersden

A = 44f134 B9 =Y
ozw. |

p

¢ = kihy

haben glle das gleiche Bild.

Die Abbildumg A kann aufgefasst werden als

i Parallelprojektion des Rawmes in Richtung 0} auf die
p

A Lbene L ANoxr= () J .
e '

7 303

.
(Die Bildpunkte A brauchen abexmicht m Lbene

it

genz zu eritillen. Sie konnen auf eine in dieser kbene

A

durch O leufende Gerade oder auf 0 allein beschrinkt

sein.)
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§ 5. Geometrische Anwendungen .
1. lenn liegen 4 Punkte im Raum suf einer Lbene?
Arrecq) . - . .
I - Gl I S S | 1 2
Y16 runkte I n] o mogenvlie Koordinaten X, ¥ Z }t
haben. (1 = 1,2,3)

Die Koordinsten dieser Punkte sollen ein und derselben Ebenst
gleichung genigen, d.h. es bestehen die Gleichungen

é -
ci SN " y 7/
2. A, ¢ =0
y =~ i ¥r=°

Behauntung:

Die Deteminante des Systems muss verschwinden,

}.J

SO

X L X !
5 : ol B
. hT 2% BY
» («L 4™ i

Wir subtrahieren die letzte Zeile von ellen Ubrigen und er-

halten:

._"’Vf f‘<_¢2_' X . "D ‘-)"'
A
‘ ,{.1 pa Pb Ml
und nach den Elementen der letzten Spalte entw

ickelt:

g 3 3
(43 . e
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Dies ist aber dér Reuminhalt (SP, SQ, SR) des Quaders, der
durch die Vektoren P, 8Q und SR aufgespannt wird. Dieser
Remwminhelt muss verschwinden, wemn 8F, 80, und SR in einer
Lbene liegen sollen. s muss also tatsichlich
A= sein.
Offenbar ist diese Gleiclmng auch hinreichend.

Wir kinnen jetzt die vierreihige Determinante als
Hauminhslt euffassen und bekommen als Inhelt I eines Tetra-—
eders mit den Eckpunkten P(x%), Q(z') , R(z'), s(th)

A X ’ /
b, 4 ¢ 4* A
\J é
1 >3 >
2 /
3
« e /
i
2. Uann gehen 4 Ebenen durch einen Punkt P(x") 2
4__ ’(.(. X b “L(f xE ﬂ_
Z- ’L' X LR ]"t?: i/
Zowext rwy =
< g _
. d«d.’\)( g = (7’
seien die Gleiclumngen der vier Lbenen. Wir fassen sie &ls ein
. SR B ac e i e i g PR e L o SRR SR e _0
afuogenes Gielcnungssystem IUr ale vnbekannten X ,x7,x7,1 auf,

das eine nicnttriviale Ldsung hat, ds eine Unbd

1 hat. Hach Satz 2 1ist es notig, dass die Determinente des
Systems verschwindet, dass also:
| A ., {
a 2 Ay, {"{
, v, V, Y, Dy
w, W, w, w,|*= r ist.
| J., 2 <« 2, l’(f |
Diese Bedingung ist eber nicnt hinreichend, denn sie ist offen—

ekannte den Tert




ZUuSemueii . 18k
i

£1C] er il - '8l o 5 o Y ’ 2 < 2 oo
such erfillt, wenn zwel der Bbenen in eine
Determinante , sie verschwindetT

i 4 ‘ S (
ind, also

baxr
der

wellen in

\ @ .‘.g./ -0 LCILC
vierwy J
L ee. J

e et
IREXBRAR I

ANAr S e Y
ISARVISY 81

aviuliedd

> Ll al e . 1 2.1 1
= L L LE J VS 1y GllZZ2aiillETIL
N8 & =B Ay It

L1 jeder A
JO L 4 ULl iay AL

1.7
SeSCilLOUb Geil,

: “
; L ausge

una

) f
A —_ :'g

mKenrung .

35 fehlt noch die Um
Pair') € blx)

z] .S 30‘;}@) )

Hinreichend:

1D

"

Hierbei ist -p
K



$t. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

Notwendig: 85 Ao Sinrien £ .
AV VWO LW LE 61 deY 1lnversen traniformetion ist
P TS i
a ’
A% o SR
-
L Ty X
3 A
vle Kk missen sus demcel he Coprima s criamis o W s o) IR
K missen aus deuwmselben Grunde genzzelllg celn, wie
die Q~ k4. 1 2 . g 4|
ie J "\ B11 o AR - oy e e (| ;
K « LS00 gUCH Ule Leterminsente lH “ | . ES8 18t gberxr
f",' I
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Satz 1. Jede kubische Gl eichung
P =2 hadt + brtc =g

reellen a,b,c, besdtzt eine reelle Wurzel.

Also fUr hinreichend grogse l (e‘cw.vaf)l >.€70 )

( i
d< 2D |
N3
Kso pMN<s " A< =4, PR >0 mxr AZHL |
/0(7\\) ist fir ~/=sph< 1y stetig, besitzt slso in die-

sem Intervall eine Mullstells. g.e.d.

.

3\ i . - - e e - -
gatz 2. 4(1) (definiert wie in Satz 1) lésst sich inder

Form darstellen

PR (A-2) (2-0) (2-2,)
dabei ist 7Lq reell und 7\1,,/\3 sind endweder beide reellg
oder zueinander konjugiert komplex V/k\{;&;,f@}/ 7\3:°[—,.;;/5)

Beweis: A, &sst sich nach Satz 1 reell so wihlen,

-

i §
dass /P{?.,,) = ¢ . Also ist:

Lt o LML e )
)= p(a) = 1220+ A(V=%Je A (A1)

|

A =X) [V 40 4 afen)+8)
(A-2) (% LA +D)

i}

A : g 2
4,B sind reell. Die Wurzeln der Gleichung A J-¢‘77(+9:0’

sind = T : 0.5
A= =7+ Rt | )3;...;,-;}[3-})?" . ?L,_,?\j
L
sind reell oder konjugiert komplex. Is ist =+

-/\1* i :;7 A & ?5:(1‘7\7(7\-)93150 4’(2) ol (“X-?\") ()")"-}L{A‘l})
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§ 7 Trensformation quadrstischer Formen und Gebilde

auf Norusltypen.

7
Jede quadratische Form Z_ a. gk = AUx,x)
S 1K %

1 32 . . L. . i i
lésst sich durch eine Trensformation x* = é Cy

(S = %4,2..,.,2) 'mit }c; #0 in die Gestal‘t{zs & (Yl)z

bringen,wo die ¢, die Werte 1,0, - 1 haben kinnen.

Deweis:

Bs genllgt, statt durch eine einzige Transformation mit
nichtversciwindender Determinsnte , durch endlich viele
Trensformationen dieser Art hintereinsnder Q (x,x) in
die vorgeschtiebens Gestalt zu bringen. Denn ist D die
Trensformationsdeterminante von x — y , E die von
¥ —> 2,80 ist nech dem Hultiplikastionssatz D.E die De-—
terminante der Transformation x— 2z, die aus Xx—y und
¥ — z entsteht; die Determinante won x—> 2z ist also
von Null verschieden,wenn es die von x — y und von
¥y —» z sind. Durch Induktion fodgt das entsprechende
fiur die Determinante 4 einer Transformation,die eus
endlich vielen hintereinander erzeugt ist; A ist von
Null verschieden, wenn es die Determinanten aller erzeu—
genden Transformationen sind.
Wir beweisen den Satz nun durch Induktion nach n_/J Fur
n=1i1ist Q = 311(x1)2. Entweder a.ﬁ =0, daom hat Q
bereits Normalform mit 51 = 0 ,oder wir setzen 844= i_,la1 11
(¢, =+ 1) ud x! = .1_Y1 , also Q = ¢, (y1)2 f
el
Wir setzen den Satz éﬂf’ Formen von n - 1 Verénderlichen

- P

i)
als richtig voraus, und betrachten Z 84 X X .

& k=a



| &
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Jir unterscheiden drei Fille:
L) glle B4y sind Null,Dann ist nichtv'zu beweisen,denn
J hat schon dis vorgeschriebene Gestalt mit a,, = ---'-'-f..,‘o -
4) alle Koeffizienten a;4 der quadratischen Glicder sind

sl

Iull, s1h 84, #0 (i k). Durch die Transformation
yUmnumuerierung der Verinderlichen" (Determinante + 1)
lésst sich dann erreichen e,, # O. Die Trensformation
=yt + 9%, 2 =y} (122 ) wit der Determinante
1 1 0° . .

C 1T .8, &« o

0O 0 1. « .| =180

% | w8 g « O

O - e L ] . 3 1
| | . ik ~ ik
| fihrt hierauf® Q(x,x) =)\ ajg X in 2_ b Y'Y

i < k=1 A =t
{iber,wo ein Koeffizient eines quadratischen Gliedes vom
Null versciziedenbixd; man findet némlich
— 1 - - = o -
Doy =gt 28, + azz,ﬁ, n.Ve 8,4 = &85, =0, &lso in
der Tat byy = 2 &4p #0 .
Also bleibt nur der Fall zu erledigen
J—«) ein 853 # 0; durch evtl. Umnwmerierung ist dann
841 # 0 zugerreichen. BEs ist nun

Ux,x) = ey, (xhH2 + 2 i 8q) =+ Q (x,%) ,

K¢~
2 |
wo Q' eine quadratische Form ist, die nicht von x1,
sondern nur von x2, ol il ,xn abhingt.
Nun ist fur 5, = %1 (£,=#% 1) und fur
844
: "
y1 - Ia'11lx1 +57;—‘_ ik xk ¢
=2 la
11l 3
[ 7
/

!

& " ’ / a /

\ also Q(x,x) =£,76y1)2 + R ( xz,. . s 8 $x) ., wo B 6ine

N

cat i in x@
| quadratische Form in x< . ., , | ,xB jq4
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Die Transformation
Ve

o I 1 N - g k
| 7= legy =+ g0 Dk x

' K-z‘i\\a“;‘ 5
| yl - xl (i "‘5‘2 ) ’

( D(}terlﬂinan‘te ‘}m. IS . e ‘

g 5 o+ = =

H

ihrt also Q tiber in

¢1£I1)2+R (yzf PR S S n)-

o

ist eine quadrstische Form in nur n :- 1 Variablen.
Nach lzzgduktionsvoraussetzung gibt es eine Trensformation
} yj':Zcizk (i=£__2_,...,n)
e i :
| wit |op | £ 0, die R, . Ly @) o (21
| dberfihrt. =

Dann fihrt die Transformstion

I

o
r Zc;zk (i=2,. « «,n)
K=1

( Determinante |10 0 0 * O [

| O ;

! b

|0 Cx £ 0
1€ \ )
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llun betrachten

@;( X,x) + 2 L(x) + A = 0 ., Nach dem Frilheren l&s

durch nichtausgeasrtete Transformation X —y

in
n -
5. (Giy2 = i
(J) 4%_45(3{) +22 by +A=0 ;
’ 4=y
evtl. durch Umnmumerierung kérnen wir erreichen :

e +0 / e 74 ¢ £ 2

Denn wird (J ) = .

2. 5. ltnt)® al o] LS L 5
RS

( fur r+ 1> n bedeutet 2  die Iull)

i - 3 i
jir setzen 2~ = ¥
e .
i s
b2 =
2 P
i
z* =¥ s + 1
(Determinante |1
11\
e 9]
bs
1
O 2 -
&

und e:m lten

wir die Scher queadratischer Gebilde

i -1
biz + l.".' . O .

zwel Normaltypen fiur J :

in by # 0 (etwa bs) fir v + 1

358

sie
sich

iiberfibren

174 . A PN

=1 .. .0):

N
=
[N

n.

< i gus—1

£ i<€n

-‘;bs ;40

| ) ‘
=-O .

( 2)2_ so(y)2+2 3% + B




