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L
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[

i
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Um viele geometricehe Beziehungen und
analytischen Ausdyuck libersichtlicher zu fass
ez dey Dinfiihrung " unelzentlicher Elemenbeg"
deraden, Ebenen usw.) Den ARlase dazu gab (De

1636) die Theorie der Perspekiive, deren eiaf

ihren

en, bedarf
(Punkte,
[y

Sal g "' ,

achpte He—

griffe wiy im folgenden Paragraph behandeln. SpEter wird
eine zweite Art uneigentlicher Elemente im Zussmmenhang

mit den EKomplexen Zahlen eingeflithyt wexden,

b ¢ N " Ba 2% £ S

Vo rberT &l T UL E i
Taandl dnlr Parms: Damlrts pad Covrsden
Ifiencligh Terne nEKtEe Bnd eyradels

Die Punkte eizmer Ebene werden vom "Pro

( ' nichtparallel e, S nicut auf e') dur
crschyift abgebildet ( " Zentzalprojektion

v Zentralperspektive" ) @ Das Bild des Punkt

Jektbions—

gentrum® 8 ( § night auf e ) auf eine"Bildebens" e!

" pder

eg P auf

¢ ( Fig. 1 ) ist der Schnittpunkt P' der Geraden © P=p

( des "Projektionsstrahls" von P ) mit e'.

I p
¢ | PP

s

g
Durchlsuft P eine Gerade g in e, so durchliuft &L}F’

die von 8 und 3f aufgegpannte ZIEbene Eﬂ, also durch-




St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie Il - 1929

J
L#uft P' die Sehnittzerade g' wvon _y und e's Wir erkennen:

e

Die Zentrelpersnektive flihrt Geraden in Geraden iither,

Vle Zuordnung P 9 P' sk kann man zerlegen in die Zuordnun—
gen P -3 p und p -» P'. Die gweite Zuordnung ist vom sel-
ben Typ wie die erste, nur in umgekenrter Richtung. Es ge-
nigt also die Zuordrung P <2 ? in beiden Richtungen zu be-
trachten. Ebenso beherrscht man die Abbildung g -3 g', wenn
man g ;ﬁ f beherrscht., Wir betrachten zunédchst P -9 p

wnd g - * (Abbildung der Punkte und Geraden von e auf
das"Blindel" der Geraden und Ebeneny 8Burch 8). Diese
Abbildung ist offenbar eindeutig und etetig, Sie fiihrt
lberdies "inmidente " Elemente in ebensolche iiber., (Ein
Punkt wund eine Gerade oder Dbere heissen inzident, wenn

der Punkt der Geraden oder der Ebene angehtrt; eine Gerade
und eine Bbene heigsen inzident, wenn die Gerade in dexr
Svene liegt; zwei Punkte, bezw. Geraden bezw, Lbenen

heissen #mincident, wenn sie zusammen fallen),

o

ki

5

tgegen ist zundchst p -» P ung @ -2 g nicht
iberall definiert ( im Definitionsgebiet sind offenbar
auch p - P und J-—agg eindeuig, stetig und inzidenz-
treu), Diejenigen Strahlen P durch S, die e

parallel sind (Bezeichnung ;)Oo), heben keine Bildpunkte,

ebenso hat die Ibene gtb’durch S parallel e keine

Sildgerade.
Wir fiihren nun in e Punkte Pa. und eine Gerade g-.-
(" unendlich Fferne Iunkte ", " unendlich ferne Gerade " )

4lg Bilder der Pe.und pooein, und nemnen diese dann und

und nur dann mit den ibrigen Gebilden der Ebene oder unier—

einander inzident, wenn die entsprechenden Elementc des Piindels

4]

S es gind,

Lif]
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Hieraus folgt:
a) Jede Gerade g ausser g, besitzt genau einen Py,
dent in der Ebene O durch § und g givt es genau
eine Farallele D.. zZU S.
b)zwel von g, verschied-ne Geraden gl}gz gind dann
und nur dann parallel, wenn sie durch denselben P_,
gehen. Dewels:
haben einen
Pl )6‘2
2 s Bo
— B _?Str hl p gemein; s-in

2ild P haben slso

g 8§, 8emein; damit

N :E\g_’:,:i S sy—(-> 1,82 Pavellel sind, ist
/ 'v:}' f*%nntwendig und hinreichend,
| dass Dyekein elgentli-
1?_ /"J cher Punkt ist, also
- Fer -4 P= B,
c) eaus a) und b) folgt: Beliebig viele Geraden g "G

cind dann und nur damm einander parallel, wenn sie durch
dengelben P4, gehen, Bezeichnen wir also alle Geraden
durch einen Punkt sowie slle einer festen Geraden
parallelen Geraden als "Geradenbiischel" und alle Ebenen
durch cine fecte Gerade als "Ebenenbiischel", so gibt:

Tie Geradenbiischel 1in e entsprechen wmkehr-
bar eindeutig den Lbenenbiischeln durch S,

d) alle P, liegen auf g, und alle Punkte von g_,

Zureammenfassend:
Indem wir der Ebene e in der angegebenen Welse

unendlich ferne Punkte und eine unendlich ferne Gerade
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zuwelsen, wird die Abbiléung (p,d/ ) = (;F:g) unkehr-—
bar eindeutig und inzidenztreu, ( Hierdurch wird auch
die Zentralprojekiion e = e' unkehrovar ¢indeutig
und inzidenztreu, wenn man Tir e' dieselben Fest-
cetzungen trifft wie fiir e. Dem P_ und B, der
elnen BEbene enteprechen die Muchtpunkte und der Horizont
in der Bildebene). Wir mennen jede Ebene mit Einschluss

ihrer unendlich fernen Klemente eine "projektive"Ebene,

11. Dualitétsprinzip,.

Ir der projektiven Ebene gibt es keinen
Parallelismus; 2zwischen Punkten und Geraden bestehen
dieselben "Verknﬁpfungsaxiomen“ vie mwigchen den Ge-

raden und Ehenen eineg Biindels :

Findel: Projektive Ebene:
2 Geraden bvestimmen genau 2 Funkte bectimmen genau

gine mit beiden inzidente Ebeng|eine mit beiden inzidente

2 Ebenen begtimmen genau Gerade.

eine mit beiden inzidente 2 Gerade bestimmen genau

Gerade, einen mit beiden inziden-
ten Punkt,

Diese belden Axiome der projektiven Ebene haben algo die
Symmetrieeigenscharlt, dass sie in sich selber iibergehen,
wenn man die Worte "Punkt" und "Gerade" miteinander

vertauscht,

Also_ergibt jeder Satz in der projektiven Ebene, der

aus jenen Axiomen allein folgt, einen weiteren ricHtigen




St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie Il - 1929

» 6 *
.g_:l"l !
gatz, wenn manvihm die Worte "Punkt" und "Gerade"

vertauscht vnd alle Inzidenzen ungeindert 1Zsst. (Dua-

litdtsprinzin).

Line Abbildung der projektiven Ebene auf sich
heigst " Dualitdt" oder " Reziprozitdt", wemn sie
umkehrbar eindeutig und ingzidenztreu die Punkte den
Geraden und die Geraden den Punkten zuordnet. In der
"guklidischen Ebere " ( Eberne mit Ausschluss der unendlich
ferren Ehemente) gibt es keire EReziprozitét, weil pa-—
rallele Geradeqkeinen gemeinsamen Punkt haben, dagegen

zwel Punkte stets eine gemeinsame Gerade.

Aufgabe 1.
Crdnet man in S-Blindel jedem Strahl die auf
ihm senkrechte Ebene und jeder Ebenec den auf ihr senk-—

rechten Strahl zu, so entsteht in e eine Reziprozitit.

I1T.

Zur Topologie dex projektiven Ebene.

Abgesehen von den unendlich fernen Elementen
von e ist die Abbildung S = e umkehrbar stetig,d.h.
konvergenten Punktfolgen in e enteprechen konvergente
Gerndenfolgen duxch S und umgekehrt, In den Py, ist
die Konvergenz nicht definiert. Wir definieren nun
allgemein Punktfolgen in e als konvergent, wenn es die
sugehtrigen Geraden folgen dureh S eind, und sagen
von einem Punkt in e, er wandert stetig, wemn es der
Bildstrahl tut,

Es enteteht das Problem, eine Fliche im Raum
zu finden, dic auf das S-Blindel, 8lso auch auf die pro=—

jektive Ebenc umkehrbar eindeutig und stetig im gewbhn-
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2§ ST ',," L e - e
~ 8 =0, =y - "-"’ P Nacn oo
1 o T oy 1
I nies =1 ._;-M.,_._..—l_.lu;w ».._,J..L;_’C-Ltexli;.

[l - ¥

o - e Y .
sLLLL = e
e e

P, Q, €8 in e gegeber ( P und Q nicht zuf

8
ongt beliebig). Wan kann stets stetig von P nach @

kormen, omne g zu treffen. Mit andeven Worten:

Ane Gere zerlegt die projektive Ebene nichts

- — e e T T
Uag Doppelverh8linig,

‘I-:,_ -4
el ic 4
=
/.

Die Strahlen a,b,e,d durch 8§ treffen g ( nicht durch

S, wsounst belieblg) in A, B, €, D unéd g' in A', BY, &' 8

AD= 3B C »
AC BC
("Doppelverhilinis von 4,8,C,D" weil (A B C D) = ~——dfoe—-
g AD BD
Denn gilt der Satz, der schon Pappus bekannt war:

(AL{_}D):(.&'E'U'D')-

+ habe von § den Abstend h. a,b,c,d mdgen auch
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-
ie Sltrecken AG, BE, C§, DS bvezeichnen. Donn ist
AABE =142 AB, h=1/2 ab sin (8,50
\lso dureh Broeilern und Kirzen:
AC*h -+ BD*h a2 ¢ gin (a,¢) b & sin (b,d)
(ABCD) = = - - .
Al»h * BG-h a d sin (a,d) v ¢ sin (b,e)
ain (b,d)
gin (b,c)
Dieger Ausd ron (en vier Strahlem durch 8§

nicht mehr von g ab. Br heisse (e,b,c,d) " Doppelver—
h#ltnis von a,b,c,d." Wir haben

(ABEC D =2, & dk
Bhenso nabtirlich:
(A'R'C'D') = (&,b,c,d)

niersus (A B CD) = (A'B'C'D').

lian boweise mit derzelben lethode:

a Projiziert man Fig. 44 =0 bleibt
5:.\\ AC - BA »CB
\\fdf 5C « CA . AB  qyngetndert.

&

RS

i __,__,_—JJ—J—*tT*"‘_QZEvergl. Severl Complementis di
1

e

A

geometria projé#%iva .50 (Zolog-

A. na 1906)

T e
L

Tat einer der Punkte A,B,C,D, 2z, B. D, der unendlich

ferne Pankt von g ( also @ I g), so ist, wenn wir in

diecem Fall (ABCD) = ( a,b,c,d ) definieren ,

(LBCD) = =%
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Denn lassen wir (Piges 5) g' gegen g =0 konvergieren,
g

ase g' gotets 4 schneidet, so ist

KA s i | s | Dl’
fARODY = v v oo AY & (AYTERUOY T = * B
\.L—a'-J-j',.' - ('J-,L,C,".—.; o Lad .La C/ D ) - IJ')_TF}! s ..;“h." Df

Ay 11 L] '
filr g' g wird = =240 wg B0 o 1,woraus
d 1 B! @ B 0 T

die Behauptung folzi.

Un zu drel Stzehlen b,e,d cinen Strahl a zu
finden, der mit b,¢,d vorgegebenes Dv. ( a,b,c,d) = =%
hat, ziehe man gemiisg Fig.H eine beliebige Parallele

gk &, und bestimme A auf g so, dass

A 5 1gt der gesuchte BSirahl,
L 1sT zu gegebenem B, C, x eindeutig auf g bestimmt

vergl. Adusarbeitung anal. Ceometrie I §§ 1, 2 ), also

AT R L - e 3 S e
tat guell g eindeutilz bestimmt,.

el —

L i = e o o T 5 T o i
Zu drel Btrehlern glivegs Bischels gibt eg senan

cegepenen  eln vorgegebensas

Um zu @xrei Ponkten B, C, D einer Geraden g einen
gierten 4 mit (A B C D) =X zu finden, geniizt es,von
einem beliebigen Punkt © ausserhgld g aus S B = b,
SC=¢, B8D=4d, szu zgiehen und nach dem vorigen den
Strahl & durch § mit (a,b,e,d) =X zu l{o_n-strliieren;

a @schneidet g in A, A dst also sindeutig hestimmt,

Zu drel Punlkten einer Geraden glbt es genau einen

vierten, der wit den gegebenen ein voXgegebeneg Doppelver—

hdltnis bildet,
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10.
Tur.

Persnektivitsit und Pro “} slrtivits

@

sktivitit nennen wir die Abbildung einer ge-

d.h. dzr Punkts einer Geraden mit Einschluss

—

rafen Punktreins
ihres unendlich fernen Punktes ) suf eine sndere, wenn sie
umkehrbar eindeutig und doppelverhZltnistreu ist., Die Per-
apeklbivitidt ist aleo eins Projektivitit., Ebengo jede Abbildung,

die durch mehrere Perspekiivii@ten hinteresinander erzeugt

b

wird, d.h. die Abbildung g -+ g', die durch die Perppektivi-

titen g = " e 5(‘:1)_, g! definiert ict.

ﬂ'
K
Zine Projektivitit g = gjﬁ(ﬁeighen_m_ fﬁr&rojektive

Abbildung ) ist durch die Avbildung dreier Punkte eindeutig

Festgelegl.

Denn ist A4, B, C A' B' C' und D ein beliebiger

-

Punkt auf 4 B, so ist sein Bilé D' durch die Gleichung

Il

(L' B* ¢' D' ) = { 4B C D) eindeutig bestimmt

Eine Projektivitit g ¢ gl/ist dann und nur dann eine
Perspektivitat ( Zeichen z = g' , 8 das Projektionszentrum),

j@ )

ST Y

or Schnittpunit P (g, g' ) sein eigener Bildpunkt ist.

|
1€

ax dag Pestbleibven von P nobwendig ist, fLolgt

i

sue der Definition der Persnekcivitit; Das Bild P' (autf g')
des Punktes P von g ist B! ( 8 Pi g'). Also P' = P,

Dace fie Bedingung auch hinresicht, folgt sams Fig.6b
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11.

T = 2

% = g' ent egen der Vorsussetzunz, Die Perspsktivita

AB g PA'B'g¢ cle stimmt

Al
=i
i
i
+
T
[
5
o
e g
P
=
o]
=
i
(1]
v}

rleo mit der vorgesebenen Projektivitidt in der Abpildung
dreier Punkte ilberein; dasher isgt sle mit dieser identisch,

Jede Projsktivitit =z g' ldsst sich sus hochetens

* T o, = P R - ‘ - o
el FerERefLtiVITEied ergeluren.

Penn sel dile gegebene Abbildéung bestimmt durch

A B C At B' G' (Mgz.7). Denn ziche men eine beliebige

Gerade g" durch A' und bilde g.‘,-/
7\*5 A A7
. -
— =
j; =
g
_— 3y _d_oar

[FS|
=
U

-3

£

von cinem beliebicen Punké 5y auf A A' eusserhald g und g":

g 2'g". Hierbel seien B" C" die Bilder.von B C. Also

=
v
<
>Ijbu:

At BWC®™ . Die Projektivitédt g"w g', die duxch

A" B" C" ~ A' B! C' gegeben ist, ist nasch dem Vorigen eine
= S84

o

Perspektivitét. Aleo 1st in der Tat 4 B C - A' B! C!
8y S
erzeugt aus A B O =% A B ¢"§ 2241 BY oY,

Eine Projektivitit A B C = AOBOOO von g auf sgich

selbet ist erzeugbar sus hfchstens drei Perspekiivititen,

Seli g' e¢ine beliebige von g verschiedene Gerade durch
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1 ]
2
-
-
=4
(I
1
&
3
¢4}
L8]

A vnd sei B3 susserhalb g ung

> w2

- X I, T
A DL = A B O Tie Aubildung 4 B! 0 —- 4 B @ ist wusch
~ 000

. ) .o_er
dew Vorigsen puo gwel Psacspaktivitsten s, meew

fr | 3 { A 5 A ;
(LB C ho Bo Bg) = (A BC T ARG - 4B0,)
we drelern,

-y

i Lubiliung siner projektiven Ebend%mul eine

Dlus

Vi !

niereyoder sich eelbet, heisst Projektivitut ( Zeichen
e x &', wenn sie die Punkte und Geraden von e auf die

Funkte und Ceraden von e! oder sich selbet

1) unkehrbar eindeutig und inzidenztren
?) doppelverhiltnictreu fiir jedes Punktewes qW

den =bbildet,

Ml

Die Fermpelktivititen ( e = e' ) =ind Projektivits-

o el jet dann wid nur dann e fe', wenn die Schnitt-

Wir untersuchen jevzt, ob jede Projektivitit einer
/.n
mUene aut F’%le gt durch Perspektivititen ( eul Bndere
Hilfsebenen ) erzsugbar ist.

Hilfsatz 1.

Vo ' &, B, C, D vier beliebize Punkte wllgemeiner
Lege in e ( du.bh. keine drei auf einer Geraden ).
D' auf AD, # A ¢%(B C, AD ), sonst beliebig.
Beh.: Durch gwel Percpektivitdten li#sst sich
ABCD in A B C D" ilberfihren,

Bewels: (Pig. 8 .)
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e

il
e Ty n

!
3 e 7
=
~ r
o ' /,_,-;_"_ B
o L
e
3 - .
"—mlf_{-', " o )
J:)

Die Shene eX § e eci beliebig durch B C gelegt. Von
inem beliebizen Punkt S eusserhald e und e¥ wird

K 5
e = ewr projizicrt. Debel sel A D = LAXDX
DX und D" liegen n. V. beide in der Ebene 4 D S. A S und

n &leo einen Schnittpunkt 5%, Die Abbildung

s ok ] il
ef % e liefert  AX DX -—% A Dw,
Wir heben also in dexr Tat
= x
o
AB3cD 2 a¥BoDX2 A3BoCoDM.

Vor: A, B, C, D und A B C D' allgemelner Lage
in e, <const beliebig.
Beh.: Durch vier Perspektivitéten lisst sich
ABCD in ABC D
ibgrfihren,

Beweis: Sei D" der Gchnituvpunkt von A D und B T* (Fig.9)
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14.

age DV auf einer der drei Geraden 4B, BC, Ca, wmo
piilte due Gleiche von einer dev Geraden AD oder BD?,
nigegen der Voranesetzung,

taeh BI]festz 1 liset siekn

@as mwel Peropelktlvien erzeugen, Zbenco

indem man in Hilfssats 4 h 3 T

( n fllissetz 1 A, D, D" durch 3B, D' D' er-
setat). Alse

! ey B, T*D x= A3 T D = ABCI

us viersn,

Hilfssa

selen in zllgemeiner Lage in &, sonst beliebis,

B eh.: Van Exsan

ASCD 7 ABOD'Y - ASCID' - AB'CIDY = A'BYQID!,

Eal

Au? jede Teilsbbiléung ist Hilfssatz 2 snwendbar.

Vi=» Punkte ARSICEDY  ollgenelner Lage

Bewels: Hzhen die acht Punkte
AR Bf Ct I} 'I Btz C'? DY
! ’
allgeneine)¥ Lage, =0 geniligt Hilfesetz 3 Sonst lassen gich
" 2" 1 i
AY, BY, G%, D
g0 bestimmen, dar: die acht Punkte

A,' -, D’ _;Lil,. -, o
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und dic scht Punkte

allgeneine Lage huben. Wir wenden Hilfssatz 3 zweimel en
}
indem wir die Abbildunz 4n

A+ =-+-D T At o< = 4' - <~ < D

Zine Projektivitit der Zbene suf gich oder

ey

:dine endere Bbene ist Gurch die Abbildung

vom vicr Punkten all-emeiner Lage eindeutis

begt 11__1*_;_._

Beweis: (Fig./4)

Figd0

Wenn die Bilder der Punicte allgemeiner Luge

v

A; B, 0,
bestimmt cind, so auch éie Bilder der Geraden
AB und C D,

also auch d@s ihres Schnittpunkbes BE. Weil 4, B, C, D

cllgemeine Lege haben, ist E von A, B verschieden, Da- von
J der Geraden A B die Bilder dreier Punkte 4 B F bestimmt

¢ind, so nach dem Prilieren die Bilder aller Punkte dieser

Geraden. Entsprechendes gilt von A C und 3 ¢. Ist P

¢in belieblger Punkt der Bbene asusserhalb dieser drei Gers—

den, und Jﬁ eine Gerade durch P, die jene drei Geraden
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16.

.‘. : rs
- ,]- —_— 1_ -.1'1 Pl
lzo die aller Punkte vonf=, els

)
(o]

auch das von P bestimnt;

Le Densuptet war.,
Qatx 2 Tads Deawad T R S 5 =
RaVE s gede Projekbtivilit einer Wbene auf sich oder eine

sndere Sbene 13:zet sich cug endlich vielen Per—

cpttivititen erzcugen, Die Bilder von 4 Punkten

w

llzensiner Laze kann men willkiirlich Vorzeben,.

L]

uE genlgt, den Batz Lir Projektivititen e - e zu
~
beweisen. Deona eine Projektivita e - el ke i i
Jektivitét e - e! kann ich durch eine
beliebize Perzpektivitiat in

(5

= al o a1
Py ~

zerlegen, Seisn nun

vier Punkte zllsgemeiner Lag von e und A'!' B' C' D' inzxe

vorcesebenen Bilder, Dann kenn man nach Hilfssatz 4 durcn end-

lich viele Percpektivitiiten cine Projekiivitss
ABGCD = A'"B!'CrDY,
L
~+ellen und nach Satz 1 gibt es keine weitere Projek-

tivitit diesexr ATt.
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17

rie Tolgenden Bepriffe und Sitze stehen denen tbsr pro-
Jeltiive Tesw. pergpektive Punkirsihen dusl gegenibers

Ferpdenbis

chel heimsen projektiv anfeinander

pze®ildet, wenn jedsm Strehl des einepn Blschels umkehzrbar

cindeutiz einer des ancern entepricht, sodass das Doppel-
verhiilinis vierer beliebiger Strehlen des einen Blischels
stets gleieh demader Bildstrzsnlsnd isth.

Ferepektivitit helset die Abbildung zweier Geormden-—

biigck bel der die Schnittpunkte entsprechender Strshlen

eine Gergde durchlaufen, Diess heisst Achse der Perspekbi-
vitit. (3ic entevricnt dem Projektionszentrum bei der Per-

o

neletivitist mweier Punicbreihen.)
Jede Persupektivitit swelex
Projeltivitit.
Jede ITrojektivitat zweler
dung dreier Strszhlen bestinmmt,
Zine Projektivitit pwelier
und nur denn eine Perspektivitzt
der Scheitel sgich selbet entsnri

G

Ist umgekenrt G Gf
S
und seiff a, &' und b, b' zwe

mit der Achse

Jersdenbiischel ist eine

Riechel ist durch die Abbil-

=y

Heradenbiischel ist da

=
e

wenn dis Verbipdur

aht .
3ind die Bliscnel wit den
3cheiteln G, G' perspektiv
und ist

=,

P P(&GY,s), soent-

sprechen tich definitionsge-

nmiss & P und G' Fj Q.h.
G! entepricht =sich sgelbet.

= p sein eigenes Bild ( p=p')

nare enteprechen-
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18.

der 3treal o S

o1 Strehlen § mit den Schnittpunkten 4 (a,2'),B (5, 11},
o bevrachben wir die Perspektivitat @ =. G' nit dey
Achse [ A B e e o -
o © U4 B)e Sie hat mit der Segebenen Projektivi-

b dle Abbildung dreier Blemente popein

( P, &, &

¥ =P, af, B ),

lzo mit ihr identisch,

Auch im Ebenenbiischel ldest sich das Dovpelverhilt-
nis vie rer Elemente definieren,, Scineidet man nZmlich dss
e ( Pig, 12), die die Achse 8
des Bieschels in S durchetdst,
=0 entsteht in e =in Strahlen-
blischel mit dem Scheitel S.
als Doppelverhilinis vierer Bbe-
nen aus (s) bezeichnen wir
¢as der entevrechenden vier Ge-
raden sus (S). Dies Doppelver-
hZltnig ist von der Wzhl von e

vtnebhingig, Schneiden wir das

g ““-’§£7.}2_ Ebenenblischel (s) durch eine
zweite Ebene_Je', 50 entsteht ejin Strohlenblschel (s1),
decssen Streshlen wir aus tenVvon (S) erhalten konnen, wenn
wir von einem beliebigen Punkt Sc von £ aus e auf et
projizieren, Alle Doppelverhilinisse entsprechender Strsh-
len in (S) und (S') sinddso in der Tat gleich,
Das Doppelverhiltnis vierer Ebenen eines Biischels

ist gleich weed dem Doppelverhdltnis ihrer vier Durch—
cbosgpunkte it eincr beliebizen Geraden, die die Achse
nicht tzifft.

sum Bewels schineiden wir das Rischel nit ginep belie-
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big donrch dile Gersden gelegten Ehens. 19,

B 1§ enteprechen vier Htvahlen “,h,e,d, ule dgurch dis

Durchetosspankte A, B, €, D gehen, also { 4,8,0,D) =

V1. Proporiion und Doppslverhiltnis.

Wir wollen »it dem Lindel 21llein zu drei Punikten

B, C; D ciney Geraden g den "vierten harmonischen"

iir legen (Pig. 13) dureh D zZwel Geraden

und durch B eine Gerade h, die gy, §; 1in By By

- 515
L 2 =
bl li e

d
1]
t
|
il
|
LUJ
‘O
B
=
=
[9]
Ca
2
C2
]
I
[

8 cei ein pelieviger Punkt
cuscerhelb der Zeichenebene e,

a! sel eine beliebige Ebene

perallel der Ebenept (%Elgo).

A

iir projizieren e von S8 auf e'. Das Bilga g' won g
jet dann den Projektionsstrshl S D parallel, also

A, B, © = gt Gt
( —\-: B} 3 D} —~————Tf3L' 3] :

( 4!, B', C' die Bilder von 4, B, C)e
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20,

& rLrd LAl ale unsendliph ferne ':}?5-'1'&(‘13 Ton @t abgebildet
-
raden in =2, die sich aut gp cchneli.n, gehen =lso itber
im Parsllale i 5 e 3 8 -
in ¥ llelen in e',Daus in e! entworfene Bild von Fig,13
it also darch i, 14 receben

Ce'y I e, l" 1'1"1'):

S0€ der Figur folgt unmittel-

bay
Bj L'f: /
AT e . = ) el ] . ;
_Z. ot Bt C _Bflg|l=0|A,'
,;’ R \ eleo in der Tat
!{ L /’“.. '»ll f .
g “ \ R e, R
\/ 2 2 L =(4,3,08
3 Lt (vergl. hicrzu und zum folgen-

den dzs 1. Hapitel der Aus-

roeitung "anel.Geometrie IM),

Doeseloe Abblloungprinzilp erlsubt offenpar such fir
Jjedes peliebige rotionsle X & die Konstruktion des Punkts
A mit (4, B, €, D) =X mit den Linesl allein, Denn der
Funkt A mit

ist durch Pursllelen Konstruktionen in et bectimnbar;
ihnen cntsnrechen in e Konstruktionen mit dem Linesl al-
lein, da Parallelen in e' din colche Geraden in e Uberzchen

schneiden, In Fig.l5 ist die Xonstxuktion

®iey 35, Dee Abbildungsprinzip
fihrt zun Bewels eines wichti-
gen Satzes. Wir nennen jede
"Kollineation" jede Abbildung

gine Hbene guf eine cndere oder
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21,

P ey e 4 e T ‘T 2

Iraaen LCZ el nen Mochne Tmi shrbar eirvdent 3_"- L ‘I::l.: ne

& Dunkle nnd Gerzden der andern abbil-
ety Jede Projekbivitiut ist ecine Nollimestion. Wir be-

1L B e

Jede Hollinection ist eine Projektivitit.

WS =e R et Rl L T gy T T 2 : i
113 sviglien zaunichst: Eine Eollineation, die viex

et e o e e e i g 5 i 5 s
funkte wllgereiner Lage festlémst, ist notwendig cie Tden-

zur Bbene (85, c). Die Ferspek-
Lo S
Vivitit s = @' Tfihrt é&* in die

unendlich feine Gorade von e

D iber. De¥ Xollinegtion K in e

entspricht a2lseo sine solche Kol-

lipestion K' in§ e', die die un-
vuilich ferne Gerade in sich Ubsrflhrt, d.h. die peralle-—

lentren ighb, Eine colche Xollineation izt aber clne ATfi-—

e T T : :

% VOR M9, By, € eind gred

elizentliche Punkte allgemeliner Lege in e! ( da Ay ,B., €
i 5 A,

nicht euf ¢ liegen), die von der Affinitst K! festoe~

lascen werden. Also ist X' die Identitit. (Ausazheitung

se Go I, 1o Kepitel), zleo auch K din e, héchetens die
Punkte von ¢ cusgenommen. Es iet sber klar, dass auch
tie Punkte von £ ILestbleiben, dass ulso K wirklich
die Identitdt iect, denn cbenso wie oben kann men sus Sym-

metriegrinden auch zZeigen, dass K alle Puniktte mit =llein

(o=
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icher Ausnehme 2. B. der Geraden B C festliset,

insbesondere 2lso die Punkie von Ge

Ler]

n zedigen wir, dass jede Kollineation K eine
Frojektivitdt ist, Pihrt K die Punkte 4,3,0,D allge-
, DV iber, zo betrachiten wir

ie Projektivitit P, die das such tut, Wir heben be-

lesen, dgss eine solehe Projcktivitat existisrt. P unter—

Punkte A', B', 01, of Yilso ¢urch die Identitat, d.h. P

-+

i8% mit K identisch, ¥ ist =ine Projekfivitiate
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23,

[}

2

FProjelctive Koordincten suf der Geradens

I. Definitionen und SBtze.

Wir wollen die Punkte einer gGeraden g so durch Koordi-
naten bestimmen, dass der unendlich ferme Punkt von g vor

den Ubrigen Punkten von g nicht mehr susgezeichnet ist; zu

diecem Zweck sehen wir auf die Beziehung zwischen Punkireihe
: 4 nhiisehel zuriick,
Q0 eei ein Punkt
. .?* euscerhald g (Fig.lT7)e
M4 In der Epene e (0,8)
s fihren wir irgendein
l ~FTines Koordinztens
« % sten xl, %2 pit dem
% 7 f Urcprung O und den
Yz ¢ ; = ) ra, ¢,

};Au@v_gtoz%ﬂli¥=hF=g=g?
A ” ' qk ein. %f gei der Punkt

(1,1) in diesem Sycotem,

Lle Koordinsten irgendeines Punktes P auf g bezelch—

nen wir die Koordinaten jedeg Funktes P' in € csussexr O,

der von O aus‘&ﬁ%7 cuf o din P oprojizicys wirxd, d.h, der

-

auf der Gereden O P  liegt,
sind P ( qug?) und P' ( zljmﬁ) zweéi solche Punkte,

i A
go 15t OP =2 ° 0P (y} o zeell), , elsoy™ =2 25

B 52, sowoh1 (3L 7 2 ) ple auch ( z* ,2 ) =ind definitions-

centissToordinaten von P; die bediden projektiven Koordinaten

cinss Pankts von g verschwinden nie glejchzoitig und sin

et

bis suf einen nicht versehwindenden Proporiionslitiétsigktor

e b{,“tiz‘ﬁ"‘u.
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OifTenbar erhalt ench der vnepdlich ferne Ponkt wven =

ndliche Eoordinsten; nimlich die jedes Punkts ( ausser Q)

vor O sng. Denn erhilyg

A7 die Koordinsten: - belisbig =

n i

il
<
N
v
5
=
\?
e
H1
g
-+
Q
Vs

F
Il

i

I
(@]
2
ot
@)
i)
I_l
bty
C'
o
i
2

=

o T _,_ ey e s, Wi e T T, | ‘
1=t P (x—,x* } won diesen Punkisn yverschieden, so.isk

Ly ~
i = XL = P& -
e g “ 1 woreus die Benaupbung folgt,.

a

Hiernsch kann nan nrojekbtive Xordinaten suf g such-eine

flihren, ohne g =2u verlagsen. Wix zeichnen wilkiirlich drei

Funkte A, Ap, B enf g azous, geben Ay die Koordinaten:

. TR - q PRt n e : . - = . my e g dm il ?—
X" be'iebig f: 0, Xl = 0, unl definieren slz Koordinaten _--,] -

nen Punkts P irgendzwel nicht gleich-—

Jedes von A, vereschiede

neitig vergchwindende Zuhlen WL, X, die der Bedinzung genigen:

e

o (PEA 4 )

20

( Un ellerdngs (P B Ay Ay ) uzu bestimuen, wuss mén

sremsbtteten ).

Izt B (,xl, )("1 ) verschieden von A, Ao, o0 ist Q ( —,.{3-,\'2
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der e hay sone Taakt - 5 I i o =
= L GIL] 2 FUnx 211 P’ J'I..:L 4—;.2, ( % ? :‘..ln_a = = ll
19 q Tt S -
I 2in ZAL nodllen, wenn glle suftretenden Doppel-
rhal e : ndlich sind:

\
o
Q
o
g
1]
—
r'}_‘I
2
-
—
"
i
s
o
L
ol
o

|
|
|
|
|
]

Also

f i 5
- 7 ot fi T ] A5 o s
n, V.ist (P B by _-LE) cndlich und ¢ 0, cowiw
’ . o = :
I & B e ) == = = % ( P E #q n.?_) .

( P & An) = { h—:; | 1'4.;") o
( P E &y ~-'.T)

dieraus Tolst die Symmetriesigenschegft harmdnischer Punkte:
Ist Q harmoniseh zu P, Aqs A, 20 guch 2 zu Q, iqy Ao,
-1 = { }. P A A ) = ( P L :L--)o
1, 1 =2

sufgeve: Hzben P,Q,R,;8 besw. (le Koordinaben
"' b » "
¥, t, rL? g% (i = 1};J go iet, fzlls kein Nenpner verschwin-
det,

-‘ "y (s

p- p° ot ¢°

rl pd sl g2
(P,Q,R,E) = T .5 1 2

b p= i G

¥ .
sl 52 rl 2

(Zuy Beweie kann men (ie Determinanten sle Dreiecksinhalte

deuten.

II. Projektivititflen auf der Geraden.

Wir gehen in e zu einem nsuen sffinen Koordinasten-

o 'li 21t
system (¥ , x ) pit demselben Ursprung O iber;
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26,

' ' L SHMCST S P 2 Sy
Ay § nogen dabel ‘1» @2, ﬁ enteprechen. Denn gibt es

1 L]

vier Zehlen &Y b, - *

V 1len & I ( b & = 1'2) mit | aFk F Q0 , sodsss
dle alfine Trensforiation (W) 4 (i ) (i =1,2) die Gestalt
erhélt,

\ b= gl xlr g al x50

(]
P
-~

( a2 a2 = a% x
L p
o |

d8der alffinenr Ty are S e e i . 2
CEREL BLiinen Cransiorustion in e  entspricht sine

Pirojelrtdvitug i -- 3 i 3 ¢ "
Frojeltivitgt in g, Jeszen wir aslso wieder (x¢} uad (f)l

T g e T T L
LS Drojektive Yoordinatensysteme cuf o -:—:ﬂlf,f‘ﬂ' stellt (1)

& R (P WU N S e == =
4ot SLOJEIVIANVAEGAT aal z dar.
FERE Btk dupis ty) ,
ede Proiektivits y& saf & léset
a¢ Frojekbivitit (X*) ' » (xY) euf = liset

Y

ich in cie Sestult (1) brincen.

lenmn Seda Bendalredsrg -5 = i 1
JCL jRhe Frodektivivit sul g dist durch die Punkte

eotdmmt T.¥ ie dvroands
o~ ULLETE 3y in L .a___ 13 d [ T ]-le _.‘\ll mrﬂ:wb - -:h-l s Ao

22
Hy : Pareen "I-' o T=ted > F=] ! =,
ehens Wil bestiumenmn in & = Perellelogromudh

o, i - - (
X 1;, 012, € 1.1_11; ;11 Ly, codasz von O =ue auf g
y ; . ¥ N in 4 AAd E's
- in { ! '_:_,q ' _ﬂ’:."-u—-k-—x‘.ﬂa’__ ""'
4, R, M: Agy B ound 4 , LY ﬁ' (B0 1ziCTi Werdsh.

Tas 1eth TTANDEY G mrseae ot e} 2 - o y

Oiienber imacr ubglich. B zibt in e eine APPinitut
f A5 e -~ " r
(1), ciedy, &y, § in i, fj’ b-rfihrt. Ale Abbildung

i[: £ Lra s e Tt A3 = [N GRS 1 x
& geceuret, ist diese AFfSinitst die geruchbe Projekiivitus
-

ITI, Besichung zur affinen Koos rdinatenbestimmung

PR . S— »
Sl ey -.ri.',‘__c.uden.

Wir setzen =x¢ - 7
Koordinste von P (7\1 ,x‘) bealiglich ( B, 4,, A‘L')

und bezzsichnen 2 wls inhdmorene
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274

An legen wix

Piie P A= A 4 ST AL e -
g 4 i Tl Tz JHLo2 ."l.l .“..2) ginen endllichnen W ert,
i -i g6 2 ( _P|.‘| ) - 0 3 Z ( ,L'Jt ) = 1 - D 2l ‘r-.) L_l:_ (¥

ie Hoordinaten z =¢~ Bei, Ien neant dahex

allpankct! dnd

Z izt dm Ubrigen negativ oder posibtiv,

Diz gllgemeinste Projektivitat
ie Gestalt:
L}.{ + atz! !
2 = : 1 ‘ o's ,?F
2

'—;_-_] L .

Riickgeng

z' = ¥l

...... 1re @z on =
T T © £211a ,:l- = B & B B
DEClllaet, Islld &% 1
5 1
tspricht 2z =0, falls &, ¥=0; vegen
[

LM%W & + 0, v (2) ecxhglt cie Ge
-
._I“IL J‘:
i . 1 =
I + 7 I,
= G-
odeT wenn wir

2 2
Ca &y

1 = {".'.‘-, “ =1

|,_F‘
I
e

w1

pary

(v $ o)

Alle

und nur die Projektivititen,

.é.g_’ n auch

J‘;FI_LL;}_LE ;Ll, ..JLE,E-

je nachden gie

E und & A sednender trennen odex nicht,

W
PO o

&
o -

setzen ( b $ o)

).

xle A, festlassen,
L

(b)_o

heben die Zectalt

=

=

Wine bezonéer

leatung hat Z, wem
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Ag Q=T unendlich ferne Punkt vou B ist (g =g E\,DA :
. o
Fige 1h.) . Dacn st 2 = B i : 2 %

Gd.f:"'.'_: A fn]
Pl P2 A B, g inaten:

" =

dann aflfine Koordinaste gie & - 1
ooruinate guf g BEZEl, Ay He

- - o 5 - aa

& AP 18 Lange won A ol = i T : 0 T .
on_,LlP genessen nit der HBinheitsetracks .

A B Dee Dounal lverhilitnis «
ezt g R = s von 4 lrt e 3 . y L ;
b Punlcten P (zp) (6=L;0c0,4)

rhilt den Wert
T = EEI" = j' ( =
( Iﬂr__ LF, ?4:] = ! J“Z"!— 22} =D { 51222524). |
(2, - 29)(2,~ 12,)

| L

< . Mo -

Dis ebrochensn linearen Urenslorms ationen " (2) eina
dle i,;]_l_ e eind ten (i P

s = incten, die I El....z4) ~r alle VWerte dex 2 ‘
(\=1 .. 4) ungeindert lzssen, :

=ht g Dbel einer sffinen Irensiormation der Ebsene cder
Remnes dn £ich iber, so werdsn die eigentlichen Punkte in
elsentliche FPunkte Ubergefiihrt, d.h. der unendlich ferne Pankh
« Die zllgesmeinste gffine Trensformation von
in zieh het slso in der affinen Koordi iote Z  die Gestalt
(%) (lra*.hs-v&/ﬂrm um den Vektor & o A1 E und Streclung im Ver-
hiltnis b).
Von Cer effinen Xoadinate z' kann san zu den allgemein-

stenprojels AT LT S e
ﬂf_LJ. ojekiiven ALOTCIMTeRX X offenbar durch fDlgendeg

T&.jf izren ommen:

0,0 durch die FPpr-

2
a - X= 3
Erung 44— = Z' gin und ordnen xt' = o dem unendlich fernen

<
Fankt von ' g zu ("homogene affine Koordinaten'),

ay L N i | & L 2
2). wir bestimmen x—, x° ausm dem %!, x°° Verndge einer

beliebigen Transforsation, (1).
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29.

Uz in <iner Boene e projektive Koordinaten eingufiihren,

verifdhren wlr analog tde bel der Seoraden.

Wir meachen sinsn peliebigen
Punkt 'O @auesserhalb e (Fig.18)
zam Anfensspankt cineg saffiven
Reemlcoordinefensyctens :{1,32,33‘.
Die Achsen nigen e 1in &l'ﬁ?_’“&ﬁ
durchetossen. Ferner seigfﬁ der
Purilcy

3 2 3 s |
R o= = 2= oungd R

dey Durehstossponkt voen Gf

und S Il

=3 & 1 o
S=id .f ( b, %%, 2 <#) irzendein von © verschiedener
LB

Roimmunict und P der Durchstosspunict von Of it e, dann
1 2 - [ .

m\nen vy x—, X, x° projekbtive Koordinsten ven P Jdn dsn Sv—

cem mit den Grandpuankbten &y, A, As und dem Einheitspunkt E.
_‘L-‘ o &) =

sind yl, y=, y? cbenfalls projskiive Koordinsten wvon P
y : & . . O T T |
im selben System, £0 muse der Punkt q { yi, y2, 79) definitions— |

gemiies cin ven © verschiedener Punkt der Geraden O P ssin, ’

Eg gibt also cin reellesd# o, sodass 0O Q =SX.0 P, szlse 3r;’:1::" |
, (i_ ,2,3). Die drei projektiven Koordinaten cines Ponkts ver-

schwinden nie =slle zogleich ung sind bis suf sinen nicﬂtvers-uhwin—

¢ denden Proportionzslitibsfekior bestimmi. zi.l hat Gdle Xoordinaten: ‘
|

L | -
£ beliebig %0, x2 = xJ = ¢. Ertsvrechendes gilt fix Ay, Aa,

L2 Tm
B hat die Hooriinmbten = %X = X # 0, stnst belisbig, Fir aile
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30.

<l

Punite von Ay Ap ist = = o, enbeprechend Iix As .ﬁ.-j und Aﬁ'h'l'

b1
Ly =]
I_n-l
tl—‘
=
}..
e
I
|

-
W

|

-
o
t_l
il
et

e o =+ A L Fyfe)

5ird P, , B, ie Projektionen von P, B &uf Aqdp ﬂ
o d
Ton A uz, =o iet auch

= ( BBgl b0

De beide Dehsuptungen Hdouivelent sind, gentigt der Bewels der

m=oiten, Diese wiedexrum dist nach § 2 #cuivalent demit, dace
:-*.1, <2 projektive Koordineten von SE'3 enf 4y A , bezlglich

der Grandpunkie 4., Ay uynd des Binhsitspunikis E‘? gind,.Diss

5

ATt sbey sns Ger Xonstrukilon, Denn in der Ebene O L_L A 5

-y

C Ay, und der Funkt = x%= 1 dieser Bbene liegt eul

syanehr kénnen wir das projekilve Koordinatensysien

( x1 %2 x3) in der Bbene e mnit den Grundpunkten iy, 4, hg

% definier nne rlassens
and dem Einheitepunkt B definieren, onns e 2u verl :
Tiegt P (x') zundchst auf der Geraden 4 A5 , B0 ectzen
SE

iy <2 = o und ,.,l .‘2 gleich den srojektiven Xoordinaten wvon i
P, R e X
benligl] Ay, 2 3., Boteprechend Tir die
anf dieser Geraden bewlglich Ay, Az, Hye Lnbel ech
Punkie von Ap Az , A3 Ay. TLiegh P (x*) nicht enf dem Dreled
g E P . :

Ayy Ao, Ag, so wihlen wir x, belicbig £o und vectimmen x2, xJ

. 18 5

aus den Gleichungens
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ag i

- r Y Ty -

— L & i i B -y i y. 0 !

il 3R R, Ay A 4 )
: { 7 \ 0 \
— Ho -3 A I, - ; !

L 270 M2 B By Bdy By )

Lese e elegngen mit der Kenstrulttion Fig, J—‘f— dquiva-
L& ] lese Honstruktion in den Indizes gymnetrisch
b i P o -
= r J: .T_“ 2 T " 5
._.-._:_l__ % L'l 3 Al ]:, -Ll ;'I-E, J:Ll 555 }'
swigchen den dryel Doppelverhilinissen rechits besteht slso
5 ; o z 1 o = e 3
gice Relstlion, die wi$ x & |, x?2 =1 Hguivalenty i3t Jie
X< x2 x4
erbalt, wennwigr Py, Fy, Ep B, snslog s Py By sindiinren,
die Gestalt (Fig.19) p
43
|
=
I: g, 1 _‘:I . . .F-’T
e
& e S
g T
A A I
i = [ L H. I A L) =
I:.Ll _d-\_ iy ‘3){ Pr’_‘ _IE ..-"L:l i‘hl:] fP?; E3 .‘L-l J-'I-E} 1
Wiy lavesn denlt enalytisch einen projekliiven Salz be-
izsen, der liir finf belieblge Punkie 2P, &, &y, Ap, 43 oiper
Bhene gilt, vorausgesetzt, dass P, Aq; Az .ﬁ.i sowie B 3.15.2}..3
allgensine Lore: habell,
Die Seiten deg"Pundsmentaldreiecis Aq g }L3 Zerlagen
die orojektive Bbene in viexr Gebivte (Modell 346, Fach 5% und

2 i9m
et

den acht Ohtanten des riumlichen

niertehen

Hilfsgyetens dadursl, dass

Je @
che Olchantsn datselne Gebiet

rei zu 0O spiegelbildli-

przeden und sing charakteri-
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2.

giert durch die Vorzelchenkombinationen der Koordinaten. Die

Gebiet zukommen, das

e

Fombination + + + bezw. - - - mues den
Jinheltepunkt E enthilt; denn E hat die Koordinaten

b L1

5| .o . N . . ) i N . B )
X=X"=X"¢ 0, diese hiben 1n der Tet gleiche Vorzeichen.

1I. Zollineastionen.

Die Abbildung (X') = (X) in e, die durch die Glei-

chungen

k

ia

. 5
\_:—L e - -
) 2 b k' la"\# 0 )
=1
detiniert wird, ist eine Kollineation, denn diese Glei-

chunzen bestimmen im riumlichen Hilfssystem eine Affinitst, die

Jede Kollineation in e 1l#sst sich anf diese Form

ringen, Denn jede solche Kollineation ist durch die vier Punk-

ciner Lage bestimmt, in die A4, 45 , 33, E iber-

te allgemn

rehen. Durch eine riumliche AT£initdt mit Festheltung von O,
J =0 durch eine Transformabiion (4) kenn man aper die vier

, also durch eine Trar

O A bis O B in vier beliebige Strahlen sllgemei-

ner Lage iberfihren, also auch in die Projektionsstehlen der

iese ATfinitat gibt die ge-

2

vorgesebenen Bilder von Ay bis Ej
wiinechte Kollineation.

IITI. Beziehung zu affinen Koordinatensystenen der

Khene.

Pir alle Punkte P (xl,xa,x,B)'von e, cdie nicht auf der

22

Geraden | Ay Ap liegen, istxj 4+ O. Diese Punkte cind also charak
ferisierbar durch die Zahlen zl - Xt ,zﬁ = R~ , die"inhomoge-

P

nen projektiven Koordinaten" von ﬁ.
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Tn ihnen erhilt jede Kollinegstion offenbar die

LH )
g
o
r
£

| 'L 1 ‘]_ 2 1 l
, &, 7+ &, @ + 8,
7 - ! [ Y,
N 1 ot =
a7z + a3 & P 4
" ) ! g &
A
| ax|¥

+
§

©
+
&

&)
I

I

|

anill
3 m-[\-.

N )

=z 1 - [o% | -
22 2zl + 8f 2 + &z
L 2 %

Sei insbesondere Az Ao die unendlich ferne Gerade VOB €;
n N r e l 277__!_._ v AP
dann it e “( ) 'Al ﬁz) (Pig. 21) und &+, Z-werden gifine

| A«f,y Kooréingten in e mit
|
' / . dem Anfengspunk® .!'«1.5 und

Z _;g e den Grundvektoren A; E}.
L
o7

/ / ’
: '41@1111._(1 A EZ' Die Formeln
P - :;‘ —— ‘_‘h 3 !
° ! (5) =tellen daher insbe-
&3, % Oé' condere cie sllgemeinste
r il _
J Kollinestion der Ebene in

—— ——— ;‘h E—— — giffinen (z.B. keaxtesis chen
2 I
Koordinaten daxe
3011l in diesen Loordinaten eine Kollineastion eine AfPi~

¢ein, so.muss Ay Ap die unendlich ferne Gerade bleiben,

sleo mues die zugehdrige_xdumliche AfPinitit die Ebene O ﬁlﬁz,

cleog’ = o, in sich Ubexfihren. Diese BEbene ist sber das Bild

e L] A P A =1 »
von '-;-.:’L,(l + al X" + :;:-..;sz 0} eine Affinitst in e er-

nelten wir also genau damm, wenn ai = ag 0. In diesem Fell

wird dler

24| -

©

m

al
. 2lso ne Ve 3 ¥ o Ml

(=

-

]
0
Ll 1
[

H o i

o

(R LG T o B
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Setzen wir noch a”* - T sy .
Kk =b, , g0 geht (5) tiber in
%
)

4

Z = bt zl' s b% 72+ b}

=
na
I\
o'
-
o’

34._

= e

\ . 2 1t 2 2 2 s .o| ¥ ©
2¢ = b, z= % b, z + b 1% b5
. 1 2 3 |1°1  P2|
Da= sind die bekannten Formeln fir @bene Affinitdten.

in e, so erhidlt man die allgemeinsten projektiven

-

Koordine—-

tenk‘, 3?&,,(’ ohne riEumliche Hilfskonstrukiion in zwel Schrit-

j-..l
—
kg
E
=
L}
'.' o }

/

xl' e

entlichen Punkte von e setzen wir PEA

L ‘ .
) A E;““Um die unendlich ferned

, Setzen wir FTest, dass alle Geraden

von e parallel dem Vektor ( al, &%) + 0,0

den unend-—

lich fernen Punkt xl'= al 32' = a2 33' = 0

3 ¥

enthelten

Offenbar ist diese Festsetzung im Einkleng mit der Reum

konstruktion Fig. 21.

s 4 G P : = ELh
Die x*+' ( 4= 1,2,3) heissen homogene affine

i . , . #ia
ine Pransformation (4.).

Beispiele projelfiver Koordinatensyeteme:

2) M Wir bestimmen die x© aus den x*' durch irgend-

1) Die Abstinde eines Punktes von den drei Sei-—

e

ten eines Dreiecks
festesetzung nrojektive Koordinsten,

o — ) . . Se
2) lMobiusd ‘"baryzentrische Koordinaten®

ind bei passender Vorzeichen

ektive Koordinaten. (43, @;, @3 Ortsvektoren

J
degy Dreiecksecken, 2’ der von P, dann gilt
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o

D

r gzl _ .1;5 .2 & L o .
g e ST &as aouiveaelent mi
g‘ sb - | ul v LllL’
L 3 o
nay + m? gl 4 m3 al - gl
ok il A
-
7 o 5] s iy (!::)
= [ <3 A il 3 yad
1 23t B oap + maz - '§ .
m- 4 m© + m? =}§‘5
yor _-."1' .._-.1 (11
weEen 1 "’"‘2 ‘:’".’;-,-
I ~ ~ i i
sl 2f &5 t O sind die ml (i=1,2,3) qurch
1 1 1
| |
APl Hfenrict dees Cvat ome oz =N = = 1 i
sutlosung des Systems (6) als unsbhingige Linearfommen der
homogenen affinen Xoordinste Rl . .
> L cdildlell A0o0Xd1lnaten gars be.llﬂa'r’ aleo in der Tat
prrojektive Kooxdinaten).
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5B
S A

Gersden, Blsehel Dualitit.

I, Geragdengleichung.

Jade Gleichung dey Form

.{,f:"-;«f = Aty J(E ey A 4= F [?:I

o2l der nicht alle «gyvergchwinden, gtsllt sine Gerade dar; denn

inm raamlichen BEilfssystem bedsutet diese Gleichuwriz cine durgh O

gehepce Ebens. Aus der sffinen Reumpsomebyie falst ferner: éis

Fleichungen
iy kT b Ay kE AL K =

ﬁr:

Uy kT oy R ROy kY =T

et aufen dann und nur dann dieselbe Gerade dar, wenn die A g dsn f;"ﬁ
nroporsionel =ind,
Sonderfille: Wonn zZwel Ger s, verschwinden, vleivt X7

begw. £ 7=0 bezw. K= Hbrig; dis Seiten des Fundemental-
dreiecks, Verschwindel ein Ui F S odky, =0 eThETT an daffs, o
fu jedsr cieser Geraden liegt d v Pundamentalpusikk .4,,{ X E0,
£ 7=x3=0), uapd umeekelrt clellt (7) mur deon eine Gerade durch
A, dsx, w.n'::-.--it_]l: 8. LEatzorechend Zgr AEI,}G_

Sind L'i_"_iE'--'-'-l-ﬂ. # ©; 5o stchen die Vorzeichén der #£<p in Zn-—-
BEommerhong mit dey Loge der Geraden zu den 4 Gedbieten, die das

Pundamentpldreigck beatizmmbt. Huven u,B. alle g deeselbe Vorsel=

chen, so erhilt men elle und nur die Gezaden, die mit ‘demjenigen

Funflanenteigebis keinen Punkt gemein hebdben, in dem E.J_'L_afxﬁﬂasse_lu

-

=

bé Yorzelchen huben, Hitstredhend in den Ubrigen Fillen, Polge—

*upg: Bine Gervade, dle nicht aumycoh die Boken elnes bellielbig gege~

beren Dretecks geht, het mit gemen sinem der 4 Gebi%e, in dis dnm
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5T

dag Dreiseit ey Ebene zerlegh, keinen Punkt gemein.

3
. N - e =y, T oo = i nall r
Nie Lege der Geraden 5:2:{ = o ("Binheitsgerade") re-

LB

lativ zun Pundamentaldreieck und dem Binheitspunky lasst sich
leicht geometrisch kennzeichnen, Ist 4. der Schnittpunit von

g miti= o, oo hat z. B. fir i =1 6, die Koordinaten X7= o,

s =

- : t i o et B s e i eyee A
X+ X = 0; -f= = - 1; zlso ist definitionsgeniss (hlElaggﬁl

o

= - 1, Entsprechend fiix i=2,3%. Be gibt also: projiziert men von
den Hcken einss belieblgen Dreiecks Aqiohs ginen Punkt B (nicht
1

asuf .&lg-_r,a-;acnst beliebig) ani

-

die Gerenseifen, so liegen die

drei vierten hammonischen Punkite zu den je drel so gegebenen Punk-

ten jeder Dresieckssgeife auf siner Gereden f'&‘ig.EE.)
Avg
>, = 25,

P A& Ao

E‘"'\,ﬁ G'E"

! i { f_g
3 '5' o a
A s i

II.Parameterdarctel lunir.

Sind P {a"':l und (“33'} zwel verschiedene Punkte (slao

L =
. . % Py -
lie a* nicht proportionsl den b*) so ist

1 -—-{',.’.i\’,".'f'&i.f;'{;‘} t::é':‘,j) (8)

bei unabhingig verdnderlichen Z, u ( eusser L = =0 ) eine

Parameterdarstellung der Geraden durch P Q) denn in rdumli-

cher Deutung =tellt § 8 ) eine Ebene durch Q dar, die von den

Vektoren (&) (b*) aufgespannt wird,

L 5 44 Zind projektive Koordinaten auf dieger Geraden

mit den Grundpunkten P, § und dewm HEinheitspumct R ( e+ b*):

fir den Punkt 8 ( 1%) der Gersden, der zu den Werten 2

Sk :;ahaa:i:,_
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8.
Ted
1‘;‘-‘ (8, R, B, ¢ )
denn 4 , 4o sind affine Koordinsbten in doxr Ebene { O P @) mit

cen Grundvektoren (2%) (b*) uné dem Ursprung 0. Hiersus folgt

nach den Delinitionsn wvon § 2 d@ie Behauptung.

111, Geradenbischel,

3
p (X) = %ﬁ'ﬂ:‘f“' = o0 und r_-_fif)=2‘:”$fx*=oseian-dia

Gleichungen sweier Goraden P, ¢ mit dem Schnittpunkt 8§,
F [:5“&.*‘) sel ein Punlkt =uf p, aber nicht auf a, -.}{D‘jf{) ein
FPonkt suf gf, nicht zuf p. Dann =ind P,§ verschieden und die Ver—

vindungszrade g ( P @) zeht nicht durch Je Bel varisbelen 7

¥ 0,0 durchléiuft der Punkt R mit den Koordinstesn (Fig. 23)
;’7 t- L f’ﬂ"b - '57'.-{;"" dig Gerade g. Wiz be-
v '.f r

trachtendie Gevade X »

=1 |
(Fiz.23) " _ ¢ gie der Gleichung geniigt,|
b

E(2) = 4 p (x)64e(x)h
% 'R aﬂ' g; 5 TA?‘
:élﬂzﬁb "/“.}Jc.)ﬁg 0./~
¥ gebt durch B, denn ile Xoordinsten dieses Punlis erfiillen
p (A =g (&) =0, aleo r (X) = 6. Wir bestiimes min £, TS0,
g% = ga” Lo~ A©
AlL)=POX) FEiX)

R auf = liegt. Dies Zibk

=

é (P., + ?/4_) (? a~ +5"ﬁ4): o, oder wegen Zﬂc'ﬂr"":f%-ﬂ

/ r (K) = 0 stellt suecer Tird = o

;0 vwirklich eins Gerads
dar, denn ver

schwinden =1le ,2/:;+/a #o 5lelchnzeitig, so wirsn die
fq,;-_den ?,4:_ broportional, zlso die Qe
den,

radeb p,¢ nicht verschie—
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%G
e Z s 6% 5 2 §in®=yp, gy 0 Sind hiswlureh bis aud

i

sinen EFroportionslitiétefelior bestimunt. Nunmaln wizd L

belisbizes £ g

ry r‘-rr) : an. C - rfw%‘-‘)'.'ifﬂ"a f“;.‘-ﬂ""{ "-’ | Er'zﬁv' J’_, %?I?nﬁ*)ﬁa

v it der Projekilongstrahl durch R wopn 8 sus, Hiersus

L)
4
T

Die Gerade x Surchlinft bel veriabaln L A{i&.a glimghel

r det L, 4 bi= 212 sinen Praios rhiongliits=

prali  S. Dureh
Felrvnr bectiumd, Frild o dst 'ﬁ" das Donpelvsrhiltnis ds2
iex Geracen

Ao (4 +ualx) =0, 5{s) + als)= o, plx) =0, 4 (X)

nennt deshsllb & o roieitive Xoordinuten im Blschel

) SOBn Pl I =]
Lold) + ualX) = g v, o heigsen die Grundsirahlen dieas

Eoordinplens)ya=smns
Difrel cte Abhiliung {}:}‘-'}-? {i.l,.d ind ¢ile Bischel
¢ wlat{n) = o und dp(x) +aa (8} =0 geneu dam

voleltiv enfeinandey Denogen, wenn

DnalitEtenrinzsil.

B . < v
o _ o =

fwel Glelchungen £ 4 xY= 0, 2 Yk o
pectimmen denn und TUT denn discelbe Gexade g , Wenn weder

e akEe » versehwinden, und wenn die
=11e u .z nosh &lle U gletokeeltiy cnwinden,

1 11 1 5 - u.l
n, dem ¥, proportlonal sind. Men nennt Uy, T, R.jL_E.iunIm 54

rneten  vor E. Drel ndsht slglichzelisig verschwindende Zahlen

. z 2 Yl T A mind
Wy, Mg, Uz ind stets Tinienkooridinaten oiner Geraden uné sind

dureh diese bis ¥ <lnen -I*br_par*:immliﬁi;sﬁ;ktu’r bestimmt,

Genetl wis Turven durch Gleichungen 1n Punktkoordineten darge-
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40,
=sastellt werden T 2}
; LA% wercen, crgesen Gleichungen in Linienkoordineten
anmlsfaltigkediten von Geraden,

Zinc livnesre Gleicmng in Iinienkoordinsten

= N
EWV e v | o ams 55 4

vell® ciec Gesambheit aller Geraden durch einen Punich dax,

smlich 11700 ) Al i Yt k) " Sy o
nlidy demeh Sew Fankt § o3 .‘?;. 5iné (wz) ( ww) verschie-

lene Geraden, so ist bel verisbelm l,/&# 0,0

Ane Gerede, die nach IIT das Bischel durch den Bchnittpunick
f f ~ - p Pt . 7 - = - + - -3
( #4;), (#2) ocurchizuts; 2  fecind projektive Koordina-

terle Deusen wir slso ugale Punktkoordinaten einer Ebene ef,

so entsprechen sinender in £, e' folgende Gebildes

2
e
b
@
&
=
il
o
I 1,
4
e
ot
o

2] Ale Geraden durch den 2) Gerade zf"ﬁf—“ o

o 3) Punkirsihe mit Koording-

o ten ,{I,/An

Abbiléung einer Bbene auf cine sndere, bel der etag eindeuvig

(i
h
1]
ol
n

g eting und inzidenztreu dle

ergden und Punkien der andern @hbsprechen,
K

gJ

Die pngegebene Kerrelstion
Bigenechaft, dass vier 8tzahlen elines Blischeles ptets das )
gleiche Donpelverhiltais habén, wie ihre vier Bildpunkte auf
texr Bildgereden des Blischels. Hiermm *_ulr"t dass jede XKorre-

letion X diege Eigenschaft hat, Denn die AblLildung P, die

K, in & Uberfihrt, liésst notwendig Punkbe und Gerasden stetig
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£l
and ansidensiren In Punkts und Gersden Hbergehen, ist plso cine

Jelcbavilet; entaprechends Ele: gnt

in K, und £ heben el50
Eleiche Dorpelirerhiltnicce.,
Doreh Korrelation ( amez Duslitit zenaont)

cam orolelktiven 3ats =in weiterer bervar, indem malt cle holle

mpeht cug je-

von Panlkven und Gereden ingidemdbres vertenscht, ohng dleg 'sul-

Lreternden Doprelverhfiltnicse zu dnde:

Bedspiel: (Pig. 24) aAus dem Satz S.31 #0lgt nach leichter

Unfornang;

(Fiz,24) Wenn zwei Geraden p, & die

p \\.A_, Seiten ecines Drsieclks Ajhpl=

e . A\p i ByBo¥;, gl e
H"fiilv\,_“_

I

_-_T-'_

" (B9, B zuf Aplz und s6
\‘E;nm

e * . zyklisch weitey), so ist
. ﬂ-ﬁ? - : I‘..At- Yﬂﬂ\

;o
A=

w2

[ ::lfr j,t-; Ar'} |FJ."-F Eln.r-;!u} { FE.EE'AﬁA'Qﬂl'
Tizle nwolelrtive BE

e Sitre und FTiguren sind "selbst-du=l", 4.h.
cahon dozeh Duslisieren in sieh dibex

.. ERE -:-_-lJ. !

1 ‘giner selbetduglen Mzur: sin Dzsieck

]

gin Pankt, der

217 Teinex Dreiecksseite liegt und doccen Harmonikale,

.
a
MHa
Ll

-

Die ellgeneincte Eorrelation

: 1"::-0:3_5: Siﬁ}l, WER L x ‘I’J:'}\-J‘ 7 'L
¢
irgencwelche projeikil ven

Puarkthooriinsten in

e heay.e!

'IT.I. =

oind, dnreh eine einzige Glel-

3

3 ﬁ‘_ﬁ_a?r

< Knaf
Iy Beweis bpetrachlben wily

0

E._.'“‘EI}E'E

o i 14 A e -+ e o
erst dis =peZisglie berel

Eorrelation K, &

s
s ¢
I
&
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4,

ind Punkt und Bildpunkie vermbge der Gleichong

u'f'..:- el t:.:i:,-i; ( 'I.Q} ':"'( J.] th"-’GI‘; -_'.Ll_E‘o
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& 5.

Romplexe Punlche und Gexvaden g

Kouplexe nrojektive Ebenen,

Die Brwelterung der affinen Eberne zur projektiven durch
Hinzunehme dey uneigentlichen Pankte reicht zur beguemen Formulie-~

rung der Probleme noch nmicht cupg; des duftreten von Gleichungen

~

e-ten uné héhren Grades 1{&;_{!‘. nane, much komplexen Zashlen eine ge-
omet¥ische Deutung zu geben, Wir definieren:
1. Jedes Pripel komplexer nicht gleichzeitig verschwindender

't

-

i A . . . _ ) ;
zenlenXs,x®, X° heiset ein Punkt. xt,x%, {° heissen die Koordi-
neben des Punkis.

==

. : i . .
. Zwei Punkte (x'), (¥ ) fellen dann und nur dann zugemmen, wenn

I

Xi=Ayi (161,2,3). } ist beliebig kemplex. De (¥ ) ein Ponkt
ist, kann 1 nicht verschvinden.¥

Ge Uy, Uy, Uz Sclien ,ﬁumyleze nicht gleichzeitig versahwinﬂeﬂﬁ;e,'(
Zenlen, Denn helsst die Menge szller Punkte, deren Kooxdinaten
(Xi) die Gleichung

u'}(l + 32'?(2 + u, X = o

erfillen, =ine zerade. Lwel Geraden lelsgen gleich, wenn gie
eue cemselben Punkt besltehen.

4. Dle Gesantheit eller Punkie heisst (komplexe,

i

it i ' a9 q =
> Be seien a . (i, k= 1,2,3) komplex. l'ﬁ’kl_1£ =

Denn heisst die Ablildung (Xi'} = (xi), die dureh
. i '
i % W
X = i Qe X7 - (i=1,2,3) (4)

W=y
definlert wird,eine Xollineation oder Projekbtivitit.

Folgzende 5&tze entspriugen diesen Definitionen,die offen—

bar in die bigheiigen ibergehen, wena alle vorkonmenden Zehlen

/" such reelle Zehlen heissen komplex.

projektive) Boene.
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Die Hollinestionen sing pankttren, cietig una fithren Punkte

einer Geraden in Punkte einer Geradsn tber.

o v e 5 e : 1
EWeLs: hwegen |a J,-l # o gzibt es zu gegebenen X genan ein
T e e :: ! :] " - ' 2
System ( X , dee (4) exr?iillt, Ins Dezondere satepiicht

% .
A e | Ly ] et e L : = 4 e
das Avnchuetripel X'= o gensu dem AuSnehmetripel X1 = o
¢ 2 ’ - . 1 = Te= 1
( i=1,2,3). Dass umgekehrt zu vorgegebenen (X' ) genesu
. +8h pech f&g kiar, He .
ehbzrt ./ _!‘( ¢') 12f G2ab0 Gemem . roporsionzl

A . =3 : v
(¥' ), wean (xi') proportionsl (y ). Ist ferner Zu{’f =

-

= PR i wa, : 'l 4
wﬂuﬂx = ¢ mit « Wegen ‘akk F O

’lf T o=y
Voo 5 s ! : b
versciwinden nicht slle &) , wenn nicht alle uy verschwin-

den. Also gehen cdie Punkte einer Geradezin (X) Uber in Punk—

m

te einer Geraden in ( ¥ '). Des umgekehrte folgt durch Auf—
lésung von (4) nach x', die .vegen[e.k[ # o méglich ist,
Zwei aerauenZul X' = o ZV;,_I—- 0 oind dann und nur dann
gleich, wenn die wu; den W¥: proportionsl sind, (ui=1 v ;
y2,3).8ind s=ie verechieden, so besitzen sie genau einen
genelnsamen Punkt.
JeweleiDese (le Geraden cieselben Punkte he cben, d.h.gleich
sind, wenn g w'hs' ( i=1,2,3), ist kKler. Bs iet nun Ziu Zeli-
gew; gilt uj_=} Vi 11:‘:_.::111:, o becitzen die Gexesden genau einen

Schnittpunkt. Wire

111 1.12 B u, 113 B &115 uq —
1 V. V. 3 y R

die ujden Vi Proportionsl ., Depn &in ufi , etwa ¥, ist f D.

sestimmen wir) aues ul=111", so folgt s ulﬁz- u2$l= 0

/* ImXomplexen gibt eo wber noch andere Trensfomeationen
dleser Art,
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k %e
A9 ¥, - up¥i= o, N (A¥:- uy) = o, @lso wegen V,# o:F Zine
Jener Delerminanten verschwindet algo nicht etwa :l ];2 .
) ] 1 a2
Die Abbiléung

gl

ng ke ug @4 us X 2
5‘_2 Vj_’(l+ ﬂzﬂz'i- ij 3

¥ o= X3
o+

18% eine Kollinesetion, weill|Z1¥2Vs5

il

120y g,
98z vy ¥
Den detrachteten Geraden snteprechen die

H
Pl
q.

LY
i

£ 0 g
Geraden y= = o, Y.& = O.Diese Geraden heben gensu einen Pankt
geneinsegm, nimlich den Punkt yl = giy? = gijrfi + o beliebig,

Aleo haben such die betrachteten Geraden genan sinen Punkt
gemedin,

Zwel vergchiedsne Punkte P (\z‘) nnd ¢ ( zl) hzben genen eine
G-g:ade gemeinsam,

Beweis: Dass hochslens =ine Gerade durch P und Q@ geht, Tolgt

eus 2), De nun die # den y© nicht proportional sind, so folgh

wie in 2), dacze die Determinsnten

2223 | 4. (@32l . z1z2
Uy, = ;_..a;.'p R yIyL s “L-l:’,ﬁ

nicht glle verscwminden. Also =tellt die Gleichng

1 A %
UpK T+ WpXTH uzK’= o

gine Gerade dar. Diece gent sber durch B, Q. Es dist nintich

i : zl, g2 23
L =) 1" o =5 Zuj;,rlti o Zu-._r— 0.
=\ .:'li :E"q o i =y
X=, X<, X7

4. Wenn (R @) alle kom ;la}:em Za }11511.;._151—3 susser(o,0) durch-
P

12uft, und wenn P ( j ), @ ( 2') verschicdene Punkite sind,so

begchreibt der Punkt
-l -
X =2y" +pz (i=1,2,3)  (8) |
I
Bic gunze Grade durch P Qe Zwed Wertepaure ()a,p-) und (A ,t,u.}

entsprechen dann und nur dann demselben Punlkt der Geraden,

wenn %:\ =)'ig{w= ,w'.

-
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iewelgs s Zahlen ¢ 3 NCAn e . i =
=8 Ule Zehlen vy, 1y, ugseien wie 4n 3) erklirt, nehmen

ir oA R 11:{ 0 an, Pir jeden beliebigen le*-:t},x":-',x% kénnen

i tig bestimmen, De ist
W . .;,]_'\-l_q ';1 e ":’j l £
- g 2 : 7 ZazE
: ? 2555

= K" -Ay’ ~;.m )
nict {r:fj Iiegt slso damn usé nur dann euf der v-;rlor.lgten
.7_.__.,._.‘,_;‘;:11211;{‘ = Q, wenn 1(5—2 2 +!.4,z—"‘. Z.l:lw_v Gleichung und (8 l
erzibt (8). Der Fankt {x_") fa L"f_-_:-,- mit (%'} zusa: pen s denn gilt

= Vifs 0. 2 = ! T §
x ! —’Dx Cl?lr‘-:J}‘ X = Ay +ﬂ-‘ * C"f‘jj-—:ﬁ-‘) 1t dann f.ﬂl =.§h',

| I
— St I --a
M =M. u—-t-l,,u. iscen so aned yMhervorgehen, da sis dirch

i - PG - 3 r = 2 %
(X' ) vermdge (87) eindeutig bestimmt esing,

5« TWie im @eell.. Befinieren wir m;.ul 3 !L&L-,l..ﬁ- projektive Koording—

7 1

ol =34 e L =} - B M Ty Ao e "R AR =
L eIl TTi\Len g (.!. -L.;}. in der TEV ist wie dm Hee allsn J!dd‘:"‘
) gensu ein Punkt von g Zugeordnet, und dis

. { S j
Papre (l,fﬁ mnd (a,fwj geten sengl dain depsellen Punict, wenn sie

proporiieonsl =sind. Beueichrnen vwir nuan den Punkt Gt e Z'} it
R, den Puakg (?iy -i-?.&'? ) J:L*‘Tr g9 ist im Reellen M = (TER,?,@
N

In Komplexen definicren wir nusd das Doppelverhilinis IT,R,P,Q}

ity ¥ e o . "
durcn \Tr, Ry 2; @) = _J:'_. Darn gilt wie im reelien der Satz:

A
Doppelverhilinisse werden durch Kellineationa night ver-

Sei bei der Kollineation (X) —=>( ¢ ')
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47.
P ( yi) s T A S
1 ( z+) - gt (gt
dann folgt aus (4)
R (7 +2l) _5 pt (i, 2
Tr-f"l-f:"- M) = i el O g'+ oz )

Alse in der Tast

= (T, z, Q)= (T*, R', B', Q').

4;

Wie im Reellen exkléren wir sls Kozrzxelstion ¢ie Abbilcung

p 2 WML bem[m

sben ist-. Wie im Reellen beweist man:
Horrelationen fihren umlkehrbar eindeutig,etetig,inzidenztreu

TLIC

s

el

onhe

verh#Eltnistren die Punkte und Geraden lﬂ% Geraden
und Fonkbe fAber,-—
I=t% a =&+ !1,1 f’o,‘-f'b reell, i =Y-1 ), 80 bezeichnet man mit

— —
& Gie zu a konjusgiert komplexe Zshl =& =&~ ‘?a:l./_

—i{' = gx‘ [i=1,2,3).

Die Punkte, die zu den Punkten cinewx Geraden gi E M:X =0

Vo,
ltonjugicrt komplex =ind, srfitllen wieder mew (e cine Gerade g,
L
el — =
nimlich u; x'= 0. g heiset zu g konjugicrt komplex.

+ =l
P (%) heisst reell, wenn P = P. Dis I{oordinat en sind dann und

mir dann reellen TMen 7.;1'01]01‘""10118.1 Denn 1 —gi.‘ ist é.ouivﬁ-

Lent mit (g +1) K- R (X' +N)f i = 'lt » wo R =yt +x reell
£, ]
und gL l « Der Beweis versagt fu_rg= - 1, In diesan Fall ist

Ay N e—— ]

/* s
Bekanntlich ist a+b = a+b,ab= agp, a+ a. reell,
a & reell.
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125

AH,

fiir P die Koordinatenbestimmng yX= i xX ., verwende, Sie

T ; ‘ : - :
A P e mnds - s v &k X -
LLEYSTE WE f“l_‘ = x ¢ J T =eys, Bl80 reell.

sine Gerede helsst reell, wenn sie mik ihrer konjugiers

lexen ousammentiéllt. Wie friher bewiesen, fallen die

erade n:&u K‘—— _HZSulx; = 0 nur zZussimen, wenn s
=f%-%, Wie in 7) schliess: man darous, dzes denn und nur

denn c¢ie v, reellen Zahlen »roportional sind, wenn g reell

— a—
Wenn B $ P, dst g ( PP ) reell. Beweis: Offenbar ist
S s S— a—
(p = P, g enthilt also F vnd B, g und g haben zwel ver-

= Weiu
schiedene Punkte ( B, P) senes fallen slso zuswunens
Trivigl ist die Umkehrung: ist g reell und P auf g,
- ~ » . » - - Fra—
ist Qeh P auf g. Denn definitionsgenmiiss liegh P auf g,
= s - -_— =
da g reell isi, TEllt g mit g zuszmmen,

......

—
Ist g £ £, o ist dexr Schnittpunkt P ( g,g) reell. Beweis;
=1 o

— - ) R SR
Pauf g, g, soP euf gund { g ) = g; 5,8 heben so0-
wonl P ele sach P gemein, &lso P = 3%‘.-‘-;‘53[1 5 F g.
Aue der Determinententheorie ist klar:i Die Verbindunge-
yrade sweler reller Punkbe und der Schnittpunkt zweier
reeller Geraden sind reell,

‘ — F_ 3
Die Punkte P (x) und P liegen, falls P ¢ P, harmonisch

- _‘ : |

ou den zeellen Punkten Py { #'+ X%) und Py (X' -X%).
Die Punkte 4 ( 1,0,0) , A, ( 0,1,0) , A3 (0,0,1} und

E (11 1) lascen sich durch Kollinestion (¥ -:,-;g) in die
beliebigen Punkbe ellgemeiner Lege Ay fak} und B' (&)

tiberfiihren; die Kollinsation ist dadurch eindeutig festge-

legts

Beweis: Fur gl{: 0132* 6:55= o det

" i | %
X = %‘ Qu (X (42 )

(11)

1
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Denn (11) hat die Determinanten ?1? ?,:\ I VerschwEnde Iakl
3
g0 ligen wie frither rozeigd ;L,:_; t giner Geraden, ent-

= =

er der Vorcusae - r Punle 2 s -
Vorene ?Dbﬂu‘l’l‘.‘,. Dex Punict " {: XM = 1_’/!'1:*_; == D_:'

el 31 in
L : B
.-‘--l.F-E ‘in .':]..’ = oy . \ it —_— .
1+ Bbenoo wird A 2,3 A 2,3+ Wir suchen nun

?'l ¥ 9,? ¥ 0 q; ,F 0 =0 zu bestimmen, dass E -}f;' .

Jee gibt wegen xl x 2'= x3'- 1,

et =Zaig l1-12% ()
Die P4 sind h_La:;::‘lJ.ICS. wegen [a;{ # o eindeutig bestimmt.Wsre
ﬁ = 0; =0 wiirde die rechte Seite von(12) sine Derstellung
dex Geraden A'pA's mit den Pm*m;etern‘?g, § 5 bedeuten, £

1Ege algo au? fieser Geraden entgegen der Vorsusselbzung.

—_—l= 1R

Evenso folgt ?'L % G 93 T O

L'l]
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50.

2. KONitel.

.y

ol " -
gei £ (X;x)F = Elll(r’l't'z + 2 algxlx_d + 2gs (.fjd « Die ay;
geien reell. Wir setzen 8p1 = 81p und kdénnen dann schreiben
45 (x’h} "_-‘:5_' Q;‘L\k":KK
'I|l'(=1

Seienxkxe projektive Eoordineten einer Geraden g.

Definition: Die Punkfe von g, deren Koordinaten die Glei- '

chung £ (X,X) = o erfilllen, heissen ein Punktepser., Wir :
untersuchen, welche Typen von Punktepaaren es gibbe.

I sqd 00 8172(4X) = (eg 1+ @12X9)° + (aq78pp-88,) (k2P
)1 832 |
21 %22

= /. Denn

1R =

Wiy setzen :141 8o -aﬂ% = I

o

M‘% g1 T [:xrr’{}) = eV |

5 b
u o= ajiXt o+ }&12 +] =4 2
vo= eyt o+ (e - -4 03,

£ (X,X) = o iet Hquivalent mit u = o odsr v = o. Jede dieser
Gleichungen bestimmt wegen aq; 4 o einen Punkt; ein und
denselben stets reellen Punkt gensu dann, wenn A = 0. Plir
4 & o sind die Punkte beide reell, fiur 4 > o kenju-
gicrt komplex.
IX. By =0 2(X,X) = ﬁ(a(falle+ aggle.
a) a5 % o, also ] £ 6. Das Punkiepaar besteht zus

2 _
den beiden reellen Punkten X = o und 7% = - 922

X 2812
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o) Mg = 9 slsod= o, ac9 F 0. Das Punklepzar besteht zus

demn Punkt ){‘ir o allein. f

e) Byp = 85, = 0. Das Punktepaar besteht eug der ganzen Ge-

7iir heben also folgende Typen;
1). i Zwel verschiedene Punkte, reell oder konjugiext |
. = I o
imeginfer jenaghdenm 4d < ooder 4 > 0.
2)s A = o. Denn heisst dus Punktepsar ausgesrteb. !
a) Bs besteht aus einsm reellen Punkt ("Doppelpunkt"),

wenn nicht aile 85 verschwinden.

b) Bz besteht sus der ganzen Geraden, wenn glle 84y Ver-

Neben =F(X,X) fihren wir hlef’ﬁineari‘om ¢in, @ie auch "Polar-

form" won £ (¥,X) heisst! |
|

> e K
*(F,Z}:E&EKHLZ. !
s T 147 |
Be ist wegen &g, = g4 i £ (y z) r.?ﬁiylzk = 2311{ z3 X ﬁ,

fdyf.r WM ¢ : . )
=F(z,;-,r) W zwei Punkte ( y') ( 2%) von g Ilkonjugiert

zun Punktepsar £ (xx) = o, wenn 2 ( ¥,2) = o. Fallen zwel
ronjugicrie Punkte (y) (z) in cinem (Xx) zusammen, so iet (X)

ein Punit des Punktepesres. Sind (y) (2) verschieden, so ist

= =

g o 3 die Koordinatentransformation (,Kl 2) ‘3'?\:,}‘)
5B

die curch Jc{=h.y'i +}kzi (4i=1,2)

vermittelt wird, ist elso eine Projektivitit. (N, /c) heben als
Grundpunkte offenbar ( §) und (z). Fun wird allgemein Fiir () |

1: (z):
(l ,\'} =Zaik [‘)@Fi Fk +/|2 z+ "'?\'/“(.} ol + zi 5( 2} =
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“Nz (5,7) + pPt (z,8) + Lt Tw.2) + 2 (25,3)] = |
AL (7,7) o+ w2t (m,2) +XR £ (3,2).

Insbesondeve wizd fhix £ (y,2) =

£ (x,%) =pr°F (y,7) + W2z (z,2). ('1 3)

Verschicdene Punlkte (y) (2) =ind dann und nur dann konju- |
y- R T = |
giert, wenn in einem Sys mit (v) (z) sls Grundpunkten

(% ,X) kein gemischtes Glied enthilt, ;
t |

Wir setzen = Bl ¥ Y= oq k (¥). Damm ist £ (y,z) = o

L=t
. . i ; {
identisch mit u, (g} zL + . (H—) ze = 0. Zu gegebenem (y) gint |
3 |

eg zleo immer einen konjugierten Punkt (z). (2) vird genan
dann unbestimmt, wenn (y) das linsar homogene Gleichungs- |
system w, =0 W, = o erfillt. Dies System (s) hat aber

die Determinante [u.j_kl =2} . Wir haben =lso folgende ldg-
lichikciten:

T Aéf o+ (8) het keine Ebcung; zu jedem Punkt (y) gibt

et genau cinen konjugicrten (z). Ist (y) ein Pankt des

Poares, so fdllt (z) mit (y) zussmmen, Ist slso (y) kein

Punkt des Pasres, £(y,y) $ 0, so mach 2z nicht, f(%z}fa.
Suchen wir nun in (13%) ;K,/u. so zu bestimmen, dass

ff;\,!{) =0 , =20 haben wir;h% 0 /k{: o, und fir den

Duotienten
z (3’,3') 1 £

(}f y)

(712 = —(/“) bedeutet aber nech 5.,24,253
& 2

Beziiglich dem nicht aucgearteteh Pinkftepsar P,P,ist der

Zu Q ($ P, # P,) konjugicrie Punkt R d.er ﬂezte
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hezmonischfzn @ P1, P2 @ (R Q P P Y=,

) 4 = 0 y =kae-nicht zlle &3y = 0w Dann hat {EJ cine Li-

cunz (y) und zZwar genan eine, weil mindestens in elner

der beiden Gleichungen (8) ein Koffizient nicht verschwin-

det. (y) izt zu gllen Punkien von g konjugiert, insbe-

sonderes zu sich selbet, ist slio dexr Doppelpunkt, Jeder

hat gensu einen konjugierten, also den Doppel-

- Y i =4

gncare e
-

punkt.

IIT.alle a4, = O Jeder Punkt ist zu jedem konjugiert.
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§ 7.

arven 2, Ordnung. Grundlagzen,

[§
¥
19
(%
-
i
e
)
Il
|_|
s
8]
-
\ \
g
I L
(1
(D

-'_ill, &k = &Ry o Wir setzen

N i e L n fan 5 1

I [I’li; E hi-,._.xl){ i (3,‘:) = Z.E._-k 0 s Also T (:;’z} &=

Y i = i aE i B L. - 1 Bz :
2agy 2 = seix 2oy = £(z,7). SeienX", x,x° projektive

inaten in der Bbene e. Denn heisst Kurve 2. Ordmng die

enge aller Punkte in e, deren Koordinsten £(X,X) = o exfilllen,
L T S . . R . . . S -
Zwei Punkte (y) (z) heissen beziiglieh Jjener Kurve konjugierd,

wenn £ (y,2) = o.

LT |

-

Sei ellgemein (y) & (z).Wir suchen die Schnittpunkte der
Geraden g durch (y) (z) mit der Kurve. Dazu hsaben '-.-'.'ir?t,/« E0 zu
bestimmen, dase TFiir }(i::-ﬂ.yi +/‘-zi (1= 1.2.5)s

£ {X.%) = 04

Nun wird wie frither:

z (x,x) =)%z {;',tf) + M2 (z2) + Bhpet (5,2) (14)
R |
Do, porojektive Koordinaten auf g sind, bestiammt £ (X,X) = o

o

gin Punktepasr suf .

Bine Gerede hat mit ciner Kurve 2, Oxdnung entweder zwei oder

einen oder slle Punkte gemain,

Definition: heigst jede Gerade, die mit der Kurve

eln susgeartetes Punktepasr gemein hat. Die gemeinsamen Punkte

(einer oder elle) heissen Beriihyungspunkte der Tan%ente.

Wir fregen nach der Gesamtheit aller Punkte (z), die einem
gegebenen Punkt (y) konjugiert sind. Wir sebzen Zs' By e yi= uk(y._)
und bezeichnen mit (8) das System u.i:[fj) = 0. {k:ii;:?_’_'j).

Jeden Punkt (y), der (S) erfiillt, nennen wir Dopveltiunkt

von £ (4%) = o. Denn und nur dann, wenn (y) Doppelpunkt ist,wird

.
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-5 55'
o o 1; = E
£ (y,2) = w 2" =o0 f=ur belietge z*= . Doppelpunkbe sind
M=

¢lle und nur die Punkbte, die jedem Punkt konjugiert gind, Ins-

besondere ist (y) Gann sich zelbet kenjugiert, erfillt also
. |

sehitdren der Kurve ahs

L=}

_f ,;y) = 0. Die Doppelpinkbe

Izt (y) kein Doppelpunkt, so bestimmt 2(y,z)= o als Oxt
gller zu {y) konjugicrten Punlkte ‘:‘inef G—;:ra:ﬁef., _5_ uy &bt = o.
L

Diece heiget die Polare von (al. I

Ist £ (y,z) = o und (z) % (), so0 hat auf der Geraden §
?Q- =)l.yi +}-zi ( F=3,2.%)

das Schnittpunktepasr mit der Kurwe nach (14) dle Gleichung

Nz(y y) + pP2 (2,2) = 0. (13)

bs Zweli verschiedenc Punkte sind bezilig-

L7

Hieraus folgt nach

lich einer Kurve 2, Ozxdnung genav konjugiert, wenn sie es

beziiglich ded Punkbepsenfsind, das ihre Verbindungsgrade mak

dey Kurve gemein hat, Im sllgemeinen liegen demnach konjugierte
Tunkte hermoniech zu den beiden Schnittpunkten ihrer Verbin-
Pslle sind aus § 6 er-

aa: ki AT PR 5o, a9 P
gunLagracen mit dexr KEurve. Dis ubragen & S

sichtlich,

Lat {y) Doprelpunkt, so ist jede Gerade g curch (y) Tem

= seQente mit (y) als Berihrungspunkt.
d
Ist (y) Kurvenpunkt sber nicht Doppelpunkt, so ist die Po= J

lere g von (y) Tenggente mit (y) sls Berihrungspunkt,

Beweis: In beiden Fidllen ist (y) konjugiert zu allen Punkien

von g. In beiden Pillen geht g durch (y); denn auch im
sweiten Fall ist (v) &ls Kurvenpunkt sich selbst konjugicrt,
liegt also =uf ge (y) iet alse zu allen Punkten von g such

konjugiert beziglich des Schnittpunkiepasres von g wit der Xur-

¥e. Deher ist dieses ausgeartet.
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Be.
Pa g ferner (§) mit der Kurve gemein hat, ist (y) Be-

pruhrungsepunkt,

Fir alle Punkte der Ebene gilt £ (x,1) = o ( denn und)

nur dann, wenn allie & .= O.

Beweis: Sei P ein beliebiger Punkt von e. @ ¢ P des=
gleichen. /. V. genort die Gerade P § ganz zur Kurve. Also
ist P zu Q konjugiert. Also ist P Doppelpunkt, Also muss
(5) fur alle Pungite vom e erfullt sein, Verschwande ein

Bk Z2.B. &g picht, S0 wirde schon u, = O nur eine Gerade

danohelliv.

darsb:ben,also kbnnte erst recit u,= U= Ug= O nicht die gan~

2 ]
ze Ebene geben.

Nachsden wir das Verschwinden aller aixgedeutet haben,

fracen wir, was das Verschwinden einzeiner bedeutet; wah-

%ik
rend das Verschwinden aller a ., Tmmes einen Vom Koordinaten—
sfstem unubhangigen Sinn Rat, kennzeichnet das Verschwinden

einzelner a eine Bigenschalt der Kurve reiativ zum gewahlien
1k

doordinatensystem.

1) a,, = o ( entsprechend: 8y o= o oder a;, =0 ). Ist

1%

dann und nur desun der Fall, wenn der Punkt Al (24 o,
K 2= x%= o) Kurvenpunit 1ist.

2) 8 =0 (entsprecnend : a . = 0 fur il ¢ k ). Wir bilden
¢ (y,z) fir die Punkte A Aj. Also y%a yo=o, yi¥ o.

21-I23- 0, EE* o; £ (y,lz] . aqulzz' aqo= O ist

aguivalent damit, dass al, 12 konjugiert sind.
Hierdureh wird es moglich, f (X,X) durch eine reclle Kolli=
neation iu eine Summe cder Differenz von Quadraten zu verwain-

deln.
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b7.
L5L dle Kurve die ganze Ebene, so verscihuinden alle
Bjge Also hat £ (X,x) Qann in jedem System dié gewinschte
Gestalt. Andernfalls gibt es einen Punki P, der nicht Kur-
: P .
venpungl ist, also eine Polare @0 Desiktzt, die P nicht eni-
nalt. Wir suchen suf p 2Zwel versciiedene einander konjuglierte
Punkte @, R; Solche Punkte gibt es nach § 6 immer. Dann sind
P, @, R paarweise konJugiert und liegen nicht alle auf einer

Geraden.

Man nennt solche Punkttripel Polardreiecke der Kurve

2+ Ordnung.
Wir maechen eine Kollineation (x) =»(y), die die Grund-

punkie # A A nach P, ¢, B befordert. Dabei gene £(x,x) in
1285

g (¥y,¥) -zibiaylyx dber. Nunmehr ist sicher b =0 fiur i & k.

Wir wollen noeh Gie b  auf eine der Zahlen o,+ 1 beschranken.
ii

.
- ii - g, =fir b.. )
setzen wir zu diesem Zweck (. & | M4l £ i1 P

1 fir b = o

Py , . o L ‘
Dann istAdureh yi= g z* (i=1,2,3) definierte Abbildung elne
i
Kollineation (Determinenie o ,d d4 $ 0)s gie rinrt g (y,y) in
h (2,2) -t§:c zizk iber; dann ist ersichtlieh ¢, = 0 Iur isk
ke L
a1 (onne p - i X) (z) ist die gesuchte

unddle ¢, kluunen nux 0,1y=1 sein. (X) =
Kollineation.

Somit ergeben sich bei passender Wabl der Iadizes fol-
gende Normaltypen:

1) (z1)2 + (22)2 + (2%)%2 = o

5) (z1)2 + (z2)% = (2 )%= o
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3) (282 + ()L = o o
4) (z1)% - (22)4 5 5
5) (z1)% - i
8) o -6

Jede Kurve 2. Urdnung lasst sich, wie bewiesen, durch eine
reelle Kollineation auf einen dieser & Iypen umformen. Wir

dlssutieren sie dureh, wobel sich insbesondere zZeig-n wird,
deass elne reelle Kollinesation einen dieser Tjgpen nie in eli—
nen anderen iuberfdbren kKann.

In den Fallen 1) 2) missten die Dopgelpunkte dem Glei=
chungssystien zlz 0 z%= o z%= 0 genugen, also gibt es keine.
In den Fallen 3) 4) genilgen die Doppelpunkie dem Systenm
2= 0, 2%= 0. Es gibt also genau einen, und zwar reellem,
Dopuelpunkt: z1 = o, 22 = 0, 2% § 0.

Im Fall 5) erfilien die Doppeipunsite die reelle Gerade
zl = o, im Fall &) die ganze Ebene.

Da Kollineationen dic Doppelpunkte in Doppelpunkte

iiperfinren, sind auch ge§§nﬁbf£ komplexen K lineationen die

Y

A
Falle 6), 5); 3) und 4) zusammen; 4),2) zusammen/faquivalent.

Die Typen 1) 2) werden als nicht susgeartete Kurven

2. Ordnung bezeichnet, die ibrigen als ausgeartet. 1) besitzt

keinen reelilen Punkt (,nullteilig“) 2) ist ein Kreis, falls

4] : 3
die [z‘) homogene kartesische Koordinaten sind, sodal 2% = O

die unendliich ferne Gerade pedeuiet; denn setzi man fir 2% # 0
X=21 , y = 2 , s0 sind X ,y kartesische Koordinaten und 2)

=3
i 7
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89.

wird

Rz + 32 = 1,
La 2) reelie Pun te besitzt, 1) dagegen nichi, kann 1) dGurch
Keine reelle Kollineation in 2) ibergehen. Daggen fihrt die
Kolliineation zls aii, 2% 22, 2% i 5% die Typen 1) 2) in
2) 1) uber.
8) konnevwir in die Form setzen

( zt + 1 2% ) {zl-i 7% =0

i “"- wnol e
g o

0 - i . = "-'-'" =
Die Kurve besteht sus den beiden’ komplexen Geraden zl+ i z®=0.

Ihr einziger reeller Puaki ist der Doppeipunkt 21l= 22a @

e N 3 N G ik B
in dem die Geraden sich schneiden.Brgibt (21 + z2)(/~ 22)= o;
2wei reelle Geraden, Der Schnittpun t ist Doppelpunkt. 3)74)
sind gegeniber reellen Kollineationen inajuivalent, gegeniiber
komplesen nicht.

5) 1st die reelle Gerade zia o und bestelt nur aus Doppel=

punkten., 6) ist aie gange Ebene,

Sei nun eine beliebige Kurwe 2. Ordnung #{——)—=

&““%}15_ x Ly %= o gegebed. pupn kann maen folgendermassen ent-

scheiden, welchem Iyp sie sngehdri:

Wir bezeichnen A= \aikkals Determinente der Kurve.(S8) sei
2

wieder das Sysiem 2. &4k ,LKI; =0 (i=1,2,3). Istd 4 o, besitat
1

=

aiso (8) keine LOsung, SO bat die Kurve keinen Doppelpunkt,

ist also notwendig vom Iyp 1) oder 2). Indem wir die Reduktion

auf Normalform aktiv aeutfnfhaben wir den Satz: Jede Kurve

2. Urdnung, die einen reilen Punit besitzt, und deren Deters=

minante mnicht verschwindet, lasst sich durch reelle Kollineatiam

in eipnen Kreis verwandeln.
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60.
Ist A = 0, S0 gibt es mindestens einen Punkt, der (8) er-

fuilt. Glibt =5 genau einen, daan liegt Typ 3) oder 4) vor;
4) genau daon, wenn die Hurve ausser ihrem Doppelpunkt noch
ginen reellen Punit besitzt;

stellt (S) eine Gerade dar, s0 liegt 5) vor. Gibt (8)
die ganze Ebene, so verschwinden alle B Iyp G.

Wir dis otieren nun fur jeden Punki P, ausser dem Dop-
pelpunsten, die Lage seimer Polaren p. lm Fall 5) ist die
Doppelgrade ersichtiich Polare jedes nicht suf ihre liegenden
Punkts. Im Fall 3) 4) mnuss jede polare dureh den Doppelpunit
0 gehen, da O allen Funkten konjugiert ist. Seien gi'tﬁidia
Geraden, aus denen die Kurve bestent (Fig. 26). Liegt P niecht
auf gl oder g o so0 ist p ersichtlich der vierte harmonische
Steahl durch O zu O P, 819 33'.E&EEL

heben alle Pun te auf O P

e, "P
vdieselbe Polare wie P. Liegt P 9,
auf g,( entsprecheund fiir ga}, S0 p PR
ist gi Folare von P. T 24

L

Bei de. nicht asusgearteten Kurven 1) 2) ist aie Be=

ziehung eines Punkis zu seiner Polaren umkehrbar eindeutig;

nicht nur jeder Punki besitzt eine Polare, sondern zu jeder

Geraden p gibt es genau einen Punst P, dessen Polare p 18%;

man pnennt P den Pol vom Pe
Sei i Ay X K =p die @leiciung vol P Soll p die Po-
K=

lare von P (y<) sein, so muss p der Gleichung £tyssr—=
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— 61.
t(y,z) "o ik yi z¥ a0 genlgen, also mitaéﬁ o gelten
%
S i

LI\

Dies @leichungssystem bestimmt wegenA # 0 in der Tat
genau elnen Punkt P,

Fur pichil susgeartete Kurven 2, Ordnung gilt fer=
ner, dass sie Keine Grade ganz enthalten,
Bewels: Voruusgesetzti, g K 1iegt ganz auf der Kurve 2,
Ordnung k, dann soll gezeigt werden, dass k ausgeartet
ist, Durch eine Kollineation erteilem wir g die Glei=
chung < %= o, so dass A, Ag auf g liegens Da g im Kk
enthalten ist, so ist:

Ai konje 11,12

F 4 - A A

2 W 1 2°
Daher ist, ralLsVEm peuen Kocordinatensystiem die @leichung
j K ¥ - =
iuibﬂ Y1 x&= o erfullt: a, = 8,, ag. Oe
|
A =1° ° i3
o ©

852 w o (Entwicklung nach der letzten
| #13%23%33 | Zeile)

Also ist k in der Iat ausgeartets =

Liegt P micht auf Kk (nicht ausgeartete Kurve
2, Ordnung ), denn wird k von der polaren P (P) im
in zwei verschiedenen Punkten Ql, QE getroffen, Denn sonst
hatte p (P) in-awei-versehiedenen-Funksen- mit k einen
Doppelpunkt Q gemein, ¥ ware mit allen Punkien von p

konjugliert, also ware p die Polare von @, die beiden

verschiedenen Punkte P, Q hatten dieselbe Polare p, Was
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62,
w&t5 bei nicht ausgearteten Kurven 2. Ordnung nicht

gehtis

Fir alle Kurven 2. Ordoung k und alle Punkte P,

die nicht auf der Kurve liegen, gill der Satzi

eine Gerade & durch P ist dann und nur dann Tane
gente, en k, wenn X mit k einem Punkt § gemein
hat, der auf der Polarem p von P liegt.

Beweis: 1) % sei Tangente von k durch P, berihrt

k im Bw Q. Danan ist @ als Doppelpunkt auf K mit P
konjugiert, liegt daher auf pe.

2) @ liegt sauf p und k. Damn ist @ mit sieh

selpst und mit P konjugiert. Die Grade P Q = 4t schnei=
det also ein ausgearteies Punkiepaar aus k aus, d.h.
ist Tangente., @ isi Doppelpunkit auf ‘i.', &l1s0 Berih=
TUngspunkte=

Fir nicht ausgeartete Kurven X folgt hierauss
Liegt P mnieht aul Kk (Fige 27), so gehen durch P
genau zwei Tangente P, Qi s P QE « Dabei sind Qi' Qg

die Sehnittpunkte vom Kk und p (P).

(Fig.27) Sind Qi . Q2 reell, SO
Q
>&\- sind die Tangenten beide

reeil, Sind Qi, Qz konjugiert

—

£ 4 komplex, so such die Tangens
3 @"h} G"A

ten, falls P nrell iste.

T
LN
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3.
Dann selzen w.r P Qi - *&, PQE- 12, 80 ist Q= ﬁ;,

Sind Qf Qg reell und ist k gegeben, so lassen sich
die Tangenten mit dem Lineal sllein konstruieren,0ffenw

bar genligt es dazu, p (P) zu komstruieren, Zu diesem

Zweeck verbinden wir P mit zwei beliebigen Kurvenpunkw

ten R, B (?‘ig.ﬂ&i}. Qz_. P
P Y X%

(Fig.28) f R K Wenn P R} nicht schon zu=

; b
£allig rmg%hte ist, trifft P B, die Kurve in einem

welteren Punkt Rz. Entsprechend werden k von P Ei Zum

zweite-n mal in 82 getroffen, Mit dem Linesl sllein kann

men R ,5 so konstruleren, dass
R = = PSS S )=ew=l
(P RRR) ( 55 .
dann ist offenbar P konjugiert R und P konjugiert S,
p (R,8) ist also die Polare von Ps Wenn p k reell
trifft ( in Qi,QEJ , dann sind P Qi, P 92 die gesuchten b=
Tangentens Andernfalls gibt es keine reelleln. B
Um die Tengenten dureh P (yi) =n £(x,x) = o formal
i
zu erfassen, so betrachten wir fiir irgendeinen Punkt Q(43)
das von PQ -fl ausgeschnittene Funktepaure Bs wird durch
die wﬂrteih,/t gegeben, die {Xi- lyl +fh£1 gesetzt) die
T g ‘s (82)=0 (14)
Gleichung ertiillen R1Z (yy) + BLAn2lyz) + A&

Demit lf fengente werde, ist ( z*) so zu bestimmen, dass
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64.

das Punktepasar (14) ausartet., MNach § 6 ist hierzu not=

wendig und hinreichend

(= £(yy) £ (yz)
L L Qs
1 t(yz) £ (zxjj

o

f(X,x) = o werden &lso dureh die Gleichung dargestellt

£ (y,3) £ (z3) = {2(y2) ) o o (15)
(16) ist im {zi] eine Kurve 2, Ordnung., Da sie eine
Grade ganz enthallt (namlich Jede fengente), so ist (15)
ein konjugiert kompiexes oder ein reelles @radenpaar,oder
eine @rade, oder die ganze Ebene, Der Leser diskutiere
geometrisch, wie sich diese Moglichkeliten in den verschie-—

denen Fidllen realisieren. Beisplelt (15) stellt die ganze

Ebene dar, weun P Doppelpunkt von £(x,¥) = 0 iste=

Fiir nicht ausgeartete Kurven ist neben der Normalform,

die oben abgeleitet wurde und dem Fall entspricht, dass

A, A

7 Ao 13 Polardreieck ist, eine weitere Normalform wich-

tig, emtsprechend dem Full, dass Ai, Ag, 13 s0 liegen, wie

Qi’ QE, B ino I'ig. 27,

Wir haben also

: . x W
11 konjugiert mit Li, Ls: aii -

" L a a = 0
A " Ay shg® Bop ™ Pog T 7°

Pie Kurve erhialt die Gestelil

2
2a yly2 +a (x3)F = oo
i2 33



—
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Ersichtlich erhelten wirt 8y

= o 849 ©
F' 8,459 o e a® .8 .
o P ﬁ-as(
Also derf weder aizadir assverschwinden, venn die Kurve
nieiht susarten soll. Machen wir die Kollineationt

— 1 2 ;
.E_aj;gk'ijg ’ xa’!’.j ’ 3; is s S0 erhalten
833
wir die Normealformsg

(16) 2l 2° = {a’fﬁ - 0,
Zum Schluss sei darsuf hingewiesen, dass die hier gegebene
Tengentendefinition die umfasst, die in der Differentiale
rechnung gegeben wirde

Sei namlich f\ Tangente an ‘eine nicht nusgeariete
Kurve 2. Ordnung k und sei @ der Beriihrungspunkt(nach
unserer Definitiomn). Sei dannfi' eine beliebige @rade durch
Qe Ist A% w &, so hat?A! mit k susser Q einen weiterem
Punkt @°® gemeirn.

fF
i g' rickt gegen @, weunfﬁ geRe. n'tli gehte

Denn sonst gébe es (wie lelcht zu zeigen) einen von @ ver=
tr t
schiedenen Punkt @ ¥, gegen denm sich die @ fur Ak Dl
ten. Weiter liesse sieh zZeigen: Q* liegt auf k andl%. Dann
hattel# mehr als einen Punkt Q pnit 7 & gemein, was micht
stimmte. Ist also § elin gmendlicher Punkt, sO ergibt unsere

Defipnition die iblichee Sie geht iiber aiese hinaus, wenu

Q unendlich fern ist, oder wean k susartet und Q Doppels=

punkt ista
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é 8‘

Dualisierung,

Die Aubildung, die beziglich einer nicht eusgearta=
ten Kurve 2. Oranung Jeder Geraden ihren Pol und jedem
Punkt seine Polare zuordnet (,Polarenverwandtscnafi?),

ist eine Korrelation. lenn sle sechreibt sich in der Form
b2 a ; 2% o
P ST | B o= Ay, \aig $ 0,

die mit (9) Be 41 dbereinstinmt. Die Boliareanverwandtschafs
ten sind gegeniber den allgemeinsten Korrelationen durch
die Symmelriebedingung aik - aﬁiausgezeiahnet.

Die Gesamibeiten der Téngenten der Kurve wird sufl die

Berihrunzspunkie (ihre Pole) abgebildet, Die Tangenten

ciner nicht susgearteten Kurve 2. Ordnung werden durch jede

Korrelation in Punkte einer nicht ausgearteien Kurve 2,0rd-

nung abgeblldel.

Betreachten wir insbesondere die Korrelation K-, die
der Geraden Tii u#;iiiﬁlo gden Punkt L&i) zuweist, d.h,
fuhvren wir Llaisﬁﬁuordlnaten ein, und suchen in ihnen die
§leinhung der Tangenten der Rurve. Wir habea
? a.‘“t‘" ’ﬁ’w = 0, &lsOo wenn .{:_u:x‘ &« 0o die Tangente
durch (X) bezeichnet:Za;KxI{ ™ u: . 'ﬂegen\a.h{\f 0 ge=

stattet dies Gleichungssystem die Auflosung
. = - ;'{ i # n
i s S “
X' =D A Uy A {'ﬂ [Tl

Dies, inﬁ't:“i ET = 0 eingesetzt, ergibt die gesuchte

=i

Gleichungs
RS
T i
AT g w8 (17)
't'l’(i‘ w
Eine sndere Form dieser &leichungs die direkt die 8j.,

nicht die A*¥ benutzt, erbdlt man fulgendermassen: Fir die

Tengente gilts
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e7

AITE G P s

Zuﬁ e = 0.
Damit dieses System von 4 in/ﬁamnganebﬁleichungau in
aen drei Veriabeln X1,y2,x® 1lésber sei, ist notwendig,
und wegen\ainl+ © auc¢h hinreichend, das Verschawinden der

Determinante

Byq Rag B4g Vg
b0 %oz 223 Y2
a & a u = Q (18)

13 23 33 3

u O

1 Bp g
\

(18 ist mit (17) aguivaelent, deun (18) besagt, dass der

Pul der Geraden (ug) guf ihr liegt.

Wir fragen nun, was fur Gebilde (17) in Linienkoordi-
naten darstellt, wean di= A*™ beliebige reelle Zahlen
sind, Wuhvendili“[ + 0 Gic Tengenten einer nichi ausge=
arteten Kurwe 2. Orduung gud, ernalten wir fﬁrkaiﬁ =0
neuartige Geblilde. Liegt in der Bintellung § 7 einer der

Falle 3)4) vor, so erhalten wir zwel Blischel, dessen

Scheitel P, Q beide reall oder konjugiert komplex sSind.

Fall 5) liefert ein Bischel mit reellem Beheitel,Fall 6

alle @eraden der Evene, Alle Gebilde (17) nenntg§ man

Biischel 2. Ordnung. D+e bisher betrschteten Biisehel heissen

nleOranung®. Siné].,#gplojextive Koordinaten in einem Buschel

erster Opdnung, So sollen die @eraden ues Bischels, die

giner Gieichung
1 3
a ¥ + g, akz.ru +a W B=0 (&, reell)
11 3 22

geniligen, ein Gradenpaar heissen. Die Typen der Gradenpaare

erhilt man durch Dualisieren 8us § 6, Ebenso ist aus § 6
G,-pﬂﬁu-ta?,.

klar, wenn zwel Gerazden g,h eines Bischels 1/zu einem
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68,
Gravenpaar des Buschels konjugiert sind. Besteht das
Gradenpaur wus 4wel verschiedenen Graden Bq5 Bgy und
ist g # €15 B ¢ €gy 80O ist b der vierte harmanische

Stranl zu g, gi, o> ( b, g, By Ez] =-1, Entsgrechend

in den anderen Fallen.
Ferner folgt durch Dualisieren:

Jedes Buschel 2. Ordnung het mit jedem Bisehel erster

Urdnung ein Gradenpuar geleln,

Zweli Greaden sind bezuglich eines Buschels 2.0rdnung kon=
Jugiert, weun sie es bezliglich des Gradenpaares sind,das
das von ihnen erzeugte Blischel 1. Ordnung mit dem Buschel
2.0rdnung gemein hat.

ZU einer gegebenen Geraden g sind bezliglich eines
Biischels Z2.0rdnung entweder alle Geraden konjugiert ( g ist
Doppelgrade), oder die zu g konjugierien Graden bestehen
sus dem Blischel 1.0rdnung durch den POl von g.

7wei Geraden sind bezliglieh eimer nlent szusgearte-
ten Kurve 2.0rdnung, bezw. deren Biischel ihrer Tangenten,
konjugiert, wenn &= eipe¥ von ionen dureh den Pol der an=
deren geht.

Von neuem ergibt sieh ferner der scuon bewlesene
Sutzi an eine gegebene nicht ausgeartete Kurve 2.0rdnung
Kaun men von einem gegebenen Punkt zwei oder eine Tangente

legen; nur eine genau dann, falls der Punst sguf aer Kurve

liegte.
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§ 9.

Progeslive Erzeugung; Paskélscher Satz,

Wir gehen von der NVrmalform (18) aus, die man er-
halt, weun man Ai, AE in zwel beliebige Punkte einer nieht

gusgesrtstet Kurve 2., OFdnung K legi und An_zum Pol vonu

Aiﬂz, alzo zum Btanittpunkt aer Tangenten durch Ai’ AE, AL

kK, macht (§+ge.29.)

(18) kounen wir in Determinanteniorm setzen:

1 (3|

-] 2
| X7 %7
(18) gewuahrleistet gine nichttriviale Lésungl ,P;ﬁﬁﬁ Sy- :
sSLeuns
1 3a o
(19, )

2. 1%5 4 Ptﬂg- Q

Nun steilit {19;} pei variablem.l 5. ke
entsprechend (192] das Blschelk

Gas Gradenbiischel

erster Ordmung dur-ch 12 dar,
ind : jeitl rdineten

A . Beide Buschel slna aurl 'E‘al* projestive Koo .
j ' ; : BuUS

bezogen. Ordnet man jedeu Strahl (l,y& gus (19,7} den

: 5; 5 j ie Biisechel
1192) zu, der zum selben EL’FJ gehort, s0 sind di

projektiv aufeinander beiZogsl. Die Schnittpunkte entsprechen=

der Stgﬁhlen erfiillen aber (168), d.h. liegen guf k., Wir ha=—
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ben damit den Sata,

Ist P _ein laufender Punkt von k, und sind A,, A,

beliebige fesie Punkie von k , s0 liefert aie Abbildung

Ay P i—'?Az_P eine Projeiktivitut zwischen den Biisciheln

gaurehn ii and Az.

Umgekenrt, Sind zwel Budzchel ersier Ordnung projektiv auf=
einander bezougen, s0 erfillen die Schnitipunkie snispre=
chender Bftrahlen eins Kurve 2, 0rdiung. Dihn haben die
Bischel die Gleichungents

P
[ Mm% =+ Wl v ' =9

] Tw:is' & HLgx =0

so erfillen die Schnittpunkie entsprechender, d.n. zum

gleichen [l,pu} gentriger Strahlen offenbar die Gleichung:

iz:**;*‘ 12 Lk < O
| T iy Tt

die ersichtlich eine Kurve 2. Orcunung darstellt; diese
geht notwendig dureh dle Scheitel der Buschel.

Seien A., A, diese Stheitel, daun muss die Kurve ause
=

1‘!
geartet sein, falls die @rade Ai A 2Hinh gelbst entsprichta.
Denn dann isl die Projektivitat nach § 1 eine Perspekti-
vitét, entsprechende Swranlen sehéicen sich suf einer Gra=
den g, die mit A, A, BSUSANIER ersichtlich die Kurve 2.0rd-
nung bildet. ERtsprient Ai Az sich nient selbst, so liegen
die Schnittpunkte entsprechender Strahlen nach § 1 nient
auf ﬁ:;?ﬁr&den, die Kurve 2. Orinung ist, also daun nicht
gusgeartet, da sie keinme GFade enthalt,(vergl.Modell 363,
$ach 35)
Wenn in diesem Fa#ll dem Strahl Aiﬁgﬂes Biischels 12
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die Grade ﬂi ( = 5¢Ag} des Buscnels A, zZugeordnet ist,
so ist € Tengente dureh A, an die erzeugte Kurve, Demn
'tl unc der entsprecihende Stranl Alhg schneiden sieh in Al;
t; bal mii der Kurve nur den Punkt A gemein, ist also
Tongente, Entsprechend Tindel man dis Tangenten durch Ao
als deu Blranl durch AE’ der der Strehl A A des Bischels A
entspricht.

Des Ergebnis lasst siehh sueh so formulierens
Zieht men aeeh vier Tesien Punkien einer nichi ausgearte=
ten Kurve 2, Ordnung die Projekiiomsstrahlen von einemn
beliebigen Kurvenpunkt P aus, so ist das Doppelver=
haitulis der 4 Strslilen unabhéangig von der Lage von P auf
der Kurve., Man nennt dieses Doppelverhaltnis das Doppel=
verhédlinis der vier Punkte beziglie-b der Kurve,

Duresi 5 Punkte A,B,C,D,E allgemeiner Lage geht genau

eine Rurve 2.,0rdoung K.

Wir betrachten zum Beéweis die Bluschel 1.0rdnung durech
A, B Ist P ein laufender Punkt der gesuchien Kurve Kk,

so muss AP €=2B P eine grojekiive Bezieluang zwisclien

den Buscheln ergeben l}. Jiispesondere muss gelten A C &BC,

AD =sBD, AE &>BE. Durch diese drel Angaben wird die gesuch-
te Projextivital A x B, und damit die gesuchie Kurve k, ein-

deutig bestimmt.

= - wirde oben nur fir nicht uusgeartete Kurven E,Orﬂnugg
b;EEZs:n.Eine pusgeartete Kurve 3.0rdnung entndlt aber ﬁilne
5 Punkte aligemeiner Lage(abgesenen vom Typ 6 § ?, der T ir
nient mitgerecinei werden sal;), die gesueilte Kurve K 15
also jedenfalls nicht ausgeartety.
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Damit oun © Punkte auf einer Kurve 2. Oranung liegen,

mussen sie eilner Bedingung genlgen, die Jener Projektivi=
tatslfurderung entsprient, Sind z.B. A,B,C,D,E,F diese
Punrkte, 50 1ist notwendig und hinreichend die Bedingung
(AC, AD, AE, AF ) = (BC, BD, BE, BF). _

. . ) ) . Wollic amisie
Dicse Bedingung l&asst sich nun in eine Hodew und mehr
symmeirische Form bringen, die von Paskal gefunden wirde,
bevor man eLwas vun der projexktiven Erzeupgung der Kurve
Z.0rdnung wusstes

Wir suchen zunachst,eine solche Kurve K dureh drei
Punkte A, By, C zu legen. Hierdurch ist zwlschen den
Buschein (A) und (B) eine Projektivitat definpiert, die
wir durch Perspektivitaten zu erfassen suchen.Zu diesem
Zweck legen wir aurch C zwel Graden C A, C B’, die k nioht
veribhren. A? BY sclen die zweiten Schnitvipunkte dieser
beiden Greden mit k. (Fig. 30.)
Sei P der Schnittpunki eines
Stranls von (A) mit A*C, und
sei @ der Schnitipunkt des

jenen entspreclenden Stranls

&' _"\ von (B) mit B'C, so ist P €»Q
eine Projestivitdi zwischen

A'C und B' C. Débei entspriecnt aber C sicd selbst, weil

C Kupvenpunsit ist; also ist A’C@B'{: gine Perspektivitdt.
Wie suchen inr Zentrum aufi
Dem Punst B? von B'C (Fig.31)
Fige.31) .
e entspriechi der Punkt B, =
e i
,f:?{AH',A‘G} guf A'C.Ebenso ent-
i sprient deuw Punkt A von A'C
<l m,,ﬂé. der Punkt A, =(BA',B*C) auf

/"-- B'C, Dués gesuchte Zentrum L

ol S
W P""“\.{’;‘ der Perspektivitat A'C % B?C,
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ist also L = ( BOB',AaN) 2}y = (AB?, BA? ).
Sel nun C* ein weiterer Punkt auf k (Fig.32). Sei

M=(AC", A'C), Also liegen M, N mit L auf einer Geraden.

(Fig.32) 1st umgekenrt M = (-l-l].": CB?)
ﬁﬁix una C!' = (A M, B N), so ist
S neech dem friherens
S
W (AC, A A, AB? AC') =

(B C, B A, BB, BC?)

Der Punkt C?* liegt also in

der Tat zuf K.
Der hiermit bewiesene Paskal'sche Satz lauteti

Al
Des Sechseck A B C &' B C* A liegt genau dann auf einer

Kurve 2. Opduung, weunn die drei Sehnictpunkte der gegen=

iberliegencen Beliten

L=( AB', A’ B); M= (AC’ A® C); N=(B C*, B® C)

aul elner Geraden lLiszel.

Durch @Greuvzibersang ldsst sich der Paskal'sche Satz
guch flir den Fall beweisew,dass zwéi Punkte des Sechsecks
i einen zussmmenfallen und ihre Verbindungsgrade durch die
Kurventangente in jenem Punkt ersetzt wird. Ebenso Kénnen
uber auch zwei oder drei Eckenpaare zusammenfallens

Der Puskal?Sche Satz liefert mit Hilfe der aufiretens
gen Graden (LM N ) ein Verfahren, um mit dem Linieal al=
lein zu & Punkten allgemeiner Lage beliebig viele weitere
Punkte der Kurve 2.0rdnoung zu finden, die durch jene 3 Punik=—
te gent. Auch die projextive Ergeugung selbst liefert Sole
cihe Verfahrene Bbenfalls lassen sieh mit dem Lineal alleig
belisbig viel Punkte einer Kurve 2,0rdnung finden,; wenn igi
verschiedene Kurvenpunkte und die Tangente 1in einem von

ihnen gegeben ist, oder drel Kurvenpunkte und die Tangentken

in zweien von ihnenes

Wir dualisieren nun die bisherigen Ergebnisse:
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1] Vier feste Tangeniten einer Llieal ausgearbetel Kurve

«Urdnung schneiden elne bpewegliche Tangeie in vier Punkten

Testen Doppelverhalinisses.

Zdusutzy Dieges Doppelverialtnls ist dazselbe, wie das

Dop.elveriaitinis der 4 festen Beruhruangspunkte beziigiich

der Kurve. lDenn die Polarenverwandtschaft Jjener Kurve ist

Dv. treu und fuhri dile Tangenten in die Beridhrungspunkte

Uper,

2) (Satsz des Brianchon, iber 100 Jenre nach dem des Paskal

entdecdt) s

Die Beiten eines Bechsecks sind dann uad nur dann

Tangenten elner Kurve Z.Urdaung, wean aie Verbindungslinien

gegeniberliegender Bekenm durch einen Punkt gehen,

jl_ Sind vun einer Kurve 2.0ranung 5 Tangenten, oder 4 Tan-—

genten und auf einer von ihnen der Beridhrungspunki, oder 3

Tangenten und aufl zwelien d#ée Berdhrungspunkte gegeben, so

ist die Kurve eindeulig bestimmt und beliebig vielie weitere

Tangzenten sind mii dem Lineal allein sonsirulerbar,

Zusaltz: Auch ale Beruhrungspunkite Jener Tangenten sind mit
dem Lineal allein bestiimubar. Zum Bewels genugtl es, den
dualen Sa&tz Zu bewslisen: dind von elner niclhi ausgeargeten
Kurve 2.0rauung 5 Punkite A B C D B gegeben, so lasst sieh
die Tengente in A mit dem Lineal allein Ifinden, In der Tat
kenn man mit dem Lineal alileéin zu Jjedem Strali b des
Biischels (B) denjeaigen a &us (A) finden, der b bei der

Projektivitat AC« B C , A D&»E D, A E<B B entspricht.
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Die gesucnte Tengente erhalt man aber, wenn man B = B A
NiTNT e

Die Ausfuhrung=n dieses Parasgraphen gelten auch welil-

gehend fir auszeartete Hurven 2,0rdnung. Insbesondere
gilt der Satz des Pésgal auch, wenn K ein Geradenpaar
ist, aiso fur Sechsecke A B C A? B C', ©Del denen A B €
und A' B? C' Jje aul einer Graden liegen, Diese Ausariung
des Batzes (,Balz dea'fhgpus”] war schon in der Antike
bekaunt.

Naheres im eingangserwannten Bueh von Heye,Bd.1l.
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§ 10.

Affine Spezialislerung,

In affiner oder metrischer Behandiung hat man die
Rurven 2.0rdnung k danachh zu unierscheliden, wie sie zur
unenilich fermen Graden Bap 4legen. Wir beschranken uns
auf Typ 2,8 7,und haben folgeunde Falile zu unterscheident
1) k scineidet g, in zwei verschiedesnen Punkten,

%) diese Pungte sind reeli. Hyperbel?
B) Sie sind conjugiert komplex. ,Ellipse®.
2) &k berihrt gew . pParablel”?,

Wir betracite-n (Fig.33) den Puol M von g, , der n.V.
niedhi auf g, Liegt, UelR. zin eigentlicher Punki ist.
¥ lheisst ,Mittelpunxt® voo k, und Kk heisst im Fail 1
bisweilen Mitlelpunkiskurve £2,Urdnung®. Jeue Grade d durch
M heizst ,Durcaomesser” von k; bisweilen bezeichnet man

auch als Durcumesser nur Jie Seanse P P von d ( P auf

12 17%°2
£ ), die M euthdait, T¥ifft Bd B, 1B EJ 50 ist Hﬁ Kon=
Jugiert zu M, also

- P, H
Nun ist aber ( M D P:LPE) = 4 PP, M D,) = 1

P2 M

Also giﬂt Py M =M Py W

Alle Durchmeszer werden vom Mittelpunkt halbiert.

Da d durch M geht, liegt der Pol £%ﬁvou Q@ auf der
Polaren von M, aiso auf g« Der Durchunesser G’n- Mﬂm
ist zu 4 konjugiert, Also ist D_ auch der Pol vom d .

(Fig.33)
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(Fig.33)

Hf\y;fx;.\k;>

Q

welen auf k o dass Ol o G - .
in ¥ 5 y SO dass Qiﬁzllg bann wird Q,Q,

von d halblert ( in R) und die Tangenten in Q @ schneiden
iz

sieh auf d (in @). Liegen Qiﬂg auf EP, S50 sind die Tangen-

ten beide 4 parallel,

BE.'_IH L5 3 Fi Vt EEHL Qj.QE U.U.I‘ch &Cﬂ o« AlsO

(RO ¥ ¥,) = =1; R = R
@ ist der Pol wvon ¥, ¥,, 8is0 <onjugiert zu 4, , also auf
d. Falilt Qiqg Wit ﬁ‘zusammen, s0 15t @ Pol von g, also

g = D also sind die Tangenten parallel d. Im Fall

= 3

der Hypervel ( 1.) gibt es zwel reelle Schnitipunkte A_ B_

von Kk und g .Also gibi es aurch M zwel reelle Tangenten

wn K ¢ a=M A und b=M B_ ., a,b heissen die Asymptoten

VOIL K. S8ind d, & Konjuglerte Durchmesser, sodist

e A B,) = - 1. Also (d,d,a,b) = = 1; konjugierte

Durchmesser llegen harmonisch Zu den Asymptoten.

Anschzaulich erkennt man( der Bewels werde hier lbergangen):
von zwel konjugierten Durchmessern der Hyperbel trifft stets
der eine die Kurve reell, der andere nicht.

Wir suchen jetzt eiune NOrmalform von K in affinen
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(#.B.gartesischen) inhomogenen Koordinaten,
Wir machen M zum Grundpun<t AE eines projeklbtiven

Systems (x*) und legem A, , A so , dass hys Ay A ein

1? T8 2! T3

Polardreiecs von k wirde Denn liegen 4 A, auf der Po=-

1 T2
laren g, von M, g_ eriulit aiso Uie Gle.ciung ;;,E- Dy
d.he ale (x*) sind homogene affine Koordinaten, Durch zwecks
masslge Walll des Elnneitspyunkies erhdli jelzt K elne der
peiden Gielchungen
2 2 2
(20) (x1)"- (x%)" = (x%)" = 0
2 2 2
(21) 1) (x2)% - (x®)° = 0.
: : . ; : ; 112 ) =
B trifft alsc Kk in dem reellen Punktepaar (x*) = (x=)=0
: e - 1,2 2,%
cder ip dem konjugiert gomplexen (X*) + (X°) a <.

Also gibt (20) die Hyperbel, (21) die Ellipse.

A @&
- X A X 2 — 4 £a
SelzZen wir —;'; = 2 il é y 50 sind glr

innonogeue affine Koordinaten. D+e eigenilichen Puanste
(x® iedi; 20) (21) auc! i - b
XY = o) befriedigen (20) aluch noen, WwWenn man dure
B sy f¢8 . R L .

(x3)© diviaiert. In § 5§° hnat also k die Gleichung

(22) (§" ) = (€2) = g1 (Hyperbel)

F =

(28) (£7 )+ (£E5)° =4 (Ei1ipse).
Dabel ist f' - Ei- o der Mittelpankt von K,
Fir aie Hyperbel ist eiue weltere Normalform wichtig. Wir
wachen wieder Ag zum Mattelipunkt, aber Ag, Agzu den unendlie
fernen Punkten vom k, Danm ist {x"‘} wieder esin homogenes
affines System und Xk erhdlt Jjetzi gemiss 8. 64,65 bei pas-
sender Wahl von% uie Gleicihung

i 2

2
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Bis50 in den inhomogenen Koorulnaten } %_52 :

o 2
4. f ~1 =0 (24)

Dies ist uie Gieichung einer Hyperbel mit den Asymptoten

1 P
%" Q:ié = U.

Fall 2) Die Purabel & berihre g, in M . (Fig.34) M
it PoL von g . Dic Parubel besitzt siso keinen Mittel-
gunkt. Alie Parallelen durch M heissen Durchmesser der
Paravel, Der Pol O, eines jeden Durchmessers d liegt
suf g, well d durch den Pol M __ vomn g, gebt, also
Zu g, konguglert is5Ts

Alle Sehnen qua, die die Hichtung A_, haben, werden
von d Dalbiert und die Tengenten in Qiﬂg treffen sich auf d

Bewelis wie zu Fiz.33.

(Flg- 34}

Die Teéngente in dem einzigen elgeailicnen Pun<t D, den d
mit k¥ gemein hat, geht ebenfalls durcn O
Ferner gilt folgender merkwurdiger Sutzg

Qiqasei eine beliebige Pérabelsenne, R ihr Mittelpunkt, §
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der Schnitipunki der Téngenten in Qrﬂ D der Schnittpunkt

2’

der Parzbel mit R Q. Daun wira R @ von D halbiert.(Fig.54)

Offenbar ist unamlich ¢ R Durchmesser, also (Q,R,D,M__ )==i

Wir suchen eine Nurmsziform derp Parabelgleichung in

g T fl ¢ 2 ' : -
aifinen Koordinaten.f" §° wip wihien den Punkt A, des poo-

Jedliven Sysiems wls M_ , AS belieblg auf kK, Ay als Pol von

A_A

itz Dann liegen wieder A, uud A_ auf 5,5 ¥ ) sind homogene

1 P

alline Roordinaten., Die K@rvengleichung wird nach pezsender
2
Wenl von E:@ (12} —<1x 3= 0,

X X
(25) (¢ 1}2 -EB = 0 (Paravel)

Also naeh Division dureh ( gﬂ?fdréizié_ gB:EE ) 1
25

Wir schreiben zum Schluss die ailgemeine Gleichung der
Rurven 2.Urdnung f (xi;%) = o bezw. £ ( ¥,%2) = o auf inhomow=
) . : " o.B.d. A, .

gene eIfine KYordinaten um, Wir kounen z.Bed. ( x') als
homogene affine Koordinaten annehmen (sonst hitte mzn vopr—
weg elne Kollineztiion zu machen, was an der Gestalt von

I (x;x) una £( y,2) nienis anderte), Dann gilt fur eigent-

liche Pungte x?# O Binn und nur dann £(x,x) = o, falls

i 1
1:f (KX) = o. In den inhomogeuen Koordinaten f -,
(x3)* K
2

= % 2 erfiilen also die eigentlichen Punkte von f(X,y)=0
x 3
die Gleiehung

e

2 2
(26) a,,(§1)2 + 2 a,,f1/& + a,, (§2)° + 2 ay5f 1+ 2 ag €
+ Bgg = O Ebenso gent f( y,%) = o nach Division dureh
3323 uber ini >
z 2
(27) @44 s;'§'+ ﬁu_{rl"’: ;»-}‘“_{f’) + Qg Y ¢ +ay5 (q'+7)
+ Azg(n ¥EZ )4+ 238 =0
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Aufgaves In cinem baryseitrischen System mit gieiche

tigem Pndementuldreieck hat Gessen Umkreis dle Gleicr

Sl £ B g !
XA = gl g rﬁ'an;&i.
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§ 11.
Die Kreispunkte unt ale progjestive Definition
des Winkels,
A A

( ¥) seien homogene kartesische Koordineten -
. i
= —; 0l& zugeldorlgen inhomogenen kartesischen Koordina—

1 i

ten der eigentlichen Punkte (X & % o).
Dunn sind Kreise alle und nur die Kurven 2.0rdnung,
aie einer Gleichung der folgenden Form geniigen 1)
{Y1)2+ {?2}2 +23?1+2h!‘:2+c-0. :
Die entsprechende Gleichung in (xﬁa lautet also
(11}2 5 (XE)E + fﬁ2a11+ 20X%+ ¢x°) = a
Die unedgentiiche &rade x3= O wird &lso von jedem
Kreis im Punktepaars
ah®+ w*

+ = 0 (30)

geschnitten. Die Punkte I,¥, sus denen dieses Punktepear

besteht
I:-xl-j: Eg;’;inl
T AR =1 X2 =-i
KE = 0 X3 = 0

heissen dieyKreispunstie? oder ,ebsolute Punkte” der Ebene,
Alie Kreise gehen durch I,J¥. Uligekehrt ist jede niecht

ausgeuriele Kurve 2.0ranung dureh I,F ein Kreis,

1}vergl. An,Geom,I. Dort war nur von reelien Kurven die
Rede, was die Ungleichuung 82 + b2 = ¢ >@ nach sich zuge
Wir heben Jetzt diese Besclirdnkung aufl und erweitern dae

durch die Kreisdefinition.
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e

Dynn sind A,B,C drei solehe Punkte, dass A,B,C,I1,Jd
Gllgemein liegenm, sc geilt uurech aiese funf Punkte eindeutig
eine Kurve Kk 2.0rdoung. Andererseits gibt es dureh A,B,C
gehal elnen Ereihij K, k* gent dureh 1,Jd, ist also mit
K jdentisch, d,R. k ist wirxiich ein Kreis.

Ist M der Mittelpunkt eines Kreises k, 50 istx®= o

i . . .8 - — N =

Polare von M bezlglich k.X = o schuneideft aber k in I,J.

Also sind M I, M J die Tancenten a&n k curch M.

Jede GFade durch I oder J, ausserics 0, heisst ,ab=
golute® oder , isotrope” oder  Minimal® @rade, Die Glei=

cliung der Minimalgraden hal aiso die Form

xi_-_l:ig{2+ﬂ-ﬂsﬂﬂ (31)
pder inhoumogen
1 3 &
rfﬂ + 1 f ta=0ra=g (32)

Durch Jjeden eligentliehen Punkit gehen genau zwel Minimale
gradena
Sind (?14 EE] und ( tl, f2] zwei Punkte einer Minimale
grauden, s0 ist
Cg1=g)® o+ (g2= it alfbalriplflft i ot
Zwel beliebige eigentlicle Punkte einer Minimalgraden haben

stets den Abstand Null.(Daher der Name)

1)gir reeile A B C alligemeiner Lage folgt dies aus der be=

kannten Elementarkonstrukition. Formuliert man diese analy=

tiseh,s0 gilt sie auch in Komplexen.
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Offenbar gilt wuch die Umkehrung: haben zwei verschie-

dene elgentliche Punkte den Abstand 0, so liegen sie aut
giner Minimelgradens

Das linimelgradenpaar durch elnen eigentlieclien Punkt
M ist der geometrische Ori aller Punkte, die von M den
Abstand O hepen, daher wird dies Gracenpaar such als
wNullikreis® durch M bezeichnet. (Auch die Nulilkreise sind
slso Kurven 2.0rdnung durch I,J.)

In Linienkcordineiten (¢:) werden die Bilischel durch
I bezwe. J offeunbar durch die Gieichunge-n

ui + i u2- o bezws ul - i uz = Q
dargestellt, Das Busehelpaar durch (I) (J) d.h. die Gesaniw
helt siier Minimelgreden ist also das Busclhel 2.0rdnungy
(u, )2+ (u)¥ =0, (33)

Die Kreispunkite und Minimalgraden kennzeichnen nun
nieht nur die Abstande von Punkten, scondern auch die Winkel
Zwischen Gladen, Wir beweisen zundehst:

Zwei reelle Graden ( ui} Pull stellen genau dann
senkreecht aufeinsnder, wenn sie zZu den beiden Minimale
graden dureh ihren Scanittpunkt Dermonisch liegens

In der Tat: die Gracen stellen genau dann sSenkrecht,
wenn
u, Vi o+ ug Vg = 0, (34)
Diese Gleichung besagt aber, dass die Graden (4 ) (%)
konjugiert sind zum Bischeipaar (33) der Minimalgraden,

und das ist nach § 8 der Behsuptung aguivalent.
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Nennen wir zZwel @Grades (ui} (b&}, aueh wenn sie nieht
reell oder nieht verschieden sind, geuau daun sengrecht,
wenn sie (34) erfullen, so ist Senkrechisielien steis Eguim
valent mit Konjugieriheit bezlglich (33). (Zwei Minimale
Eruden durch deuseiben Krelispunkt sing uniso glelenzeitig
pareilel und senkrecht.)

Hieraugfolgt der im reellen triviale Satz
4dwel Krelsdurchmesser sind gensu dann konjugieri, wenn sie
Senkrecit stellen.

Wir suchen nun allgemein den Winkel zweier reeller
Grauen 1n Bezliehung zu setizen zu aem Doppelverhaltnis, das
sie mit den beiden Mimimalgraden durch den Schnitipunkt
hildene

Wir aefinieren den Winkel ¢ der @raden {ui} (UE}

duren die Gleicnungent:

(35)
Da {uij wnd ‘”1} nur bis auf einen ( vielleiecht negativen)
Proportionalitatsfaktor bestimmt sind,. ist f durch (35)
nur bis aui VYielfache von F-bastimmt.
In Biischel w, -,f.’ul + W hat die Minimzlgrade m durch I
die Koordineten !, «, die der Relation geulgen:

Auy +aVU + 1 (Lughudy ) =0
Also L= U’i+i‘0‘é y Mewu, -1, .
Ebenso gehért die dWimimalgrade n  aureh d zu den Koordi-

naten f,ﬁ“l
?:W’j’-—i'r’ ‘.v- - 11 +iu-
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Das Doppelvernéltnis D= ( u, ¥; m, n ) ist bekanntlich
durch uie Formeli gegeben (Verg.S5.25):

p= (=ug% i ug )(=vg+ i ¥3) _ (ug+ i ug) (05— * ¥3)
= “ﬁ*;igﬁ?} (== i vy ) (uy- ibpzj(ui+ iug)

- (ugviug)*(v=io3)® _[ugen+ ugdp+ ilugvi- “1‘3?2? o
(uf + ug ]tuf + bg ) [uf + ug ) hﬁ + b% )

Alsu
D - :I'lr{ﬂff"_i Kf "Il A'-: o {fr!q_ﬁ (?B/ < - ﬁ&unf- "

) = 4 log D (u,¥U;m,n) (38)
o1

EF SIS ST EEESsESSSEEEE

/
(

Diese wichtige FOrmel wurde von LAGUERKE im Jahre 1853
entdeciktl.

Anvwendungens

Seien A B zwei feste Punkte eines Kreises K, C ein
laufender Punkt von Ke Dunn ist naech § @ (C A, C B, C I,CJd)
fonstante Nech (36) ist dies nichts anderes als der Satz
iber den PBriphkerid@winkel.

Seien A, (i=1,2,3) aie Ecken, a, die Seiten, oy die
Winkel eines Dreiecks, m;, nj die Minimalgraden dureh Aj.
Denii ist nech 5.31 (nasch leichter Unformung)

{ai, agy Wz, nEJ(aE,aﬁ,ml,nij{aE, g9 Mgy n2) = 1.
Also
.82 i (di+:ﬂ2+:i3} o d
gLi +::ﬂ2 +4ﬂ3 = kT
Das ist der Satz iliber die Winkelsumme in Dreiecik; Kel

miisste durch eines Zusati-Heberlegung bewiesen werden und
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fann hier nicht herauskommen, well slle Winkel im Vorigen
nur bis auf Vielfache von " bestimmt waren.

Eine weitere wichtige Anwendung wird spéter bei der

: Gy
Aehnlichkeitstrunsformationider Evene gemacht werden,
schon jetzt ist bewiesens Aenniichkeitstransformationen
sind alle und nur die Koliineationen der Epbene, die die
FPunkte I, J entweder festliassen oder vertaus chen,

Bleiben die Punkte I, J fest, s0 auch alle Winkel,
Werden I, J vertauschi, so gehen die Doypelverhaitnisse,
die zur Winkeidefinition fihren, im ihr ¢ﬁﬁﬁﬁ”*£”° iber
( denn aligemein giit (a bec d ) = 1 ) , alle Winkel

( abe a)
weehseln also ihr Vorzeichen.



—
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Be Kapitel,

84.

Projextive Raume wvon drei und mehr Dimensionen,

§ 1=2.

EESSIUIEIM

Grundlagen.

Jedes System von M+ 1 Komplexen Zainlen X|... yx™f,
¥
heisst ein Vektor 4 ( der Langen+ 1),x%- +  x*%

heissen die Komponenten oder Roordingten dieses Vektors,.

- " q 3 : 1 .2 wid
Der Nullvekior 0 ist das System X = X "=.., = A" = 0,
i:;_ist das Systemixl, i x%, . . }x“*1511+§,ist das System
;'--'ifrfa 3 s : Jﬁf-g‘”j i = b bedeutetial= hi,&2= bg’
g ! ! /

i s apu b*, ai*r- b*" . seien peliebig viele Vektoren
AR, 8—,,. ,4 Egeégeben, und seien )l.,/u. .. 4¥ kompiege Zahlen,
dann heipst die Gesamthelt der VERtorenﬂf, die siech in der
Farm/ﬁ-ﬁ.a +,m%'+-. +y4& aarsieiien iassen, eine lineare

Vektormannigfaltizkeit oder ein linearer Raum R, Man sagt,

R wird voon ﬁb,£3...,f ,aufges?annt". Siud-@,?-n,}vaktaren
von R, So ist der von lhuen aufgea?annta Raum ganz in
R enthaltens

Beligebig viele Vaatureneﬁ,.%;-' , & helissen linear

7 an
unabnangig, wenu die GLeichungﬁlﬁ&flb'+--+vf = o nur fir

ANaud a.. my = g'hestuuen kann; sonst Delssen -ﬂl,ﬁ-',f - oM
|

Linear abhangig. Alie Vestoren aus R sind linear abhan—

Eig von ﬂ,ﬂ; ,e Umgekehrt besteht R aus alien von ﬂhﬁi" 4

linesar abhangigen Vektorsns

Der Rang eines lineamren Rdaumes 1si die Maximalzail

linei?%ahhangiger Uektoren dieses Raums.Die Dimension eines
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linearen Haumes isi sein Hang vermindert um eins. Bin line=
arer Raum der Dimension K wird mit RE bezelichnet, Sind

R ,@ , 5@ , irgendwelche s+ 1 linear unabhangigey
1 2 £+7 .

Vexioren aus Hﬂ, S0 wird Rk voin ﬂq~m-,£1ﬁﬁufgespunnt.

Denn

iatg ein peliebiger Vekior zus HK , S0 sind dile A+2 Vektoren

f’ L, s .f‘ﬁw naci voraiﬁffLZung Linear abhangig; es gibt

L
'H"J: Lf,' o _ .

Zunlen sl

schwinden, so dass

: o sl o
«’is5t von Null verschieden; sonst giite “° = o und daher
Wtk o and o7 AL, = 0. Da &, -- . (4, , linear unabhan-
ey

glg sind, ware S S ~ (", BlLSO verschwanden

a;laf“‘entgagan der Voraussetzuuge. Somit ist in der Tat «,+

1 1 A 1
Jh «' B oy gt awed
Betzen war '7"\'4} ﬁtfh .I"':'.‘*ﬁl *—*.-*:—;’»—1

80 ergibtosich die Behauptung:
E’F:;,hsi.?_!f--a——— 0
In § 13 werden wir bewelisen: wird ein Haum von k+I unabe
hangigen Vektoren aurgespannt, 80 nat er genau die Dimenslon
K .{Klar ist, dass seine Dimensiom nicint kKleiner als k’ ist)
Ein Raum des Rénges Null xann nur aus dem Nullvektor be=-
stehen.
Ein Raum Ro der Dimension 0 besitzt einen Vektor (i ¢ ©

und alle Vektoren von R, sind in der Form \ @ darstellbar,

A
Jeder EU heisst ein Punikte. Die Komponenten vonskheifen
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die (projektiven) Koordinnten des Punkts. Sie sind blis auf

einen von Nuil verschieuenen geueinssmen Fakior besiimmt.

Jeder R, heisst eine (projektive) Gerade., Jede Grade
besitey zwel liasar unabhangige ?eﬂturan~§u:$—, BLS0 Zwel
verschiedene Punktes, und alle Eunﬂte,g der Graden sind in der
Furm

& - lt&+ m-&

U]
uarstellbar, ade Graue wird von Jjenen beiden Punkten aufge—
Spannt.

Hesben zwei Glacen g, k zwei verschiedene runkte A, B
gemein, so haben sle alle PUnkie gemeln. Dend sowohl g als
aued Kgwird von A,B aufgespsnnt.

Jeder RE neisst(projektive) Ebene, Jede projextive Eben
besitut drei Punkte, die nicht auf einer Graden liegemn, und
wird von ihnen aufgespannt.Wenn in einer Ebene zZwel Funktie
liegen, so such Lhre Verbiundungsgrade, Gyh. die Grade, die
von ihnen sufgesyauut wirde Heben also zwel Ebenen zwel Punk
te gemeinsam, S0 auch aeren Verb.ndungsgrade.

k Punkte heissen ,in uiligemeiner Lage™ weun die ZUge—
norigen Vektoren Linear unadhanglyg sind.

Jeder R besitzt k+l Punkte allgemeiner Lage,zwei ver=

L
seliieaesie RR haben hoehstens k Punkte allgemeiner Lage gemelr
Die gemeinsamen Punkte zweler linearer Raume sind wieder ein
linearer Raum, Denn 1ist E die Maximalzahl pemeinsamer Punkte

aligemeiner Lage, so haben die Raume den 314 gemein, den die



St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie Il - 1929

Pi.
Punkve mitspunnen, und keinen welileren Punkt,
Die Gesawitneit aller Punsite heisgt der p dimensionazls
(srojestive) Koordinatenraum R .
Wir zeigen in § 13, dass es im R Dhocnstens und stets
wt! unabhdangise Punkte 8lbt, und dass diese inn aufspannen,

wp

Der Vektor (b, ..., b ) heisst konjugiert komplex zu

p - — p—
el e g

a(a', ..., a3 wenn b= & gy B e M

Die Menge alier Vestoren, die zu denen eines HixonJugievt
Aompies sinu, bllden wieder einen linearen Raum der Dimension
K , dleser Raum h ; nelsst zu Rﬁxanuglerc Eomplex, ES ist
vifenbar [mﬁ¥3 = HK » Eln linearer Haum heissg reell, wenn

Er' WlT Selinem Konjugiert Kompleien cusammenfallt,

E= giii ailgemein: der Scunlittraun Rulljugiert fomplexer
linearer Raume ist reell.

Die Verbindungsgrade eines niciut reeilen Punkits mit seine
Kongugieri komplexen ist reell,

Jedes System 8 von Erementen, Gie Funkte,Graden,Ebenen,
lineare Reume aer Dimension k ( K=0,l, ,n) heissen, wird
n=dlmensionaler projestiver Ruaum gedannt, wean die Punkte aus
® UumkellrbDar eindeutig auf aie Punkte des EE S0 abgeblildet
Werden konnen,dass dabel alie linearen Raume in linearek
Raume gleicher Dimension Ubergelien. Die in deun ersten Kapiteln
definierte projekiive Ebeue isi daler e.in zweidimensionuler

projestiver Heum,
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§ 13.

Lineare Rauwme,

I. Ein Hilfssatz aus uer ALgedra.

(vergl, Ausarbeitung Geometrie I Anhang,)

n homogene lineare Gielichungen

gl gl <o oy g X el

Ao

Ui A SN W L
in n+1 Veriabein & .
Losung( @.n, eime von Xx'= % 3 *-"=X = g verscniedene).

Beweis dureh Induaktioni

1} n’i. _'.'...-} 3:3 ;3,: = Og 3 X:leel.laﬂig.

i) D.B.&.q ai $ Q.

4.4
s : &,x
xlhellaalg # 0, X m = —L .
i{
2) Der 84tz sel bis n-1 bewliesen,
4 : d A & <
n) alle a = o ( i=f-cm hzﬂ.?ﬂ.] XT"‘;”M belieblg.
4) oaﬁ,i H 2" 4 0. Wir setzen
A
| ! L R | '.- N
.'.‘.'.H iy, || y i ..--'--:I ;o
X i e \w..ﬁ/-’ . P A
b vl w
Dany ist aie letszte Gielchung fur Dellieblges X,... 4 er=

A

V¥ e =iy
fillt,Indem wir jenen Ausdruek fur x"*'in daie ersten péEk
Gleichungen einsetzen, werden aiese ein homogenes lineares
Gleichungssystem von nel @leichungen fur die n Unpekannien

xj.ux“, womit aie Induktion vollendet ist.

1l. Faramg&grdarste%;qu“l%nggpgp_gpumeL

,ﬂ”-. « -t?-'.-k i

Sy i —, seien Linear unabhangige Vektoren aus
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R i r ) # K-". i e

ne Daun helssen 1| A die Parameter Ges Haums Hg

y -
= rI'I.J A i " 1" A
g= A~ A o iy

§ - = A W -4
Jedem Vestor f wus R entsyricht ein System W A% edna

. i =, wed -
deutig. Denn weau { susserueh zu Al e, gehort, so

i

r . ) “* J A 4
Iu;gtr_‘é‘i‘l— gn O = (?, --_:{,g }ﬂd.‘. B (?LJ‘;F-',“ £ }rﬁk_l_l. D=

Mg, == Pygstinear unabhnanglg sind, foligt hieraus in der Tat
5 T Ko d
?u”'—_,:.': ‘o B e T

Die Punkie und linearen Raume, die in R enthallen sind,

bilden einen k dimensionzien projekiiven Raum, in dem

L o ' - =
A . A%Koordinaten sind.

_ I'?\i‘ff‘f

4 - 8 Bl
Zum Bewels fassen wir M, - - als Koordinaten eines

il
Vextors 4 der Lange K+l auf und ordnen die Yektorenaf aus

i
R den Vektoren A zu. Diese ﬁbbildungﬁ?uﬂ ist umkehrbar ein-

deutig, wie soeben bewiesen, Dubel glli:

-

1).?“ o = L= 0
z) .ﬁ.usrf{@}z’_’ s Y &« v folgt

ig +:EM£+ T
5) aus (€ { tolgt
&4 &-:S..Jf =
4)aus fiféhlii (i=ly--- 5 ) folgt nach 2)3)3
- T 5
"T- AR ? n/-‘%
ar b =)

5) Seif&é%rfi (iml,«-.,r ). Dann sind diaffidann und
nur dann linear abhéngig, wenn es dle ﬁl

sind, Denn naeh 1) und EJ ist

ST
;-.'_'_._,‘3"4:3 = O
4%y

aguivalent mit

T

S ot

o w1'£q'-_ O|
=

sl
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4) 5) besaglt in Worteng DUPenlauftfoeiuau linearen Reuam,

z Ji e X i . . n
50 durchlauft 4 elnen linearen Haum derselbpen Dimension.

Demili Lst Jie Behauptung bewlesem.

R nhat auch als Unterreum von R die Dimension K, d.he die

Mazima.zanl unabhengiger Vedioren aus R betragt k+i,

dum Bewels cenugit es, die Maximaslzanl linear unabhangiger
Vedtoren A zu ermitteln, Sie ist hochstens k+le. Denn seien

3 5 - A E A n
k+2 Vextoren 4, - - . 4, . gegeven; dann suchen wirz . .. 27r<

80 EZu bestimmen, dass

ey

"l ' & Aig™ e

La ﬂi&nl (i=l = r=k+2) dcie Lange k+l haben, brauchen die
k+2 Vériabeln 2 pur k+d homogenen linearen Gleichungen zu
genligeny 8@a diese nach Hilissatz I stets eine nichttriviale
Losung haben, sind él .= fﬁ,i in der Tat stets linear

abnangig. k+l unavhangige Vextoren gibt es aber, ndmlich

A :
die ”Einh&isteKEaren'aﬁg.(r-i-—---x+1] mit den Koordinaten

- I' { # L= =l J
= 1A i | L Lo T, = = o+ _!
y = | - #. o I
L
s ) Y a =T folgt in der Tat
g ¢ )
1 W Fal s Y -
. ARy [ 48 ied]  als0

Wir naben somit die in § 18 aufgestellite Behauptung bewiesens:

Ein linearer Heum hat dann und nur dann die Dimension £,

wenn er von k+l Punkten allgemeiner Lage aufgespaunt wird,




id
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Wir spezialisieren II auf den Fall k = n, Dann durch-

-
lauft % den gansen Hn und 4 durehlauft ebenfells einen pro-

Jekiiven Raum-l . Die Avblloung Ean--}A;, aie dureh g&;-rf.vem

miltell wird, heisst eine Projektivitat oder Kolliineation, -
Bezeicinen wir miv O _7 = omrt) gie Komponenten
von g, o Jw#lly 50 ist becanntlich die lineare Unaba
: : = . . : v | -
hapglghkelt uer?ﬁr Byuivalent mit {ll.pf f Q,

Ersetzen wir noeh die Buchstaben A , L duren :‘,‘ Sy 50 erm

Nall vie miigemeinste Kulllneatiunﬂfétﬁ.uie Gestelts:

-
e

40 R N r e {0
(40) X "= A 1 =, - i 0t i&{{ F U
V=i
Faidt man }wals progestive Roordilpaten in aul, so

=
gibt (40) eine ,follineation des R, in sieh®, Jede Kollineati.
on fulhrt upnkehrbar sindeullig und inzidenzireu slie linearen

Wimmmasr. =
Haume in soleche derselbesniber. /

IV. Gleichungssysten linearer Réume.

4 = F
per Ausdarucx @ 4% .- + 4, "1 werde miw Q-mfangaa

kurzt; 4 hezmu-g gind siso die Vektoren mitl Gen Kouponenten

1% 6‘1{1«1:‘ :(“1 [a,'.-.r'h al "";4.+—7:L E%‘ﬁﬂ"f/{- [?LJ’L:J(((: Rm_{-l%} "_'?‘-{G"Laﬂg)

f 5 1. -
Eﬁ:pﬁj;{ . :{.-‘Lﬁ.{% ,34: : mla;gf-rf;j = a;,%w,q_}}l

‘ . J = mEE
/ silou ulle&? reeli, =sv hlelsst (40) eine reelle Roliine—.
ation, Reelle Koliineationen fiuhren kopjugiert kKomplexe

Raume in ebensolche Uber, elso insbesondere reelle in

reelics
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Sel das Gleichnungssysten

L’Lllué'*a

(41) wg = ©
AR g =0
b an
vorgelegt. Sed & die MaxXimslZahl linearer unabhingiger
Losungen ¢ -+- ‘g4 von (41). (4Z m4+1 ) Danu ist
4 ™ .
)
L& = 22"1& bel pelieblgen l guch eine Losung von (41).

Umgekenrt, ist % irgendeine Lusung von (41), 50 sind die
Ael Vektoren ‘61%”” R linear abhangig, also besteht eine
Relation E‘:t 11 @ was anglog § 13 sus der Unabhidngigkeid
S b
vcn‘glt.,}ésf:ﬂgn. Zusemmenfassend:

Die Losungen von (41) biiden einen R aep o

Wir sucnen sus denif ~-+ A%g (41) die Zahl 4 zu bestimmen,

Sei 1 der Rang des von ﬂhl,- -= , B, aufgespannten Reumes
(also r £ k) , danu Deweisen wirs
T = mé

+ 5 =1 + 1

(42)

H

Beweis:

K,
Ist & =i A M., s0 folgt aus (41) = ;’a.(@- qﬁ_%.d..ﬂ .Dirfen
'\21,

wir annehmen, cuss die ersien r Vextoren @y»"", M, linear

G s i T e : i b
unsondngig sind, walhrend “’rﬂ. ) A VO "h'l, ) M, Bb=

hangen. (41) ist glso dguivalent mit

(417) -{ﬂ;‘;‘;‘.ﬁ

Aptgz0

Wir bestimmen nun einen Vektor by, sodass €, ==~ 4., =

linear unsbhéngig sind. Binen solchen Vextor gibt es, falls
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L o, Bl Givt e Ao s iy Veker & udamxwgms b
‘W"Mﬁ-ﬂ@gmd BLL.,L:, vl A ndg . :

o 80 Torifabrend Kann man . g=as o B
D41

s )

: : o e
linear unabhangig sind. Sexen&ﬂfrbezw. D¢; die Kompomenten

S0 bestlumel, Uass dle ne. Vestoren k , L e

vun W‘_{ bezws bf_‘Dﬂ.i‘]il ist

mll =l OL||H¥| |

-, A “_" - ]
ef"‘"\ "- = ’UL-F‘ wel | 0
L E'l '
F H-V"'i. 1-' - |'.'.- \
" T avmh Ny
Alsc steslt die Abbiloung g

‘%Hﬁg
("= o

"3:;“;:‘3
!M‘* v %

2 oy a6
eine Kolilineation dar. Die allgemeine Lésung von (41?) ist

(42)

ideniisch wit Ger Gesanuibeit der Vekturen “} mwit y1=-~—'- 7 o,
Da bei einer KOllinestion alle Dimeunsionen ernalten bleiben
genugt es, dle Dimension uieses Ruumes zu betrachten. Bedeuo

ten wieder #, (€= (L ~as n +(} die (linesr unaphangigen) Vek-

toren mit den Komponenten
Er:_:a*'1%m:=c
10 « {#¢

und hat der Vegtor ( Kompounenten yl) die Higensciaft

y LY . 0w = yr. D, 80 ist
Wi ¢

‘.-i)" Z s H‘ ,
J g aay

Dexr Raum yla - - = y"= o, also auch der Losungsraum

von (41) het somiv den Réng d=n —-r + 1, Qg.<.4&.

Sind die Vektoren ~*@& . reell, so ist ppf Jjedem Vek-

torauch sein konjugiert komplexer Losung von (41);der Bureh
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(41) bestimmte Raum ist reell.Bbenso ist der Raum (41) reell,
Weni uie-tx teils reelli, teils paarweise Konguglert komplex
51ind. Der Hasum (41) ist stets Konjugiert komplex zu dem

3 — m—
Raun “‘%1‘1.15: -~ = = U .y

V. Doppelverhaltuis auf geruden Punktreihen

und in Hypempbenenbiuscheln,
Duallitétsprinzip.
Selen ) ﬁ} Linesgr uﬁi;hangig. Daun liegen die vier
Punxkte A (fj, B {1:’;,1, C ‘ff )y D Eag"‘pgj auf einer Geraden,

Bs sei ¢ O. Dann heisst %’: (A,B,C,D) das Doppeliverhaltnis

Vall A.,B,G.Bo

Beli Kollineationen bleibt jedes Boppelverhaltnis unge-

anderti, Daénn 1&.1%&%‘, 19 - 'uar Del einer Koliineation,so
ist wegen der kinaari:ﬁt von (40) :
% ""ﬁg"? \ef*ig'ill.e + e 9 =1 .b["' . MJF .

}‘Pﬁ g Sind gemass II projektive Koordinaten auf der @raden
uureh A,B, Also haben ciese KCGordinaten im Hn uleselbe Bedeu-
tung wie ule Iriner gefundene,

Sep & ¢+ o, Daun steilt d;gé $ © einen R, dar, oder wie
man nhaulig sagt, Eina,Hypeéiena“.(Die Graden sind aie,Hyper_
ebenen” der projesiiven Ebene, die Ebenen sind aie Hyperebe—
nen des dreidimensionalen projektiven Raums).

Das &Leichungssystamﬁ:;= 0, bﬁu 0 steilt gemass IV

eine Hyperbene Rh oder einen Rn— dar, Jenachdem b -]il gilt ¢

2
vuer nicht. Im ersten Fall wird die Hyperebeue iib;- 0 darEee

-l

stellt. Zwei Hyperebenen failen dann und nur dann zZusampmen,

h’_u;l-—-—-:r' R
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Weldl lhre Gleichungen proporiional sind.

Seien &, b unabhangige Vektoren, Wir betrschten die vari-
akle Hyperebane

(43) ] u.céﬂ.{nﬁ- 0.

Durchlaufen s &llie Zahlenpeare au.ser 0,0, so sagi man, die
Hyperebenes (43) durchlauft ein ,Bischei”. Stets eunthalt (43)
den En—z ﬂ,%: bgé= o, den ,Tridger» des Bischels, Istd 4 o, S50
heizsst ‘? das Doppelvernaitnis der vier Hyperebeunen Qt =0, b
b (=05 -.1'5-1- big= 0, Ak gt HoE = o

Eine Grude Elund elin Rn_zhaban im allgemeinen keinen
Pungi gemein, Sind namlich &%:0, bt?m:l die Gleichungen des

Rn—ﬂ und ist '@‘- 4,

j+ 1.;‘5 eine Pargmeterdarsicelilung der Graden,
50 m‘ﬁssten} spdel Sysiem genigens

p! t’igt + mdy =0

1 byj + H,b4g =

Ein zemeinsamer Punkit existiert also nur fir den Fall

{ h -
| vy b |
Sei ¢diese Bedingung nieht erfiillt.Dann scnneiadet jede Hyper=
ebene des Biischels (43) die GTade in genau einem Punkt,Denn
aus
§ ﬂg+ o'b% =0 (gt ©50)
. I P+
6~ 14 *)
zolgid (4 Wy)+ §bm) + M (QA y+0BL ) = o.
e
Wegeng ,:+ 6,0 und th :? {- o versciwinden die Ko@ffis
zienten vond ,#e nicht beide zugleich, aiso ist der Scnnitt=

punkt Jjener Hyperebeie mit der Gracen g eindeutlg Destimmi,
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verscniedene Hyperevenen e, e® aus (43) sclhneiden g in ver-
sehicdenen Punkten P, P*, Denn hdtte g aen Punkt P mit e,e?
geliein, s5u auch wil dem gemelnsemen R _o VON e,e?, Das ware
gLer aer Heunm m.cGn 'nsc,- O, denn wieser R, _o ist allen Hyper-
evenen (43) gemein,

Se1. REE [ s T : if £
Sel nun 48 der sSchnittpunkt von g mit ﬁ%x 0,3 hder
+ = 1 - "= f f / oy Bameehiz
MsT bE O« Also el,‘lg} bhs O, #By¥ O, bg-ﬁ Oe Wir pestimmen
! f I =
' Ty,0 50, dassyg ; leg i
& b ¢ 050 s0, az,nmjwﬁa au% ﬁ%+ bg, = o liegt, Das Beisst:
! . . i t
o (f’l‘a-'-:] + fiy (ik‘} = 0, 2eLZel wir nuch u\ﬁ .2,45'- b" B0 Wird
Fd L%
Ger Scinitipunkt von g mit gt%= Q Iﬁ
n n " ” » b% = 0 H ’B
» 4 n n =» Jl.%+b%-o : 3+‘5(alsu Qb-i- b(?]_ Q)
] ] L] ] H’I%"‘H"bt}‘ﬂ i:’J‘ r{b. In der Tat

ist (46 +nb ) (zz-i-rt‘s] -?p.(l.iy- hg} = Os
Damil haben wir den wichiigen Satz;

Vier Hyperebenen eines Buschels, die das Doppelverhaltnis %

haven, schueiden jede Greade, die mit dem Irédger des Bischels

Keinen Punkt gemein hat, in 4 Punkten des Doppelverhalinis-

sesd

Wir vetracinten die ,Korrelastion® K,, alie jeder Hyper-
ebenen ﬁ,éno den Punkt & zuordnet. K, fihrt geméss IV inzi-

denztreu geden Hkin elnen Rnuk_l uber, Den Funkten einer

Graden entsprecien gemass IV doppelverhditnisireu die Hyper—

gpesen eines Duschels,

Korreletion nenen wir jeae Abbildung, ule zus K und

ciner Koilineation hervorgent. Wie bei der projektiven Lbene
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Zelgt man, dass Jede 1‘Eorrelatiuné,_-,?% dureil eine Gleicihung
der Form u&rgeaLeL¢t wird

(44) Zﬁl..;k y¥ (a;“&*ﬂ
=y
Jeue Korrelation fulrt alle R, in Rn % {nziuenztrau iber
und blldel die graden Punkitreihen doppelverhdltnistreu aul
die Hyperebenen eines Blscnels ab ( die Graue eunisprichi
dem Irager)a.
wind wlle a . reell, s0 heisst aie Korrelation reeii,

Damn gehen Konjugliert kompleXxe bezw, reelle Hx in ebensolche
£ . dber.
T e L

VI, per dreidimensionale projekiive Raum,

Wir setzenWi= 3. BEs zeigi{ sich, dass der gewonnliche
Raum 2zum HE in einer ahnlicnen Beziehung steht wie die gea
wolinliche EDene zum IE' Nur léasst sich der Uebergang nieht
medr aus der Ansvieaufung ableiten.

Im B, sinG ule Hyrerebenen projexktive Libenen RE' awei

5
Ebenen fallen zusemmen oder hasen eine Grade gemelbh (Ry_owRj)
Zwei Graden sind im allgemeinen punktfremd (windschief) Heben
sie einen Punkt gemein, so auch eine Ebene, Denn liegt P

unga : . ) _
auf g und hvist @ ein welterer Punki von g, R eln weilerer
von h, so enthalt die Ebene P,Q,R beide Graden g,h.
Eine Ebene und eine Grade hapen mindestens einen Punki gemelrn
Also hpen dre. Ebenen einen Punkt gemein, ebenso zwel Gra-

den einerBbene.

Die Verpindungsgrede konjugiert komplexer (nicht reellerx
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runkte und aie Schnitigrade konjugiert komplexzer (nicht
reelier) Boeuen sind veell,.

Eungugieft kompleze Gragden sind im alligemeinen winfe
scheef, Andernfalls liegen sie in einer reellen Ebene und
haben einen reelien SCADILTRUDKL,.

liine KUrreletion funrt Punkte in Evenen uber, Graden
werden Graden . Die Punkte siner Gruden g entsprecien dabel
doppelverhaltnistiren den Ebenen aurch die Biidgrade h,

Die Gruden und Evepepn durci einen festen Punkt heissen
ein Biindel, Wie schon in § 1 hervorgenoben, sind dle Graden
und Ebenen eines Bundels die Punkies und Graden einer projeka

tiven Ebcne. Jede Korrelation fihrt die Punkte und Graden

i #ﬁ”

einer Ebene in die Ebene und Graden eines Bdscheds uber.

Die Einheitﬁvektorenﬁ“_-{nqbestimmen die vier Grund=

punkie Ay, + o 5 Aydes zugeuncezgelegten Koordinalensystems

des Hb' Die ﬂl, senyll

guch die Ecxen des nﬁoord;nﬂentetren&na&”. Seiap Seitena

4ssinri in allgemeiner Lage und heissen
Lci o . . % LY . .
flachen sind die vier ,Grundebenen”X = 0,--+ ;%'= O j Seine

sechs Kenten sind deren Schnittgraden; z.B. WiTc A4y dureh

- % :
X = 0,8k = 0 Zegelel.
L)
Wie in der Ebene haben die Verhdltnisse der X die
Bedeutung von Doppelverhaltnissen. Sel namlich (Fig,40) E

\ 1 Y T g T L
der Punkt % == = ,. wk =1 (,Einleitspunks ),

(Fig.40)

) |
\
am
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und sei EJ gder Durchstosspunkt der Ebene &3A4E mit der
Graden ﬁ.lhz gal P {.{"--;} ein. beliebiger Punkt asusserhalb
der Graden Aaﬁ.éu.rm sei P12 der Durchstosspgunkt der Ebene
ﬁ?A4P mit Aiﬁg. Dann ist, wie der Leser bestatige,

- - (axagE R ).

Wir petruchten nun den affimen (bezw. euklidischen) Raum‘tﬁ.
Seien in U(:? ‘11111 ;ﬁ;’ affine (z.B. kartesische) Koordinaten,
dann ordnen wir Jjedem Punkt P {};} quULE den Punit g ans

‘i * 5 'il [ "1 =g%1 ‘! 3‘&‘{.{5‘5 " K“ "%?#‘-ﬂq i bDelishig. Man
nennt dann X‘ = 'ﬁ‘t homogene affine (bezw. Kariesische)

Eoordinaten 1:1&3.&3 ist dadurci auf die Punkte des RE

ausser der Eﬁenaiﬂ : J’a o abgeblldet., Die Punkie aleser
Ebene Eﬁ ordinen wir den von NUlL verschiedenen Vektoren aus
4 ~ ly2e3 e oyt

gZu 3 dem Vekior W( V v2y3) entsyreche der Punkts g\'
Tagwb 2 Y vdon t
XT2EVT R T2V *’( =9 {g-& o believig). Paralleie Ves-
Teren naben also denselben Blildpunkte.

: ’ o :
Dis Zt:armmngqsd-p Rz=€ 1ist punkt= graden= und ebenens

treu. Die Ebenen z;us& swerden durch Gleichungen der Fornm
u‘f*“vit* Lu,j'i P TO My Uy M E EF\{!"O)

gegeben, Sie entsprechen der Gesamthelt der Bbenen aus Rgi

¥ o=
i, ¥ kb +b¢-¢sb M % =0

EUﬁSEl‘QW(H‘-Mb- Hﬁ- &)
Den Graden muﬁils:
w . i 2 s ] \
(458) '.".Sp*t\f“' Wiy 40,00)
entsprechen Gl“ader.ll 31.15 Rﬁz ' 1*’ - gx: A G"u‘b
X' 2Q%p + G v . 2
w = .
(6s) 2 kY 4 OV e He o)
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Umgecehrt lasst sich Jede Grade aus B, die nient ganz in
Lo 4+legl, in der Form (45) darstellen; w1, v?, v9,0seien die
Koordinaten ihres (einzigen) Schnittpunktes mit 3,0'15&,; i's ’ﬂ;
die eines andsren Punktes suf ihr; dann ist&tf*ﬁ, und der
Grauen entspricht aie Grade (45a) uusqa.];}ar keser entwicdele
die entsprechesods Hoerespondeng fir die Parameterdarsisllung

aer Ebene. Somit folgt: Perallele Graden unc Ebenen ent=

syrechen solehen Graden und Eoenen aus Ry , die sich auf &%

Schneiden.

Man nennt den RE’ wenlu er iu der angegebenen Weise auf
danﬂzbemugen ist, perweiterten affinen Reum”. Die EbPene £
und inre Punkte und Graden heissen die , uneigentlicnen®
oder ,unendlich Ternen®” Elemente dieses Raunms.

Durceh eine Kﬂiiineatinnﬂdéskmm man erreichen, dass
€, eine beliedig vorgegebene lineare Bestimmungsgleichung
erhalt, (y) heissen dann ,projektive” oder ,Teire Koordi=

nﬁtrﬂ? die 4 Grundpunkte ues Systems (y) liegen namlieh 1m

aedhey

allgemeinen samtiieh ausserhalh{%e, bilden also ein Ietrendw:
im gewtnnlicien Sinne.

Aufgabe Man zeige, dass auch im Raum Gie beryzentrischern
Koordinaten, sowie ale Abstande von den Seigenflachen eines
Tatrenéaas projektive Koordinaten sind. Den affinen Transfor-
mationen ingﬁsentﬁpraenen eprsicentlich alle und nur die Holliim
neationen aus R, die &4 festlassen.

Wie den RS 4 kanu man Jjeden R, 6 als erweitertenv~dimensi-

onalen affinen BRaum aufiassel. Man bezeicnneldie linearen

Raume, ule in einer beliebigen Hyperebene Hn—l, liegen, als
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unendlichn fern, und nence swel lineare Haume gleicher
Diwmension parailel, wenn sie uiedi zanz in Rn-l 3y lliegen
und wenn sie alle uae wur ihre unendlieh feruen Punkte

gemein haoen,
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§ 14. Hyperfléchen zweitser Ordnungs

HEyperfiacie 2.0rdnung (Fe ) heisst die lienge aller
Punkte des Rn, deren Kugrdinaten eine Gieichung folgender
Form erfilleng

{46} s oot % -

Z 2 ST G 7] A, _"{'.t'-é.)

"-'.-.{:J?'
Wir setzen im Folgenden stets alle LI reell vorsus
(poreelie “FE).Llegt P aut FE’ so guech P oFgy braucht keine
reellen Punkte zu besitzeun.

(Reelle) Kollineationen fiihren (reellef F_, in (reelle) ?2

2
uber.

Als Réng einer Fg wird der Réng der Matrix (a;,) be-
zeichnet, d.h, die Méximalanzahl linearer unabhangiger
Zeilen in ihr.Ist der Réng kleimer als n+l, S0 heissti Fg

ausgeartet. Ausartung ist also dgquivalent mit ,nik" "s

¥Wir setzen zur Abklirzung

(&7) S @it y* =(4.9)

{7 i
Dann hat i‘a die Gieichung (g,;) = 0. Zwei E"‘nktaf ,._gr_ heissen
wheziiglich F, gonjugiert®, wenn (g,ji = 0., Die Punkte vom
F2 sind slle und nur aie, die sich selbst koenjugiert sind.
Fir {g,g} gelten die Réchenregeln
/ ¢ §r W= "{=Eu
(48) . ,‘g'ﬁ-?; l:g)r»i'f,((j’; 4 g‘{ffj

| 'f(ﬁ Tﬂ‘r 3 4/
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Wir bringen F2 Zzum Scinitt mit einem RR des Rn' Rksei von

ﬂl""’ d&&l auigespannt, also hat die Darstellung
ki

r ;1. é&Jﬁ " e Die gemeinsauwen Punkte von Found R sind
> e

also nach (48)

‘ | &1 L o
. — C p L = ‘:— iy 4 o S
ffkﬁ)' E T LAy L )_A%FF Ay Hxy F :

Nach § 13 II sind die ,-&¢ projestive Koordinaten in Rp.
Also fetgt.der SChnitt eineg F2 mit irgendeinem Rk¢-11xlx

Enigk ist eine F2 in R%. Ihsbesondere wird F_ von jeder

2

Graden in einem Punktspaar geschniiten.

H heisst Tdngentiszlraum an F

K y Wenn d&n Schnitt-F

2 2

BUSBTTETL,
Tangenten sind also alle Graden, 4die ganz in FE liegen, oder

mit FE cinen Doppelpunkt gemein heben,

Sina die Punkte #= 2. L %4, y=<, #; aus R kon-

£
Juglert beziglich F2 , 80 giit noch (48)

= )% - — S
i 10 il S L 43); = ti, Ag) A =~ 0

Fa d

Die Punktes sind aiso dann und nur dann konjugiert, wenn sie

es beziglien der SChnitte Fg in By sind. Fir k=1 erhalien

wirs Zwel verschiedene runkte sind dann und nur dann bemig-

lich Fo xonjugiert, wenn sie es bezuglich des Punkteoaares

sind, dass ihre Verbindungsgrade mwit Fgo gemein hat.

Da aiese Beziehung (vergl,§ 8) durca Kollineation nicht

zeprstort wird, folgti Konjugiertheit pleibt bel Koliineation
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eriaiiten,

D=nn und nur deann, wenn F, ausartet, besitzt das

S¥st .
M ¢ ) = 57
‘.;:;, -ﬁirx"": ﬁ"’: 4!"}'}

éinen Losungsrazum S.HeL Fy den Rang r, so nat B8 (der
wScheitel® von Fg) nach § 13 IV den Rang n+l-r, also die
Dimension n—re

Hach (47) bestent B8 aus allen und nur den Punkten,
die zu aslilen Punkiten konjugiert sind; insbesondere za sich
selpst; S liegt aut F2 «Bei Kollineationen milssen Scheitels=
punkte in ebensolche lbergehen; also ist inabesonﬁéra der
Reng von EL invariant gegeniiber Kollinestionen.

In jedvem Tangentialraum Tk heissen die Scheitelpunkte

j; s GEF aussearisten Ecunitti—-i‘2 wBerulrungspunkte®,
v

Mzn erkenat: Ein U¥terraum von I, 1ist [s2-2ismssiane 28 = s
gelbst Teangentialraum, weﬁn er einen Punki aus 5; enthalta
Iisbesondere ist jede Grade in TE durell einen Punktﬁ von 5;
Tengente. Liegt irgendein Punkt P nicht suf § (was beil
nieht ausgearteten F fir jeden Punkt stimmt), so erfullen
Gie zu P konjugierten Punkte eine Hyperebene p (P), die
Jolarhyperebene? von P. Die Polarhyperebene €ines reellen
punkil ist stets reell. Liegt P nicht auf Fy, so ist P nichi
zu sieh konjugiert, also liegi P nicht auf p(P). Sei{?aﬁie
Schnitts~Fgy von p und Fge Dénn gilty Eine Grade g durch P
ist denn und nur dann I&ngente, wenn g durch einen Punkt
von LPbgeht. Gent namlich g dureh&i’.(@ , 50 ist @~Q (,Q kon-

jugiert @ ™) wegen(f; < F,, und QP wegens (p(P). Also dst
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nucih § 6 Q Doppelpunkt auf g; g ist Tangente an Foin Q.

Ist umgekenrt g Tengente durcn P an F, in @, 50 ist Q mit
allen Punkten von g konjugiert; insbesondeve Q~J, also Q (Fg,
unu g~P, also Q¢ p(PY; @ gehdrt in der Tat zum Schuitt von

p mit Fz.

Man «enn hieraus leicht folgern, dass die Tangenten
durch P eine Fldche 2.0rdnung I erfillen, die ausgeartet
ist una P im Scheitel enthalt. Bs genigt mamiich, dasgfur
ein spezielles Koordinatensysiem zu beweisen.. Wir machen

nun p zur Hyperebenexl= o und P zum Punkt Ay. Dann erhalt

{(, eine Gleichung der Firm

N
— r F
{53] - fe. l-j.xafzd
e
. - X 1
aenn :ﬁi-.,AWﬁslnu Kdordinaeten 1in X =0,

(0) ist absr such aie Gieichung von T, wenn man (569) als
Gleichung in ¢’ " "'mit by, =b, =0 auffasst. Denn zu T ge~
noren alle und nur die Punkte, die von P gieieh = Al aus
auf /=0 inngprujiziert werden, deren zweite bis letzte Ho-
ordinate also (50) erfiilien, per Pumki P, der jetit
vy . ..-x"" = ¢ erhilt, genigt offenbar dem besiglich (50)
gevildecen System (49), ist also Scheitelpunkt vom 1.
Allgemein gilt lber susgeartete Fz: Liegt P auf FB,EO
liegt auch der ganze Yerblndungsraum P+ 5 aul Fge-

Die Gesamiheit kller Punkte, die zu allen Punkten eines

Ry konjugiert sind, bilden wieder einen linearen Reaum ﬁf'
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Dies folgt aus § 13 IV. R, heisst zu R, n,Polar®,
Ist Fz nicat susgeartet, so ist die Abbildung P p(P)
glne Aorrelstion; denn diese Abbilaung wird durech

Z&-}#v"; = (O

i o = . i 3 £
Eegeben und x.V. lﬂtlﬁik1+ 0 , Jetzt wird such jeder Hypepr=
@beile p genau eln Punki P zugeordnet, dessen Polarnypembene
L isty P heisst der Pol vom p. {Bei uusgeartetentFE lasst
ich der POl nichi eindeutig definieren).
Die Punkte von Fp werden bei dieser Abbildung ihren Tangen—
tialhyperebenen zugewliesen und umgekelrt; wir haben den
wiciniigen S&étz: Die Tengentialebenen jeder nicihtausgearte-
ten F2 gehen bei jeder Korrelation in Punkte einer nichtaus—
gearteten FE’ wber,

Wir wollen noch die Glelenung dieser F,! fir die Korre-

s -
laxtion K, bestimmen, Mg = 0 &> A Man nennt die Koor—
= 3

dinaten von 4  Hyperebenenkoordinaten”™ im R,; wie haben also
die , Gleichung der Tangentialhygerebenen® einer FE(EIE;*I"“W)

in Hyuperebenenkoordinaten zu suchen, Saitﬁider Pol irgend=—

einer Hsrperebene-‘zza- Oe Donn gilt

. U B,
S A, K g f:’,
also
hiyf
(51) I‘rZ ..-.":‘:‘{_ -‘_.J’.}r'_' ol M—i: I". & ey v'!.".")}
= &

Die Hyperebene ist dann und nur dann tangential, wenn;g&uf

ihr liegt, wean also die (durch (51) wegen P 1514 0 eindeutig
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bestimmten) ﬂ:nusserdem

(62)

erfillen. Vertraglichkeit von (51), (B2) ist aber aquiva-

lent mit
| '.._h. ',",Ii AT |*
(53) pe
1o . =
Pt e Miaid
A i a ":/ |

Das ist de gesuchte Gleichung.

! il :
Wir haven jetzt die Gleichung einer gegebenen Fy durch Kolli
neation, d.h, durch Uebergang zu einem moglichst geeigned
ten Koordinatensystem, auf eine Normalform zu bringen und
damnit sugleieh eine Uebersieht iiber alle projektivg ver-
schiedenen F —Iypen zu erhalten.

2

Hilfssalz: &y, = © 1si aguivalent mit Aj~vdy .

-

Bewelsi &y, = {%i,wR}.

Hilfssate 2: Wenn F, den gunzen Raum erfillt, miissen
- e
alle &., verschwindenis
18
Beweisg Jeide beliebige Grade liegt n.V. ganz in Fz,
also ist suf ihr jeder Punkt jeuen konjugiert. Also ist Jje—

der Rsumpunkt jedem kKonjugiert, glso isi der ganze Hn Bchei-

tel, also hat ( ajy) den Bang o, d.h. alle &; verschwinden,

Jetzt kénnen wir (¢;¥) = o auf eine Form bringenm, WO
e v

A I ] F 3
aLleﬂgeiﬂwsahten @lieder aj, = 0 fir i + k.

Induktionsheweis nach Dimensionszahl:
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fur n = o gibt es kein a.. Wit i ¢ k, es ist niehts zu be-

weis i ' uptuy i i Wi i
elsens Die Behauptung sei nun inm Rn—; bewiesen. Wir unter—
scheiden im Rn Z2wel Falles

1) Alle 8 Sinu Nully nichts mehr zu beweisen.

2) mient zlle &y sind Nulil, Denn gibt es nach Hilfssatz 2
einen Punkt B;, der nichi suf Fo liegt. p (Elj gent nieht
durech BL und scineide F2 incpz. Néch Induktionsvorsussetzung
gonnen wir in p (By) ein Koordinaveusystem mit den Grund-

punkten Bz, c iy B % finden, in den ¢’eine Gleichung ohne
n+
"gemischte Glieder*hat. Wech Hilfssatz 1 ist des gleichbe=

deutend mit B, ~B (122, k22 , 1 4 k). Dz B, bis B, in

(By) iiegen, istl such Bg~Bj ( iz 2). Also glit ellge~
mein B;~By(iyk). D& Bg bis Bp,; die Hypersebeney p asufspan-

nicini enthé&lt, so haben B B allgemeine

nen., aie B re .
WEHy R4 5 > Tn+l

1

Lage im Rj. Durch eine Kolliineation kKann man diese Punkte
also zZu @rundpunkten eines Keordinstensystems machen, das

die verliamngte Eigenschafi nate=
oA

e
Somii Kaun man (¢ f] auf die Form bringen &%

--‘

I

n
Auch von den &;; Konnen einige versechwinden. (EEﬁﬂ“EEn#}&%E
dass a.le verschwinden, lassen wir beiseite)., Wir denken die
Varisbeln passend nummeriert, so dass wie (?,g] die Form

pebens: o

({s9) =

| 3 L & r annehmen airfen. §ir
wobei wir Jjetzt Eii? o 1 i ¥

#

it ) 1& & i)
.{gﬁ / Lol

mechen noch die Kollineation
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und fapen erhalten
A8 = oy _:_:: A
ht-, f‘} g -
D& vie Flache ebenso gurch (r,g) = 0 Wie durch = {g,f] = 0
|
gepeben wird, Koulen wir ule Anzenl der positiven Giieder
in der Summe sls die nicht xlelnere voraussetzen, erhalten

also dureh eventuelle Umnunmerierung der Yariabeln:

3 A .
o ,IrlE —_— ‘oow A %
(80) (f:f) o +./_:_;*-'3'J/ '_FL_.-*-'{‘IJ i“ ""‘é-"?-'-‘g‘
& ‘ it 2 /3\:%)
Die l" hat im Fulle r = 5 weggelassen ZU Werdel.—

o

Der Scheitel hDat Jetst aie Gleichungen
(8) %l =o

- FRE YRS

v =0

Der Rang von Fg ist also I

D& der Rung projektiv invartant ist, folgt;
Von der Art der Redukition unabhangig ist die Anzahl der in
der Normalform auftrelenden Qué}drata; sie ist gleich
dem Rang von Fge

Durch eilne komplexe Kollineation kenn man die negati=-

[ 4 [i
ven ngﬁﬁr&te|,5: in {Eﬁ}j guch in positive verwandelm.
\.ﬁ\‘ﬂ 7

Daemit haben wir erkannt: Alle und nur die Fg gleichen Ranges

sind durch komplexe Kollineatlonen ineinander Uberfuhrpar.
Seien namlieh F, & zwel Hyperflédehen 2.0rdnung vom
selben Reng r. Denn gibt es , wie bewiesen, zwei Kollineatio-

nen A bezw. B, die die Gleichung von F bezw. & auf aie Form
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pringen. ﬁﬁnra ich erst A, dann die zu B inverse Kollineation
aus, s0 gent F offenbar in @ iber.

Der Stneitel 8 wird jetzt ( fir r<n ) von Ml  bisg

rsel n+l

aulgespannt; ist P eln beliebiger Punkt, und @ ein beliebi=-
ger Punkt des Verbindungsraumes P + 5, so kann dle erste
bis r =te Koordinaste von P siell von den euisprechenden von
@ nur um einen Fakior unterscheiden,

D& nun die Normalform (60) nur KT -f-Xrenthélt, haben
wir den Beweis der Iriiher aufgesbtellten Behsuptung: Liegt

P auf Fgp , 80 such der ganze Verbvinuungsraum F + Sa

Wir fregen nun, wann zwel Fz durch eine reelle Kolli-

neation ipneinunder iiberfihrber sinde.

Wir behwupten: Das isl damnn und nur daon der Fall, wenm

fir beide Flichen in der NOormalform (60) nigitnpur r sondern
gueh s denselben Wert nat.

Die Normalform (60) ist offeunbar durcih reeile Kolli-
neation erreichpar( reelle Punkte haben reelle Polarhyper=
ebenen), Démit 1si gezeigt, dass die Uebereinstimnung von
r,s hinreicht. IBre Noiwendigkeit folgt aus dem jetzt zu
beweisenden Satzt

Es gibt einen reellen H,_j, der mit {f’@} = 0 Keinen

reelien Schnittpunkt hat, dagegen Keineun solchen reellen EB.

A !

Rir s = a+l, s-1 = n 15t (f,¢) = 2 of)“ « R besitzt
A

gleo in der Tat keinen reellen Punkt von Lf,ﬁ) = 0, und ei~
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nen Ky 1 gibt es im R, nichit. Seli nun s € n. Dann bestimmen

nach § 13 IV Gie Gleichungen S IR 7 S <

einen reellen Ko l. Jeder Punkt von (ﬁ’KJ = 0 in diesem BRg7
4 :
- g - 1 = —_ ¥ l P s
erfullt die Glsichung .  x°, = 0; also gibt es Keinen re-—

AR

ellen, Seli num irgend ein reeiier Hy gegeben. Dann betrach=

ten wir den reellien R'z*, der daurch die Gleichungen besiimmt

wirds
P R N FRE N W O
=5 r
4 =i = O
x‘J:'—s+i - B
=
A = Q

It Fell r = & soll stattdessen das Gleichungssystem lautens

x + =0

" =0
Im Fall » = 2 s s0ll es lsuten:

Kl -/‘\(_5+J‘ p—

& % & s 8 s s raeedEa

=3 p i
X = X RE
L]
Jeder.falls liegt Rgh_ganz in (%,g} = 0, und da dte s Be-

stimmungsgleichungen linear unabhangig sind, hat R;‘ die

Dimension § = n - s. ES gibt sinen reellen Punkt P, der B,

und R gemein ist. Seien namlieh flhis’rn-s+l unabhingige
5 v

Vektoren, die R’g¢ aufspannen, saien! lhiﬁ?s+1 entsprechende
Vektoren fur R, . D#s sind 1im ganzen . + g Vektoren im R,.

Also gibt es eine Relation

M= Add e
f = : e
. A '.'_ _‘ .7 B Al 4 = .',-
{ ail J\;hv}. A\; i f_"; [ 1 %
Wegen der UMabhaéngigkeit aer fiist
W = é-—'f

.;I
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eln von Null verschiedener Vekior aus H;h. Nacn (B1) ist
He '

" ; - ; : S E
aber euchyp = = ;r i P Also Lliegt & auenh in Hg. Du Rg und

unda R reeli sind, liegl auch % in R, RE_,&, ais0 auch der

reelie Punkt P, cer von dem (von Null verschiedenenl)Vektor

Vektori ¢, bestimnt wird.
w k-

Da KMy ganz in (S,n@ = 0 liegt, hsben wir in der Tat
pewlesen, dass By einen reellen Punkt P mit (,{) = o ge-

melin hats.
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§ 15.

Die Fliacnen 2, dronung im Re.

1.
Wir diskutieren die mbgliehen Typemn nach sTeigendem
Rang unc steigendem s (§ 14 ¥ Elae) georanet.
r = 01 Der gunie BRg. 5 = O beszgl inm uer Tat: Jedes reelie
an;t ginen reeiien Punxt Bit F gemein.
¥ = 1: X =0 . Ues ist eine reelie Bbene; sie isl mit dem

Scheitel ldentisch. s=l; es gibt einen R, ausser—

halb der ERene, Jeue reelle Grauue H; scheidet reell.

() = (M) = o= (xRl K =)

() + (Y = 0= (HiREa' =ixh

(13

I"lz:als=¢

b) s = 2
F besteht also sus zwei Epenen, die in &) reeili, im b)
konjugiert imegindr sind. Iire reelie Scinitigrade
ist der Scheitel. Bedeutung von s=1 wie oben, im Fall D),
snﬂruat keine reeile Grade ( R,y = R;) aie die Scheitel-
gruce nicht reifft, einen reelien Punxt mit F gelein.Da~
Zegen Jeﬁgsﬁﬁgne ( By = EBJ; namlieh iaren Scanitipunkit mit
der Scheltelgraden.

L v b =
e e® sy asm i) # (K) = (XY =o

Gt + (o0 + (Y-

D) 8=3 Q
lian nennt F denn einen,Kegel 2.0rdnung”. Der Scneitel ist
‘ ! -
der Punkt Adr:x‘i- ,{?’-K;"- 0, X pF O Die Ehene,ﬁ- o schneidet
. $ Ll e +
F in dem nicht asusgearieten ﬂﬂgeiscmuttq :Q_ﬁ_.'_\ #ﬁ '1 1@3} =9

(xi,x?, 5 sind projextive Koordinaten inyd= o 1) F bestent

ersicntlieh aus aen Pullkten a.sler Projektionsstrainlen ®
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Vi A,‘t‘nur_:hq}. Alsc gilit allgemein: Bin Kepgel 2.0rdanung
pestent aus den Verbindungsgraden sller Punkte eines nichie=
wisgearieven Kegelschnittes ¢ mit einem Punkt ausserhalb =
der Ebene vcn‘P. (Doner der Nawe EBegelsehnitt).

Besitzt ? einen reelien Punkt, so heisst der Kegel

o rFeell ® ( PFull a). Er besitzt also eine reelle Grade,

wird dahner von Jjeder Ebene reell geschnitten, Wegen s=2
muss es dagegen Geden geben, die den Kegel nient reell |
schnelden. Z.B..QE-K‘L- 0. 1I¥ Fali D) heisst der Hegel

, imagindr *, Die Spitze ist sein einziger reeller Punkt,

und im Binklang mit s= 3 gibt es melle) Ebenen, die ihn A
nieht reell schneiden; namlieh jede Ebene, die nicht durch
die Spitze geht.

r = 4, Die nicht ausgemrteten Fliclien 2.0rduulge

Wir betrachten sie zundcnst onne Rucksicht auf Realiw

tatsverhaltnisse, Dunn durfen wWir von der Normaiform zusgelhen)
p 442

(kD2 + (B~ AR - (P o,

die vermittels der Kollimeatiom

51 =g 1+ 3 (Determinante + 4 ¢ 0 | )
8 . gi=x5

&S = x2+x4
4 = XE_ xé

ubergeht in
: 2,5 4
Ll e e
Sei (,g} irgendein Punkt der Flache.Dann KOonnen wir wegen

(65)1 ) oBC Wahlen, dass
[
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(67) Eiﬁﬁ = B'x :_g

Umgekenrt: Wir betrachten das Sy°tem(66) bel veranderlicihen

Is

b} spy OOTE zunidchst (65) vorauszusetzen, Die erste Gleichung
stellt das EPenenbischel 5;524 dupel AghA, dar, dlie zweite |

dus Bluschel 515 durch Aiﬁs. Die Bisehel sind dureh das Ee-—

und Tur festeaﬁ.lhpdurehlauft (') die Sehnittgrade der bei-
4

den einender entspreclienden EBuenen aus 8,4, 8gy 9 di€ 2z

diesen (f?,,_d.i _gehdren.

Durch Elimination vunl,,rgaus (66) ergibt sich aber, dass

']

U£] (65) ertulilt, Damit 1sT bewiesent F ist der geomeiri-—

sene Ort der Seanittegeraden entsprechender Ebesnen des Buschel

Sqmz, Sgﬁ.ﬁurcn jeden Punkt,von F geht eine und nur eine sol=—

che Grude.

Als Doppelverhaltnis vierer sclcher Graden bezeichnet

man das Doppelvernaltnis der Zugehdrigen Ebenen.Sehneidet
mon F mil einer belliebigen Ebene e, SO wird die Schnitt-
Kurve ¢ projextiv erzeugt durch die Gragenbischel in e,
die & sus aem BEbenenbuscnel Sqz; Sg4 ausschneidet. Das Dop=

pelve_rﬂé_ilfl}i:sjé.hre_rmviex;l)urchstosspunkte mit e aut¢, wie

r‘lﬁ':'r,:r,u-,.-_r‘ -[ﬁr-".'q'r,r.u .,'f'.\.r H;&ﬂ-_-,f :'TL ,"L{.q d';'? " .'u,g Jﬁ e
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apuch e pgewdllt sein mag.

Uieselbs Betrachiunz lasst sieh nun sul aas Sysienm
(87) anwenden, Hieruurch erhalten wir eine zweite Graden—
scnar, aie coenfalls F iberdecki, sodass eine und nur eine

Grade dureh jeden Punkt von F gehte Keine Grade der Bthar

(66) féllt mit einer aus (67) zusammen, jede Grade der einen

Scnar trifft jede andere und zZwel Graden derselben Schar

Lreffen sich nichte

Sing namlicﬁ31,3231ne Grade der Sehar (€8) bezw. (67), so
muﬁsigLiie Trager aer Busciel Sig, Sgq 8150 AgAgund Aghy
treffen.ﬂ;&rifft aus demselben Grund AqA, und Aghgz. Kame es
vor, 4assgq,sg in eine Grade g susammenfielen, SO niisste

g alle vier Irager tpeffen (Fig.35), slso misste g, well

{Fia.ﬁﬁ} g ___{__,,,.—j?"pb
ig_c.ﬂ.g.-rﬂ—_‘-" = .--‘-' -f
\ f
™ / L
Ia - B
(3
[~
N
A A A_A, ein windschiefes raumliches Viereck ist, euntweder

123 4

Aiﬁg oder AEA4 sein, g musste ganzain F o liegen und hatte
entweder die Greichungen 31“ - let = () caer rS'-;-. L{‘" =0 9
Durch Einseczen dieser Gleichungen in 66 foigt die Unmég—
lienkeit wer Annalie.

Seien gq, Bg &Wwel graden aus (66),(87), aie aurch
(1,&,] bezvWe. {S ,‘3_] gekennzeichnet gind, so sehneiden sieh

die @raden in folgenden Punkt, der (86),(87) also auch (65)

erfulits
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(68) g'= ~pe
ﬁl : 2,- ]
‘Q‘:lg .
gx 1

(88) ist uie Parameterdarsleliung von F, bezogen auf die

Buschelparameter von (88) (67). Umgekenrt pestimmt jeder

i |
ool M A 3

Punkt von F die Verhalinisge T =~ 4 und -?;' = g— _
A C% G Eb i

eindeutig, d.h. durch Jeden Punkl geht genal gine @rade Jje=-
der Schiar.
o o .
Das Koordinatentetraneer A1A2A3A4 iiegt =u F so, Q&S5 3
die Graden AqAz, A1A4, AgAz, AgAgq gonz ZU F geloren.

Wir behaupten welter:

Sind =4, 8g» B3 drei paarwelse Windsehiefe, sonst ganz be-—

liebige Graden, 5o 1siT Ger geometriscie Ort sller Graden

n, die g4y 8g) 83 trefien, eine nicht ausgeartele Fliache
: ] i - :}J- . F =
o pvd SERAh P
2,0rdnung Fj 81

[
- i

[l dw B
L .)J .:-.--.—-‘:'
g3 gehoredn ZUr Alderil.

.

, Bo»

Zum Beweise ordnen wir dle Euenenbisenel (g1)s (&) einander
so zu, G4&ss sleh imuer iie Ebenen entsprecihen, die durci

denseipen PUungt von g3 genen. Die Zuoranung ist projextiv,

denn beide Buschel sind projektiv auf aie Punktreihe gg Pezos
gen, und h ist die Scnnittgrade entsprechnender EDensen, Wir
wihlen willikirlich zwel Legen hys Byg ;ggrh aus, die g4 in A
*1’ Ag und 2g in Ay ﬂg schneiden mogen. Dann sind Ll,—--,14

Punkte allgemeiner Lage, kénnen slso Zu Grundpunsiien eines

Koordinatiensystens gemacht Werden.
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Brsichtlieh entsprechen sich die ERenen

(&) (€, )
“a 0) A A A — 5= ¢
(% ) A A <= = A A A, (x°= o)
4 . 1
(4 Q) Ai ﬂﬂ 13 —— - AE- AE ,&4 (x*= ©)

Die Lorrespontenz zwischen (gq) (82) (vergl,S5.38,39)
15{"1",1/.&*1.0 ey '-ﬂx't-fbﬁ%@

G’D-2+Q*'L&- o 6
B o=l Fho \c d..\*o

muss wlse ) zg = Mh=0 :(*"9 CF0

und w=zb = =0 : a =0 ‘ﬁ-#-ﬂ

‘ -
liefern.Die Koordinaten (% ) von h Dberechnen sich daher

aus dem Glelchungssysien
Axt + wxt =0
(69) CAixdx G urt=0

Also siit gl @ - caBx® = o.Diese Gielchung isl zber wit
hedelt
(65) dguivalent, d,By I ibersthigt 1in der IatT gine niehi—
ausgeartete Fg. Gleichzeitig ist bewlesent! ale Flache lasst
sieh projektiv durech Epenenbiischel erzeugen, die zwel beliebis
ge Graden derselben Schar zu Trigern labden. HMan spricnt vomn
dem , Erzeugenden ” der Flache, die zwei Regelscharen bil-
den. ist B ein beliebiger Punkt von F und sind gy, 8 ¢ie
Gracen der Flache dureh P, 80 ist die Ebene e = (31132) die

Tengentialebene in P. Denn e schneiaet F in einem Graden—

paar mit P als Scheitels AWs der projektiven Erzsugung folgt
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ferner leichty Ist g eine Grade von F, s0 ist Jjede Ebens

agurch g Tange.tialebene, jeder Punkt von g ist Beriihrungs-

b
punkt einer sclchen kbene und die Berihrungspunkireihe g .

ist auf das Tangential-Ebenenbischel (g) projextiv bezogen,
i r

wenn man Jjedem PUnkt seine Téangentialebene zuweist ( das

lasst sich aueh aus dem Dualitdtsprinzipy beweisen). L
i 4 5o 5 - =% . 1 ;T al
Sep h irgendeine Grade, die F in zwel verschiedenen =

Puukien A,B schneidet (Fig.38),

- b

U
g 3 (Fig.36)

g l.

so treffen sien Gie vier Efzeugenden durci AB in zwel Funkten

CD von Fs Dic GFade (D=l ist zu h polap., Es ist namliich

A*C weil AC ganz in F lLiegt. Ebenso AD. AlsoO A+AC + D,
d.h, zu sllen Punkten von 1, Ebenso sind aile Punkte von

1 auch zu B fonjugliert, &also zuk & +Pﬁ,ﬁ.h. zu allen Punkten
von N, dyh, 0, 1 sind polar.Die ionstruxtion ist eindeutig,
i _nh, es gibt xeine andere P-lare zu h, ais l. In der Tat !
sowohl p(A) sls aueh p (B) miussen 1 eunthalten, Da F nicht-
suszeartet ist, haben verschiedene Punkie verschiedene Polar-

ebenen,d.n, plA) ¥ p(B), und éa ist als Scinitt gener beiden |

Ebenen eindeutils festgelegt.

Wir betrachten Jjetazt die Realitatsverhaltnisse der hicht-—

susgearteten Flachen 2.0rdnung.

P 1 % =
a) s=2 (x') + (¥ = () = (X) = o.
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Das ist grade uie bisher zugrunde gelegtie Normalform.Alle
Konstruktionen des Vorigen sind jetzt reell ausfuhrbar.
Durcn jeden reeiien Punkt von B gehen zwel reelle Erzeugen=
denj Gurceh sie gelt die Téngentialebene aes Punkis. HMan

nennt F dann , Regelfliache ® 2.0rdnung, (Jede Flache mit

einer Schar reeller Graden neisst Regelfisichel. Da F reelle
Graden enthalt, wird F von jeder reellen Ebene reell ge—
troffen., Hat eine Grade zwei reeile Punkte mit F geuwein, SO
guch ihre Polare; also muss auch umgesenrt geliten: sind aie
Sechnittpunkte einer Graden mit F konjugiert imaglnar, so aue;
die der rYolaren.

b) se8 3 (K97 & (K95 + (AT = (N =

Deuten wir die Koordinaten als homogenﬁfkartesisch! so dass
! = 0 @ie unendlicn ferne Ebeae darstellt, daun eraalten
wir die Gieichung der Einheilskugel. r = 4, s = 3 sind also
gile und nur die Flachen, die durch reeile Koilineation

aus einer XKu.el entstehen KOnnel. Wezgen s = 3 gibt es eine
Ebene {E.B.,i¥= ® ) die F uicnt reeld triffi, F besitzt

algo keine reellie Erzeugende, Die beiden Erzeugenden durch
einen reellen Punkt P von F sind konjugiert imaginar, Denn
ist g die elne, 80O Liegt auch E in F und gent dureh P.

Wegen B *E ist g die andere grzeugende aurch P. Die Erieu=
genden aer einen Schar sind also die Konjugiart—imaginaraniw

anderns Aus Fig, 36 kaun man jetst scnliessens Trifft von

zwel Polaren die eine F in verschiedenen Punkten (also such
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die andere), so sind von den beiden Sehnittpunktepaaren
stels uas elne reell, das andere kKonjugiert komplex, In der
Tet: Waren A,B,C,D reell, 30 beséasse F eine reelle gErzeu-
gende A C. BSina nun A,B kKonjugiert kKomplex; B:I und sind

g,0 die Erzeugenden durch A, S0 sindlg;alebenfalLs ErzZeugene
de und genen durech ;;B. g,E geldren aber zu verschiedenen
Seharen, schneiden sich also in einem,notwendig reellenm,
Punkt.Ebenso h,E. Diese reellen Punkie sind grade C,D.

Als ,ausseren ” oder , inmeren ® Punki von F bezeich=-
net man einen nicht suf F liegenden reellem Punkt, jenachdem
durch ihn reelle Tangenten an F existieren oder nient, D&S

-én‘»ﬁf—f-
ist dquivealent damit, ob seine Polarebene F reell hetsss
oder mnicht,

c) s=4 (%) + HHL + (K"J‘ + (9" = o

F besitszt keinen reeilen Punkt. ISt g eine Erzeugende von
F, so0 betrachien wir E: Bas ist such eine Erzeugende. Da B
keinen reellen Punkt hat, aiirfen sich g,8 nicit schneiden,
miissen also zur selben Smhar gehoren. Im Gegensatz zu b)

sind die Erzeugenden komplexef GPaden ohne reellen Punki

(, komplexe Graden zweler Art?).
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1I.
_ _ ’
Wir auelisieren das Vorige, bel den niehiausgearie— 1

ten Flachen beginnend, Links siehen frihere Sdtze, recits
Gdie uaraus folgenden Pualen, ¥ Dbedeutel irgenueine unichi-
asusgeartete Fl.2,0rdnung.
1« Jede Evene e scinelidet F 1. Die Tangentialebenen an F
e
rayEsoy
in einem Kegeischnitt k.Felis durch jeden Punkt E wEEwhil-

e nicnt F berihrt, ist k len einen Kegel 2.0rdnung kK,

nieht ausgeartets fallis E nicnt auf F liegt,

2, Jede Grade g, aie F nicht 2, Durch jede Grade g, die

berihrt, trifft F in zwei Punk-F nicht beriinrt, gehen B Tanm

ten P,Q. Zwei Punckie R,S5 auf gentialebenen g,q-;?.’wei Ebenen

Aumtiny

g sind beziglicn F genau dann T,8 duren g sind ( =uwa Defini—

konjugiert, wenn sie es bezig- tion ! ) bezuglich F xonjngiégg

lien P,Q sinde R liegl dann wenn sie es beziglich p,?rim

suf der Polarebene von Sa Biischel (g) sind. X r gent
dsnn duren den POl vOn B.

5. CRiffi g F in verscniede— 3. Selbstdual.

nen Punkten P,q, S0 schneiden

gieh aie Tengentialebenen in

P,Q an F auf der Podlaren h

von g und die Tangentislebenen

dureh g treffea F in den Durch-

stosspunkten von I,
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4, Wenn =ine Bbene e 4e Wenn eine Punkt B auf F Lliegl,
k=
F beruhrt, hat sie mit bilden die Tengeutialebenen
-
F ein Gracenpaer gemein. durch B ein Buschelpsar; die
Jede Bbene durch eine beiden Tragergraden sind die bei-

P:‘o\ U ] .
Grade des Porewrs ist Ten- Gen Erzevgenden von ¥ durch E.

gentialebene,

(=

5. Bine Grade, vie an drei 5. Selbstduai |

winaschiefen GF¥aden ent-—

lenggleitet, erzeugl elne
nicntausgeartete Flache

2.0ranung.

6, Die Schnittgraden ent— 8.(Wicntig 1) Die Verbindungsgra—
syrechender Ebenen in pro- dem entsprechender Punkte projek—
jes<tiven Ebenenbu.ciiein tiver windschiefer Punkireihen

mit windschiefen Tragern erzeugt eine nichtausgeartete
L)

erzeugen eine nichiausge~ Flache 2.0rdnung,.

artete Flacile 2.0rdnunge

Wir nennen , EPenenbindel 2.0ranung ® glle Ebenen, die

i
. =zl
dureh Korrelation aus einer Fg hervorgehien,Inre Ebenenkooral

naten &ﬁ;ﬂﬂ,ﬂkt?EKLUTG:J erfiillen aiso eine Glelenung der

Form, (dﬂg} = O« Sie spielen in der Fokaltnerie eine wicnti=

ge HRollees

Die . niechtausgearteten ? Ebenenbiindel Kennen wir schon
: »
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215

die Tengentiulebenen der nichtagegearteten Flachen.Wir

dissutlieren duie pusgearteten nach fu&ﬁendem Hung durch Du-
alisierung der entsprechenden Flichen, Es ist zu beachten,
dass dle ausgearveten LPenenbdundel keineswegs Tangentisgle
shenen ausgearieler Fliachen sind.

Den Kegeln entspreclien alle Edenen, die durch die Tan=
genten eines reellien nicht susgearteten Kegelschniiis K
in einer reellen Ebene e gellen, Je nacndem K nuliteilig ist
ouer reelle Punkle nhal, haben wir das Gegenslick zu den
reellen oder den nullteiligen Megeln, e ist der Scheitel
des Bindels und ist zu sllen Bbenen des Raumes konjugiert
besiuglich des Bundedis.

Den EBRenengsalen entsurechen Paare von Bundeln persier
Ordnung ®,(d.n. Bisdel im friher cdefinierten Sinn) deren
Zentren P,Q reelle oder konjugiert imaginare Punkte sinde.
Der Secheitel bestehi sus allen EbPenen guren die (notwendig
reelie) Grade P ¢.

Den Dopuelebenen entsprecien alle Biindel erster Ordnung

mnit reellen’ Zentrule Sie sind s&amtlich Scheltelebenen.
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§ 1e.

Die Fléehen 2.0rdnung im‘ﬁ:’ . P

I.Die Typen,

Die bisherige Theorie muss durch die Konseguenzen vera
ollstendizl werien, die sus der Lage von F relativ zur

unendlilcu fernen Ebene e, entsrilEells .

In den Falienm » = o, 1,2 Dielibe aie Diskusiaon dem
Leger Uberlassen, Im Full der Kegei (r = 3) naben wir zu
unterscheiden, ob e, aurch den Scheitel S geht oder nichte

Im ersten Fall (8 = So) nheisst der Kegel ein Zylinder.

Yir napen reelle und nullteilige Zylinder zu unterscheiden.
Der reelie Zylinder kaum Dlt gy €iR reelles Gradenpuar
oder eine reelle @Graue oaer ein konjuglert komplexes Gra-—
denpaar gemein haben; hyperbolische, paraboliscie,eliip=
tische Zylinder. Sei im ersten Full e eine beliebige ERene,
die nicht dureh S, BeLT, e 1AT Sennitt wit e_,. Dann nat
8 Wit den peiden reelien undendlich Ternen Graden des Zy-
linders zweli reelle Punkte P,¢ Bcmein. Diese liegen aul dem
( notwenalsg niehtausgearteten) Kegelscaniit k, den e mit

dew Zylinder gemein hat; 8.sO besitzt k zwei reelle unfemd-

lieh ferne Punkte; k ist eineHyperb@l. Blie ﬁbenen!SQhﬁitta

leinders sind ygyperbeln, ausser wenn die

des niperholisahen

schneidende Ebene durch S, geht, Entsprechend sind prast
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alle ¥ epenen Sehnitte des ggﬁg%ulischan, bezwe €lliptim
scihen dylinders Parab@lé bezw. Elilpsen; 2aSPhait dse
hyps, par., els Zylinder, indem man eine Grade langs einer
Hyperbel ,Purabel, Ellipse parallel verschiebt ( nur darf
die Grade nient in die EPene des Kegelschnitts fallien).

Der nuliteilige Zylinder lieferit keine Fallunterschei=
dung. Ebensowenig der nullteilige Kegel.

Der reeile Kegel K wird von Jeder reelien Ebene, die
nicht aurch die Spitze § geht, in einem nichi-ausgearteten
Kegelischnitt getroffen, der reelle Punkie hat; das gilt also
insvesondere vom Seanitt k , des Kegels mit eqpe Sel nun
e eine beliiebige micht dureh S gehende reelle Ebeme und g_,
deren uneigentliche Grade, k ihr Schmiti mit K. Dann ist k
eine Hyperbel,Parabel,Ellipse, jq&achdam die Schnittpunkte
%w’ Qﬂ ven g mit K reell undé verschieden, oder reell

susanmenfalliend, oaer konjuglert komplex sind, Wir legen

durch 8 aie Psrsllelepene f zu e o Dann gent auch I durch

£ o and E-Rw und § @, sind Erzeugende von E‘ Welichen affi-—

nen Typus k nat, hangtl slso allein davon abj} ob die beiden

Erzeugenden p,@, in denen f den Kegel schneldet, reell ver—

senieden sind, zusammenfallen (f perihrt K | ), oder ima-
- ginar sind, p,?:sinu den Asymptoten voi k parailel.

Pharsllele Epenen schmeiden K in Kegeischunitten mit
nen | ). Alle und nur die Teel=—

parallelen Asymptoten ( Zeicn

- b
len Ebenen, die einer fangentialebene / von K paraliel sind
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schneiden K in Pérabeln,

¥ o - )
f:yl.'.-'l-. 11_{". (e leae. Frgede S '-_'_.-.l’-"_'.-";,é .

Kignnds "ff":ff-'-*-dM f:';,r,’.-.'.'mmi}zw-{;.cﬁ st a4
¢ [

/ (Der Lesgr Stelle die Ungenauigkeit richiig, die in die=
sew Ausoruck liegt 1)

Wir leiten nun affine Normalformen fTur die Gleichung eines
Kegels oder Zylinders abj wir deuten s"e o als Gleichung von

€ in .;?3; dani sind

T
( = -{E

&

A SO I - *
inhomogene, afiine Koorainsten.

Is1 der SCheilel des Kegels ein eigenilicher Punki, so
durfen wir auf die fruper sbgeleitete Normalform
Y % R + (¢°)" = o zuriickgreifen. Sie liefert:

(80) fli- EL+-TL= o (muliteiliger Kegzel)

(81) E¢-+ E*-— SL = 0 (reellier Kegel)
Der Scneitel ist E- z:}“- 0.

Unm aie Gylinaer zu eriialten, genen wir von der Normel—
form auss

+ (B + )+ (D=0

Der Scheitel (e om jiL o liegt jetzt in der Tat auf 8,
€ schneidet in dem Grauenpaar (I‘f' + (Kj]a = 0, 8150

pient in einer Doppelgraden. Wir konnen also den parabolische

Zylinder sO nient erhalien.

Die Vorzeicheanverteilung der ersten GlLieder bedeutet offen-

bar:

+ + nullteiliger Zylina=r
+ - Dhyperbolischer .
- - elliptiscner o

Wir erhalten aie Gleichungen
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(82) T¢+'?z+‘4-' O (nuliteiliger Zylinder)

(83) sé-‘ﬁz'ﬂ A (hyperboliseher 2 = )

(84) “ 4 ?5" f elliptischer ® »

Als Noruslform des parsbolisehen Zylinders kSnnen wir

s zy2 3 .

oifenpar ((%)° + X°4¥ = 0 verwenden, Der Scheitel ist wie=
rrf—.ﬂr - x"f ‘{? . P . . -

der / = o und A= o schneidet inx¥= o, also tat=

gpuchlicn 1n sinsr Doppelgraden,

Wir erhalien

(85) -tﬁ-j’- o (parabolischer Zylinder) .

Bei den angezebenen Nurmalformen aller Zylindergleichungen
zent die ; =—Achse duren den unendliich fernen Scheitel,d,h,

die -Achise ist wllen Erzeugenden parallel.

)

#ir petrachten jetzt die nichtausgearieten Fg. Ist Fo

nullteilig ( ﬁ = 4 ), so haben zile reellen Ebenen aguiva—

lente Lage zu Fo. Es gibt xeine Fallunterscheldung imuﬁs und

die Gleichung von Fg lasst sich auf die Form bringen

(88) T<+ o T4+ { = o(nulitellige nichtausgeartete Fy)

In den uprigen Falien (s=2,3) ist zu unterscneiden,welchen

Typ der Kegelscnniti kK hav, in dem F von e, geschnitten

wird,

1) k_ ist nullteillg; qenn muss der Fall § = B vorliegen,
enthnielte F namlich eine reelle Grade (s =2 ), so auch
einen reellen B, . F helsst agann Ellipsolad, Normalform

(xf)t + (1€)e + (35}; o A1) w0 ((¥= o schpeidet in

() + (xe)® + (1s)- = o 1 ) oder
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K rd & ”
(87) F+ % +'c = 1 (Eliipsoid ) &
2) k_ ist nichitawusgeartet reell; denn heisst F ein Hyper- &
bu’_..'_fl'.il.h_l._

Enthalt F Keians reelle Grade (s = 3 ), so heisst das

Hyperbolold zweischglig, In der Tat zerfallt B in zwel 1

cetrennte Bticke; wegen s = 3 gibt es namlich eine reelle 1]
Evene e, die <elnen reelilen Punkt wit F gemein hatj also
e+ e, . Ist g, = ( e,0,), so belracaten wir das Pa—
rallelebenenbuschel dureh g, 3 wir darchisufen es mit e_,
beginnend und endend. D& e, F reell nichtausgeartet
schneidet, gibt es zwel ERenen e # €., 6 # ©,,35C,

die F ebenfalls reell senneiden und e Ewischen sieh lag=

gen, dsh. zu Deiden Seiten von e beskizt F reelle Punkte,
quf e niecht; F beskizi zwel qurch e getrennte Stieke.Als
Normalform konnen wir z.B. l.',x‘")"_ - (,r_t}z - {.{:‘)L e (I"]i‘c
verwenden und erhslten

(88)5;‘3'— ?E-- fi: 1 (zweischallges Hyperboloid).
Tm Fali s = 2 besitzt F reelle Grade, wird also von jeder
Ebene peell getroifen, sepfdallt also nicht; man gpriciht

vom einschaligen Hyperbololds Gieichung Z. Be

(89) Eﬂz-i- " z’-“rz'ﬂ 1 (einseh‘ﬁa&:ges Hﬁerhaloid}.

g =g

3)k  ist esusgeartet; €. jstyalso Tungentialebeney Dann
o

heisst F ein Paraboloid,

g) s = 2 j dann muss B Wie jeae Tangentialebene zawel re—

elle Graden E, y Bgo MiT F gemeln napen. Aus ihnen be=
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steht £ . F heisst hyperpoliscnes ParaboLoidﬁ. Wir konnen

von uer Gleiechung vy 'ye ~piyx? 7. aisgelion, §16 ergiht.é
':9\.]} e e o Som% 3 . ~ o

i [ * ) = o0 (ayserbolisches Paraboliocid) =
[ } [ N . X . . § E
[ S = 43 dann muzsen E. 3 n I‘DHJH;—:’,I;‘JPT’ imaglnar Hain&

= g

F heisst elliiptiscneg Paraboloid, Wir konnsn von der Glei=

chung ausgehen 1 1 /¢ r AE ) Tk A7 = 0. In der Tat liegt

dani auf f '= o das imagindre Gradenpaar ((N<+ (A%) = o.

Also erhalten wir &

gl L o« S oy
(91) ¥ + L-t-\K = o ( eliiptisches Paraboloid).

II.Mittelpunktseigenschaliten,

F ist zls nichtausgeartet vorausgesetzt,

Bezeichnungens

Schnitt von e und F & X,

Bol von e . M (Mittelounkt)

Polare irgendeiner g _ & d (g.Jd (Durchmesser)

PYlurebene irgendeines

P :J’H {P‘I] (Durchmesserebene)

a, d sind alle Graden und Ebenen duveh M. Liegt Po. miCht

auf F__,_Fig_halbiert ﬁr_( By ) alle Sennen dureh Bio e Ist._;E

ser Scamitt @ F, so wird F von dem Zylinder mit der Basis

@ und der Spitze Pooinm & umiiilits

1 1

Ist g nient Tangenie an k.o , S0 sind alie Scnnitte

@ des parallelebenenbischels durel goo Wit F Ellipsen oder

1

Hyperkeln ( je nachdem k_ VOO & . reell oder imaginar ge-

A . it » =
—P bisweilen aucl = ,;—ﬁﬂ-t:'btl:h;ﬁehe genannt.
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Lroften wird 11; inre Mittelpunkite liegen auf d (Eoo)-

Die velicen Tangentiulebenen in den Punkten ( F, d ) gehiren

ebenfalis geuem Buschel an. Ist P irgend ein Punkt aaf d,

50 berdhri der Teéngentianlkegel an F curch P F in eliner der

illrven @.
l

Ist ewnicnt Tangentialebene an F, ist ais0 F ein El-

lipsoid, Hyperbolioid oder nullteilig (, Micteipunktsilachen®

2.0rdnung ), so liegt M nicht auf e.,, istdalso sigentii-

cher Funkt.

M halpiert elle Durchmesser, ist eilso Mittelpunkt aller

Diemetralschnitte von F, soweit diese nicht F berunren,

Der Kegel K mit der Spitze M und der Basis Eo.heidt

J:Asymptutenkegel » yon F. Jeae Erzeugende von K heidt

x&symptﬂte von F, Jede Asymptote berunrt F in ginem Punkt

Voo Jitﬂ L

Jede Téngentizlebene an K berdhrt F in einem punkt von
Koy hat daher mit F zwel parailele Greden "gemein,
In einer Parabel wird F von genau denjenigen Ebenen
geschnitten, die einer Taugentialebene ¥an K paraliel sina
(ausgeartetes Ebenenbiindel 2.0rdnung).

Ist e keine solecne Ebene, ist f aie Paralilelebene zu
e durch E, g, n die Erzeugenden von K in f,tf aer Schnitt

(e,F); so sind g,h den Asympioten vomn ? par iiels

Jede Erzeugende von F istT einer Asymptote parallel,

Die letsten Satze geltien nient, wenn F ein Paraboloid ist,

e beruhrt dﬁnn ¥, und K, perfallt in zwel Gradaen Ey’n;’
o0
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die =ich in M = M . schneiden. Dann ergibt sich 3

Alie Durcimesser eines Pararboloids sind peraliel,

Alle und nur aie Diametralebeneh scineiden F in Parabaln,

Alle Bbenen des Peraiielbuschels (ge) schneiden F in

Graden, Ebenso das Buschel (Ne ). M.2.W. Die beiden Scharen

Erzeugenuer sind zweld EPenen paralilel.

Alle reelien Blenen Seinitte des Hyperbollschen Para—

bololds zind Gradenpaare, GTaden, Hyperbeln,Parabeln.

Alle reellen epenen SChunitte des eiliptisehen Para_

boloids sind Parsbeln und BElLilpsene

Weitere Satze shnlieher Art findet man in Reye,Geometrie

der Lage,Bd.2.
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§ 1%
Absoluter Kegelsehniti{ und raumliche Metpik
[N | ! ! 4 IL ?
mElen X'y = = =, a.'q DRZW gn.'y‘_ s X { 2.0 3 iy
- 4 _—— Vo= m Nnomogene
G T S %

beiws lnnomogene sartesischée Haumkoordinaten. Indem wir die

anscllauliche Definition ins komplexe erweitern, nennen wir
w Rlgel 7 Jeue Fg, die einer Gleichung folgender Form ge—

nigt (ellie a; reell):

PR T o WSRICH (P S AR ==
| VREY R ot TR = [L. 4 (T =
|:L o\ ; 1 L W 9] X o : L!. /s + .1-" . 1 il

L [k L ~ A
- K”E(.}m‘-k B, X 4 D_Jﬂ'*,i'*ﬁf_r'_ =

r L 2 &Y
ey v b -.-,.:"* [
| ¢ s B 0

#

Alie Rugein hapen mit © (#'= 0 ) den nuliteiligen Kegei-
scani it K
F-

(85) ky t () + (X0 + (R = oy xi=o0

geneln, und alle F2 , die durch Kk, gehen, sind Kugeln.

Alle PUunkie von K, heigsen , Kreispunkte ?, Areise silnd

alle und nur die reeilen Kegeisenniite in eigenitlichen reel-
len Ebenen, ale dureh swel Konjugiert komulexe Kreispunikte
wehen (Beweis aurci Hilfskugeln).Jedae Grade aurch einen Kreis-
uuukt heisst , Minimulgrade ® oder ,isotrope Graae ".Zwel
versechiedene eigentliiclie Pungte naben genusu dann die Entler.
nung Null, wenn sie guf einer Minimalgraderliegélle

Alle gradlinigen Erzeugenden aller Kugell sind Minimal-

graden, Die Minimalgraden uurch einemn festen Punkt P bilden



St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie Il - 1929

137.

einen , isolropen Kegel "3 man nennt ihn zueh (mit Recht ?)

, NU.ixugei gm P 2,

Jeue elgentliche Euene, die k@g berunrt, heisst Hini-
maleberre. Sle DLLIUER &imu ilsgesall sin wusgearietes Buna

] o

a N e . . _ Pl
ner @.urTunung. Dis Tungentislebenesn der Nullguakde sina

MinilBelebelenh.

K op PESLLLLT ale Taumlicne Winkelmessang,., Zwel reelle Graden

Gind censu denn orthogonal, wenn lare unendiicll Ieruen Punk=

KON JUgieri Zu K, 5ind.

2N EONJNES

Lamllieh 4,0 swei Jenen Grauen g,h parailele Vek_

turen, s0 sind ihre Aumponenten (a*), (b') prujexktive Koordi-

aaTen uer unendlicn fernen Punkte G,H von g,0 (vergl.5.102),

apedeutend mit

[

&l Db ist aber glei

4nd Giese Gleichung beusutet nuch (95) Komjugiertheit von

Fur kom,lexe Gruue werae Ule Orthoegonalitit von Jetzt

#4lL wureh geue Konjuglertneld aeflliielT,

cent suf einer reellen Ebele gelau

fine reerie Gl'uve S

genn die uneundlich ferne Graue der Ebene die

Quil: senkreciii,

ndlieh Cerien Punkts der Gradeén bzgl. Kpg1STe

EOlygre deds dne

Beweis: Alle Graden der Ebenen missen Lote der Graden seln,

1 dain aufeipander Sell-

=Lellell _{_-:;;_EIIEL

Zwel reelle oPeuel
ernen Graden kongugliert bggl, Kge

recht, wenn 1ihre unendiien T
sind,
Beweiss Die elne Ebene muss ein Lol der smderen enthal-

! tells
T R
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Far Kompirexe Graden und Ebenen werde uis Urthogona-

litut von Jetzt 20 entsprechend definiert

wEl nUn oC der Winkel zweier reellep Graden g,h mit

den unendlich fernen Punkten G,H. @ H schneice ku in XI.J
o= b Rl

Dann ist

(96) e (eH17)

Beweis: In einer peliepigen EDene e durch G H ziene maun g
oy =9 v 1

wurch G,n? durch H. Dann ist g° “ By h? ‘l h,¥4(g?,n’) =oL.Da

nun IL,Jd die Kreispunkie von e sind, Ifulgt die Belsuptung

ans 5.86 Formel (30).
Dind e,f zwel uwiehtparaiiele reelle Ebenen mit der
Scanitigraden g, sina ;1,32 die Minimalebenen Gcurch g und ist
X(e,f) =o=, so gibt
Ao de
(97) € = ( Esfidinglo

Beweis: Pulsrenxorrelation am kK in e _, fibhrt (7)) suf

oo
(96) zuricik.
Adifzabe: Man beweise dle Winkeltireue und Kreisireue der
slereographiscien Projektigi durch die Theorie der Hreis—
punkte,=-

Die AehnlichkeitsfransiormatlOonen des Haumes sing oifen=—

[ i i i ' in sich trans—
per alle und nur Gie Kolliineationem, dle £ 10 Sd

formieryey Dai £, in sich ibergeht, isi mamiich LOTwendig,

well alle Kugein in Kugelin ubergelhen, unG hinreichend, weil

dann nach (96) alle Winxel erhaiien pleitven. Somit fulhrt

die Metrik suf das Stucium gewisser Au.linesticnen, 4le sieh
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aunrch reln projekvive Elgenschaften kennzeichnen lassen,

Wir wenden uns zu dieser Betrachtung, die uns gleicnzeitig

auch ule nichteukiidische Metrik liefern Wird,
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4.Kopitel.

APirineationen, nichteuxiidische Geometrpe,

Erianger Programm,

&

¢ 18,

Gfundlagen,

L. Gruppenbegraff,
Zwischen Jje zwelen von endliech oder unendlich wvielen

w Llementen " a,b,~--gei eine Verknipfung definiert, so dass
e, FPOdUKL® & © wieder ein Element ist. Ferner sei stets
erfullits

1. a (be ) = (a b ) ¢ (Assofiativgesets)

2. Es5 gebe ein , Binheitselement ® e, so dal Tir alie
Blemente a | 2 € = 8 a = &,

3. 4u jedem ptement & gebe €s eln y inverses ¥ &',

wl {

-

SO el & & = B & = €.
Dann sagt men, die Elemente biiden eine Grugve G. G heisst

kommutativ cder , Abelseh ", wenn a b = b & fur alle Eiemente

gilt,

U heisst Unlergruppe von G, wenn &aile Biemente von U

au & gehdren.

@' heisst homomorph zu G, wenn jedem Eiement von G ge=

nau ein Element G' derart entsprient, dass a.ie Blemente

; ’ ' stets IO0LET
von G vorikommen und dals &us asa', b >0 g

Ist such umgexehrt jedem a'_genau ein & zZugeora-

ab = a’b?.

& : A
net, so heissen die Grupgen isomorph. (@ = G)
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Regelnt G = Gy aus G'= G? folgt @Y & G; aus @ ¥ @', ¢ ¥ a

folglt G = @', In ger Gruppentneorie vert®ift cer Isomorphis- .

mus die Glelehheit,

1. Kollineationen,
Aus I Tolgt: Wenn man als Produki zweier Kollineationen
A,B ues R, in sieh dieyeni e Abbildung (notwendig wieder
eine Kollineation) definiert, die entstelt, wenn man erst A,
&anu‘E gusfubrt, so sind aile Koilineationem die Elemente
einer Gruupe K. Beweis: Geitung des Assovktivgesstzes 1ist
klar, BEinheltselement ist die idenviscne Koilineation, Invers
Zu A ist die HOllineailon g , Gie A rickgingig macht.

Untergrupyvenvon K sima . B. 1€

1) Alle reellen Kolliineationen.

2) Alle Kollinestionem, die irgendeln Gebilide in sich b
cransforuieren (2.B. einen Rg , oder eine Fg usw.)
F. K L e i n hat im , Erlanger Programm (1872) (Ges.Abh.I,
S, 460) erdrteri, in wiewelt ale galze Geometrie sich auf-
fassen lakt als Stuaium voi Apbildungsgruppen und deren Iso=
und Homomorphismen. Die atfrfine Geometrie unu uie Zrickfuhrug

der Winkelwmessung suf die Kreispunkte sind Beispiele dieser

Auffassung.

III.Matrigens

q{biﬁhlen a-;in gquadratischer Anordnung nennt man die gEle—

i ; i =peilligen Matrix ? A. Zwel
mente ® einer (quedratischen, Y reinigen) . -

Matrizen heilien gleich, wenn es inre gleichstehenden Elemente
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Ginde Als Determinsnte | \G\.{ } und Unterdeterminanten
vonol. bezeiehnet man dis Determinsnte \"le und deren Mino-
ren., Jeder Matrix(l m.l*tloll & O wer.is nun daie Kollineation A
augeordnet, ISt B oie Kollinestion, die zu einer zweiten
ERSPORTRPR. ~ / \f’_J —_—— .
Mztrix u—(l { £ © ) gendrt, so ist A B die Kollineation
2) x'=T eyt 1) (A =~T b2
el 4
||" [ ‘ '{
1: &aié-q'L
W

Die Matrix, die zur Kollineation A B gehort,

AlLsO

‘ P
also & = Ea.." E*Ic , Dezeicnnet man aks Produki e 5;
£
(aiso E;ew;jhnL_Pn]Ltfy $ fﬁdﬂ.} ¥
ﬁunn blLidasn aie Matrizen ‘Ji,. mi-‘r.'()(lfo gine Gruppe, dle zZu

W homomorph 1istj [itmﬂputw 3 bestent unicht, weil die

' = h
Kollineatiom sieh nient andsrt, wenn man ailkd Wy mit l‘-}'ﬂ’

Tat
% muliluliziert; er besteht im Vektorenraum )3 In der Ami

1) Aus dem :ﬁeter-min:_'mr,anmuj.-.;j.;uie:a':.t.mnsaatz folgt
[ﬂﬂ;( = | E-‘Lu"{ri ,  &is0 \L‘[ﬁ‘yt fo Tir \W\ro k‘-u‘vl $0.
R) Ausder Besichung zu aen Kollinationen folgt

(KT =4

L}

i B ¥ =
&) Die,Einheitsmatrix? E ( €4) erfillt die Relation

. : < 4 & i £ :
JL‘;S,. %;t = u h""t%‘agzaf.‘”"\f“a’{]
4) Aus der Theorie der inhomogene  Linearen Gleichungen

‘ ; e ; - e = ok “
folgt, dak aas Bystenl .._tﬂ*e '[",.{ - tﬂ-r “_'-" )
'
fir alle |{ gensu eine Losung nat(wegen \u..,,;J 0 )
L]

T
7 rl
Die Matrix 5:!' ('u':t.' erfillt also die gleichungAF -f't. Man

) Lh =%
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schreint auch ¢ = C’L . Bpenso exisltiert i} mitﬁ’ % .

Dann fi_.—‘.'l’,.ﬂ){&ﬁ’ = fyt-ﬁ‘. Also 1istT auch &hﬂl{ = % . Nuchden

=1 \
Multlioligationssats ist\ﬂv [ = -

‘a( u[é. Bamit ist die Existenz

- e |
des inversen Elements bewlesen. Es ist (Ufﬁ'] u{!’ a « Deunn

L’ii}’f)’f -l

u‘%’ e« Neben der Multiplikelion aweler Matrizen

ist die Addition und die Multiplikation mwit einer Zahl sin-

gefiart; 1st Oi = (ﬂ.:“) f;’ = (ﬂr‘;‘, ), so ist getimiert L =
X +D - (EL*L{H*;), & AR = {2&{“}; gs 1st (LM 302 )
Oty =1 - (Al ., KL -0 &l *

Ferner "DEZELBILD.E‘IL& die zu Jt.,, transponierte® Matrix mit-

R Y _ i _
den Elementen 'U'“r =& (Zelien und Spaitaen vertauscht).

" { X f =1
Bs ist {'11"’] =§‘*EU£‘-%'& « Hine H&ru hej.sst syumetrisc

aﬂLﬂ-ﬁlqm-

a
wenn 3{- . = Vi , Gder \)L +i~t @ : s antisymmetrisch .
kTM" : . '
matrix heisst l""'i w0 Tur uu.eill.(}.
III. Annliene Matrixen.
i ‘W .
Statt x" “‘Ef‘*u"i Ssenrelot man auel ’-6 -a"gnﬂst dann poech

'“J 'T’::}‘ s0 Twulgl angenmmarwelﬁe G‘@a’ ferner iEtEEﬂ'G:

gieselbe Ko .L¢ineatiun0(«werde nan in einem uandern Kourdinaten—

systen betracht=t,( X )ias mit der ersien durch & =ﬂ-‘6{,u13u
aueh u} -\'}glﬂ[, gusamnenhingt.Dann Llstv ﬁ; -cﬂpﬁa_l , also %'
k‘quL w gr- Daner die Definitions:

UL ,‘fp— neissen,ahinlich®, wenn &3 .AJ' mit\wk.f o gibt, sodass

v

> = Ii‘iﬂ@,$ . Oftenbar haben ahniiche Matrizen alle Eigenscha

ten gemein, die der Koliinsation selbsl, umabnangig vom Koordl
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Koord. matensystem, zZu kommen,Z.Be suchen wir die,Fixpunkte”
der zu (L gehdrigen Koilineation,d.N, die Punkte, aie ihre

eigenen Bildpunkte sind.Defur ist notwendig und hinreichend

. : o ; : o v .
die Existenz eines L4 0, s0 ﬂaﬂ%-ﬁ-rﬁ, also g = a’-f '}f‘g 5
(0 =A% )4

'fl
& T

= 0. Das System/ (4, =Ac%) 25 = (Aed )

=

soll eine nichttrivisle Losung habem, Dafur ist aber not-
Wwenalg una hinreiehandjuﬂi-'lﬂil = 0, Dag ist eine Bestim-—
mungsgleichung vonl ; man nennqﬁi-hg;a-\Jlu?\gi-ﬁj(l} das
Jcherakterigtische Polynom » vanﬁ.. Ist /. eine Wurzel vcnj’{ﬁ}

= o ( , charexteristiscne Wurzel ® ), so gibt es zu )\ einen

Fizpunkt % = Wir haben demit bewiesen: Jede Kollineation

v

besitst einen Fixpunkt. (Aber michti immer einen reellen 1)

Zu zweli verschiedenen Turzaln?~ﬁw-von f (ﬂ) gehoren verschie-

dene Fixpunkie. Denn aus(ﬁf-lﬁ ’ m,% =h1&iulgt }"fhi ist

]
-1
i
=
e
-
L
-L"
|
-
o
=

Also

1 AN & Ay o=l omm
=Nt > | ¥ G-ME| IR = I R-A
J

Aehnliche Matrizen haben geiches charakteristisches Polynom.

Das Problem, nepen diesen notwendlgel auch hinreichen—

de Kriterien der Aehnlichkeit zu finden, gendrt in die

EiEmEDEErtEiLEPthEOPiE M
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§ 19. Reclle Kollineation auf derp Graden.f= f}

#. die Fizpunkte,

e £

Dies charakteristiscie Polynom ist mit reelien Konfeizie
enten yuadratisch, ®iso E1bl es zyel reelle Fizpunkie,(hyper—
polischoer Fall) zwei konjugierte imaginire (ellyytisch), ei-
nen einzigen notwendlg reellen (parabolisceh) oder alle Punkte
bleiben fest(8 Identitat).Wir bestirachten zunidchst Kolline-
ationen X mit @wei Fixgunb:tanj;,‘r « Machen wir sie zu Grund-—

punkten, so er?ﬁlhlt A aie gestalt
'
% = ll i

iL - -11" LS 3

also *L = (ﬂ'tli‘) (Eiagonalmatrix}.
¢ Ay ==

T

Umgekenrt: Ist g Diagonalmaetrix, =0 nata‘hﬁia Grundpunkte i
Zzu Fixpungten. Also giJ.‘t:'—l ist dann und nur dann einer Diago-
nalmatrix annlicn, wenn UL swei Fixpunkte hat, Es ist Cf{/i, )=
B 11;2 | E; i - (-kfl ) {ll"l )a Isﬁ.e(‘s] irgend ein

v T .

Pumctn[?,T 5 und ‘i (% ) sein Bild uermé.':ge'ﬁ. , 50 ist stets(

4]
L\‘jl?& ) = % ., Offenbar ist namlich, wenn E, der Einheitspunk
L}

L 9 " l"
151;,-3" - tgg'[',@,) -i-r::-&-l. 3. BLE0)

/‘f.? Wo in diesem Paragraph von Kollineationen die Hede ist,

sind stets nur solehe auf der Graden gemeint,
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also (vergl .S.%Z )

4P -1 6y A
% @T’ A4
Sind j % reell, so =auech l‘, '21. und umgekenrt. .L.Etg :S
1 =1

A

Wir konnen das Koordinstensystem in diesem Fall reell so wah-k

g0 auch ,1'- :}‘L, ailso

2 1
Len,dass des Punktpsar 1.J, die Glelcaung( A )+ ( 11] =0 '

|
ernall,

v bk
Die Traensformatiocn k Drelung der kartesischen K | A

Ebene um den Nuilgunkt um den Winkel & ..j '
X = ioua 4+ z‘- A &
4 :
L5 -2’ Vind * L;l'wq'
* 1' ' & -t .
ergint ke = (gt ) (waseMd L Also blﬂlhen;:?

|
i

- 3 I
fest und es wird __1'_- E_ E% ,Die eliiptischen Kollineationen

2 . o
der Graden sind isomorph den Drehungen der Epene @ﬁm !
Wir betrachten nun die parsboliscien Kollineationen .fPer & not—

'—-—l—-ﬂ-v-—

S gy ..._._h_,.u..,_ - :

wendig reelle ) Fixpunst sei der Punktg i =0, Dann hat A aie

Gestalt = LL;‘:iI ‘*'a:_g

Jeizt wirdqf{l )= (ﬂ;M (ﬂ.:_'l]. waraﬂ‘f.‘tj, so hatte th'l]

- 5 “ v J ."] E = ) - I : r
- - ( - &'L ™ & - = a - [ L] DlE .EQJ. —

her 1{1 ;il-;— i L‘;};L
KL = ‘itq
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Wareq = QO , so hatten wir die Identitat. Also ist a,t°

l
ung indem wir ein meues Koordinatensysien '@ diizeh ¥1 _Lx‘-‘."

glnfunren, erhalt.a»(wenn Wir die Striche nun wiedsr weglassen,

dia Gezsbalt I

Kz L-E-EA:(

Pie Matrizen aller parabolischen reelleny =
Koliineationen sind reell ainliien aer Matrix =
4 -
( 0+ )
(also auech untereinander).
II. Divegte und indirekte KoliineaTionel.
Eine reelie Kollineaiion nelsst direkt, wenn stetig auf reel-
Llem Weg abs aer Tdentitat erizsugbar. Sonst indirest,
Alle ellyvtischen Kollineationen der gr&ﬁen sind airekt
B

(man lLusse den,Dreiwingel n & stetig von Null anwachsen).

1%
Ebenso slie parapolischen (nan lasse in (o-1. ) scetig & von 1

Null bis Bins EcnenJ

Die hyperbolischen Kollineationen sind dann und nur dann

direkt, wenn Ly > O In der Tat!l ISt 21_ b @ » SO K
1.

\
Kann man eine stetige Schar Vol Kollineatvionen mit denselben

i - 3 tetil nd monoton von Elns
Fixuunsten gngeben, asrel 11 stetlg una mon

1
; i
bis 1 gents Ist}.. L3 PR auch l 1 = l a I-(, 0e Ware di=-

; oL . du i 1 i 1liebag weni
rekt, S0 ware;&-i das Produkt endiien vieler Efllehug enig

von BEins agbweilchender Determinanten, also posilive
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A nelsst Involution, wean ot # E ’ Jﬁln &

Dann gllis Jede Kollineation, die zwei Punkie miteinander

vertausent, 15t eine Involution., U8le Involution bessTit

pesitzt zwel verschiedene Fixpunkte und entstent, indem man ®

bezuglich dieses Punkiepaars Jedem Punskt seinen konjuglierien

zuordnets
Bewelist
JE vertauscne P oit &, Fsei ein Fixpunkt vondZ o4 sei so
gewanlit, dass (FGPQ ) = —aﬂ@?LsuG # F). H sei das Bild von
F o

@, Dann ist (FEQE ) =1=( FEPQ)=(Fa&PQq), also
G = Hy G ist esm= Fixpunkt. Ordnet man beziglich des Punite-
caares F,G Jedem Punkt seinen Konjugierteqzu, so entsteht el
pe Polaritsat suf der Braaen, also eine Kollineatiom B, die
wegs=n H#E,BL =E eine Involution ist. B ist sber mit A ideniin
tisch, denn beide Kollineatiomen stimmen in der Abpildung
von F,G,P ubereiln.

Man hat elliptische und hygerbolische Involutionen zu
unterscheidels Die ell%&ischan sind airekt, dle hyperpoli=

schen wegen (F F P R ) = - 140 stets indirekt.
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EY. Afiine Spe zialisierung,

Es 1st 2zu untergcneiden, gb ein Fixpunkt unendlich fern

ist ( #lso notwendig reell) oder nicht. Wir beschranken uns
auf den ersten Fell, I8t X“= ¢ ale Gleichung des unendlieh
" . ' ” ! .
fernen Fispunkles, und seizt man . =x, so erhalt man bel
‘-(.n'.-

passenaer Wanl dfs Systemddie Tyren

1) (Hyperbolisch) X (Drehung)

I
)
S

2) (Perabolisch) (Iransiation)

=
n

l-i_'

-
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§ 20. - :

_Kollinearion wié Blischeln und auf Kurvel 2.0vanung.

I, Kollinestion in Buscieln.
Jedes Bischel von Hyverevensn ( Bbenen, Graden ) lasst

e _ ]
Cieneindeutig und dopueiverhaiinistreu suf eine grade Punki-

reille nwbbildeny Koliineation im Bisehel heissze demnacih Jjede
Abbiluung des Buscliels suf sich, die einer KoJlineation der
zugevrdneten Graden entspricit.

Beschranken wir uns aul Gradeubisenel in der Ebene, 80
ist das einfaciste Beispiel elner elliptiscien Kollinestion
Jeue Efiﬂuﬁé_uea.BuSGRELs um den S¢heitel. Ihr sutsurieht
namiich suf g_, elne Kollineation, die dle Kreispunkte fest—
lasst.

Besonders wichtig (z.B. in der Flachentheorie) sind

Inveiuliocnen im Gradenbiscliel. Beispiel eiliner gelliptischen

Invoiution: Abbildung jeder Graden guf ibhr Lot ( die belden
Isotropen daurch uen Sehfeitai gind die Fixy¢zraasu).
Beispiel einer hyyurboliaehan Ipvolution: Umklappung

A%% qupeh den Scheitel (aie Isotropen

aes Buscheljpuld elne i
werten vertauscit)e

pirext sind im Gracenpusechel alle und nur die Kollinea=

tionemn, die den gmlaufssinn eriialiens
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IL., HRoliineztion suf nichtausgesrteten Kurven 2,0rdnung.

Bedeutung oer Pasked'schen Graden.

P sel 1rsenaeln Punkt einer reellen niclitausgearieten
kurve Kk 2.0ranung, Koilineuliom in k heiit Jede Abbildung

cer Punkte von k suf sieh, der eine Kollipeation 1m Projek.

B¢

t.onsbuschel P entspricht ( P werde der AbLildung dabei nieht

mit unterworfen.) ILst demn Plein snuerer Punkt vom k, 80
]

entsorecien nach § @ Jeaer Koliimeaiion von K isomorphe Kollié=

nestionen in deun BuscnelnP,P?.

il A
Eine Kollineation auf k heilst reell, wenn conjugierte
Pungkte ven K konjugiertg Bildpunste Dalen,
v

Jede (reelle) HKYilineation der Ebene in sich, die k

festlakt, vermitteit offenbar eine (reelie) Koilineation auf k
]

Ist k nullteilig, so steat dgie Gruppe R der reellexn
Kollinestiongeuf k nichs iu cinfacher Bezienung zur Grupge G
dey rTeellen AKolliineationen Ger Gladens

Besitst dagesen k elnen reellen Punki, s0 ist R mit G

isomorpht Jedes Element r von R muss die Menge aiier reellen
W

i Len i Lsprichi : iner reellen
g sien liberfihren, entsprlcliy also ei
Punkte von kK in B 3 I

Kollineation in jedem Buscnel mit recilem Scheitel aul .

Nup mogen vermoge * die drei reeilen Punite von k A,B,C

' 5 sel -y Sel ein laufen—
in A',B?,C? ubergenella Es sei A ¢ A, Ferner Sei P ein

J ger Punkt von k, P sein Bild,
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Denn sind ale Bisciel A'P und A? projektiv besogen, und da

. 9 . i Fp . =

SLCh = i L 3 ) o : S, 2 bl
A A n selbst entspricint, sogar perspektive @st g die
Achse uer rerspextivitat, wuf aer sich entspreciecnde Struliien
der Buschel (A) una (A") schneiden, so muss g dureh die

Punkte (A B*,A* B) und (A C', A C) gehen,

g 150U also daie Paskal’cecne Graoe im Secnseck A B C A? Bd

una geht aucn aureh (B* C, B C* ).

Jeder Punkt (P §', @* P) &iegt wut F g. Trifft g k in F,Q, S0
sinda F,G aie (einzigen) Fixpunkte von r. Denn F ist genal
aenn Tix, wenn A F, A/F% sich entsprecihen, wenn aiso F auber
auf ke auch auf g liegl. T i3t elliptisen,parabolisch,nyper—
boiisen, Jenaciden g keimn, einen cder zwei reelle Punkte mit
K gemelin nat.
L :

Bierauf grindet sieh fulgemae Steyner'sche Konstrustion:

Io der Eoeue sSel ein Kreis k und eine Grade gmgegehen_
Auf gy sel eius Koiiineation r, dmech aie Angube A, ,B,,0,

L] / 3 ., Daun kenn man ulle reellen Fix-
> A, B ¢4 pestimut

punste Vou Ty mit dem Lingal aliein finden.

Losung: ®eli P ipgendelin punkt auf kK, nicht auf 8o « P Ag USW.

sehneide k in A usw. Dde puskelgrade von A BY G A' B CG' schne

de k in F,G, D=nn tpifft P F, PG daie Grade g, in den Fixz-

Hunxtﬂn FO,GG VOoli I‘D L]

Beweis: Durch ale pPersypektivitat von P aus ist r, einer

Koiiineation T VOR k¢ zugeoranet, sodak die Fixpunkie von »
ke

i
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yelspestliv won P oaus i Bisy :
: pEKT aus 2u den Flipunkten von r, liegen, Die

Fixpunkte von r sind naci dem Fruheren konstruiert
-

Bs laki slicl analylisch neweisen, dall ohne Hiiiskurve
& " - " - Ir
g.Urunung Jdie Fixpunkte einer Kollineetion nicht mit dem Line=

gl alleln konsiruierbar sind.

r 18t gehal daun eine INvoiution, wenn uie Verbindungs-—

linien entsprechender Punkie alle durch einen Punkt 5 gehen,

_ D S e n,
der pilelt BUl K LiSgL.
Bewels:
Ist r eine Invoiution, S0 1st P aurci aie Fimpunkte F G
bestimmi. Sei S der Pol von F G bzgle k. Dann betrachten
wir uie ebene projekiive Sgiegelullg r?* mit 8 als Zentrum und
JJ’I l

F,G als Axé, ' fuari & in sieh lber mit F,G ais Fixpunikten
und es ist (r* }Lnf.

Also induziert r! auf K gie gesuehte Invelutien r und die
r sich entsprechender Punkte von kK

paeid
 irgendein PunktVhuf k und ist

U:ruluaungsiinienyermoge
gehen durch S. Ist umgesent

s seinsPolamg so erselgt dle Spiegelulis (§,5) eine Involiution -

auf k, die die veriangte Bigenschalt hate

Man keun zeigent ISt T keine IAVOLINTLON, uE-Ky—aio—dde

<o umhillen die Verpindungelinien entsprechender LT e

nicibausgesrtete furve 2.0pdnung. (vergl,z.B. Reye L,11.Vorirag]
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§ 21

1,

Die nyperpolische Geometrie der Kbene,

I einer Ebene e gel ein Kegelschnitt Kk vom reeli
srojestiven Typ des Kreises gegeben. K sei aie Gruppe aller
reellien Kollinsationen in e, aile k in sich iberfihren.

Wir geben einige Definitionen, aie gegeniper H invari- &

ent sindd
,iigentlicher Punkt ™ = reeller Punkt im er® von k, d.h,
Punkt mit konJjuglert imaginarem Idngentenpaar an K.
L Eigentlicne Grade®™ - reelle Grade durch eigenmilichen
Punkt [~
LUntendiien ferner Punst ( B,) reeller Punkt auf k.

JAussenpunki? =~ reellier Punkt ausserhalb k, d.h., mit reel-

Lew Tengenien an K.
Es giits Die und nur iie Graden sind eigentlich, die

swei relle P papen; wlso die und nur die, deren Fol Auen—

punst 1sLe

Neben diese Licepezienungen treten Urdnunﬁabeziehungen.

Sind P § yeprschieaene ei‘gbntxiche Punkte; R, 5 die P, Wvon

P g, 8o ist siets (RyS,P,Q)> 0. Wir konnen die Relhenfolge
?

R.S so waplen, dass { R,S,P,8)> 1. 15T Q? ein welterer elgents
28 8

e von jetzt ab in diesen § stets eigentli-

/ Punkt,Grede neil
falls nichts weiter bemerkt

cher Punki, eigentliche Grade,

wirds.
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et
ST ; VieY . .
Licher Punkt m;i P @, 30 sagen wir, @ iiegt zwischen P und >

wenn guecn ca,s,@,@’}}l-

31 1 3 17 1 =~ T2
Von drel Ponkien P,@,8' einer Graden liect immer genau

einer Zwlscihen beilden andern.

Nach elner Formel 3.20 ist namllen, wenn alle vorgon-
menden Punkte verschieden sind und aul einer Graoen liegeni: 4j
(RSPQ (RS5Qe)(RSQP) =(RESPP) = 1.

R 8 scien wieder die P, von P § Q?. Dann sind alle drei Fai-
toren positiv. Weder sind alle drei > 1, noch aile < 1. Kel- p

ner ist = 1, da P ¥k @ % Q" ¢ P. Durch evil. Vertauscnung

vorn H § erreichen wir, dall zwel Faktoren grouser als eins

sind. Der Punkt aulier R §, der in diesen beiden Faktoren ge-

meinsam vorgommi, liegt zwiselen den andern. %
Myn kenn leient zelgen: Lauft ein Puuki Q7 gradlinig

stetig von P nael @, onne k zu treffen, S0 durchlauft @

alle und nur ale Punkie zwischen P und Q. Wir wapnlen znun wills

Kurlich eine positive Zehl b, aie im folgenden festbleibi

und gefinieren #€ls Abstand TPQK__ﬁie Zanl

| Q| = h[h@.{RSP@lL

wo R 8 adie 2 gui P Q sinda
per Logarithmus Lewirkb, dad die neuel Abstande, sowie

die gewthnlichen, gdaitiv fur Punkte einer Graden werdem.
g

1st namlich §° ein Punkt zwiscnen P undé §, so ist

|2 @] + |@ Q| =P @
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Bewelss: Wir wanlen dale Reihenfolge H,S so, dai (R S P @* )71,
Dann isi azueh (R S @ @) >1 n.V. und
(RSP ) = (REPQY)(RSQPQUQI>L.
buren Logeritihmieven folgt die Benauptung, weil die Vorzei-
chen das Fortlassen der Betrmgsstiriche erlauben,
Beowieriger zu beweisen, sber ebenfallis richtig, 1st dle ;
, Lreiecksumgleicnung® fur peliebige Punkte P,Q,Q"
(e gt + ler @) = |2 @ 3 1
Dic Gleichheitszeienen gilt nur, went @’ mit P oder § zusam— 3
menfalilt, oder zwischen P,Q liegt. q
Das Abitrasen vou ovrecsen wird durch denseiben S5ali

B

geregelit, wie in der gewohnlichen Meirigi 9

{5t P irgendein Punit , § cifte Grade dureh P, d>8 be-

iiepig, so gibit eS genad zwei Punkte Q4 Qg 8UL 5, SU daid
- A"-‘I

._E Q‘ll ﬂ-lil, iP Q2I|l “5:1. . F liegt akisclien Qi:'agg_.

i 5ind HyS di 1 g. So missen alle gesuchien
Bewels: Sind R,8 die P, VoL &
Punkte @ der Bedinguls cenugent

f-"——n ngt(RSPQ}

]
f
] sesnehten Arts
Also gipt es genad swei Punkte der gesuet k
(RSP Q) =e% (>1 1)
(ESPQg) = e (€11)

. P liegt zwischen Qg und @4 -
Also (R B Q, P#} = 1 S 4

3 {ESPRg)

lass I b die Win-
Entsprechend den otrecken lassen sich nul gluc |

kel durch Dog;elvarhaltniase ercldren; zwel Graden heiben
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seukrecht, weun konjugiert) zu k, Sing aligemeln g,h zwei

Graden durch P, und sind jq,jp die , Isotropen » durci P

(d.h. die nolwendig somjugiert-imaginiren Tangenten dureh P

an k), 50 wird¥%(g,n) =W bis sufs Vorzeichen und bis suf

Vielfache von | aureh die Formel erklarts

Uie gencucsre Festlegung von o< verlauft analog der Euklidischen
Winkelmessung und werde hier ibergangens Die Winkel sind addi=
tiv, dens bel passender Vorzeichenwshl giltdf{g,n) +3(h,1) =
x{g,1), weun g,h,l durech einen Punki gehen,
Die Konstruktionsmbglienkeiten von Strecgen und Winkeln

werien Ges weiteren festgelegt dureh die Kongruenzséize , die

ebental.s der eMklidischen Metrik snaiog sind. Wir missen auf
f-

Gie Ausfuhrung des Axiomatischen verzicitem,” HRQ petraciten

stuotdessen die Analogs zu uen Bewegungen und Umlegungen der

eukiidiseien Ebene, also die Strukiur der Gruppe K; 1in der

P21 pesteht K aus allen langen = und winkeltreuen Abbildungen

der elgentlichen Punkte auf sich, und aklle Kongruenzsatze

lessen sich vermittEl#B solcher Abbildungen erkiaren.

,-L;teratur:
Whnitehead: Axioms of projektive Geometry, und

Axioms of descypiptive Geometry.
ilag Geomstric.
Hilpert: Grundlagen der ) k.
F.ilein: Vorlesungen uber pichtreuklidische Geometrie,

Baldus® Nichteukliaiscle Geometrie (#ﬁﬁauneq)
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Wip haven pewlesen, aall jedaes Element k von K eine reelle

Kollineption A von k in sich erzeugt. Nun giit aber auch

dale Umkehrungs Jedes A LaBt sich in ein k einbetten und zwar

elndeutiig.

Die Eindeutigkelt ist trivial; erzeugen K, K?

b g S et s b gt : = ;
uesselbe A , 80 wird k dureh K' K punktweise fesigelassen,

F ! L [ . P .
piso ist K' K die Identitat, €a k vier Punkte allgemeiner *

Laze enthalt; also K' = K.

Wir konupen oun die Gleichung von k in der Form ansetzeni "‘

= LY

WK™ - ( xj} = 0, Hierfir scoreiben wir amalog § 3,5.692
_':::?‘-K"-,']xa:ﬂ !
T e x' = fg= 0

Denn wird k durch die Bischel I, II erzaugt,ﬂﬁ(ﬂ sind projex
tive Koordinaten, lineare Substitution der (’dr,g bedeutet Kolli-
neation }~von k¥ in sich. Aus I, Il eprgibt sich aber die Péa~—

rameterdarstellung vol ]
3 L
xT= 3

, xt o= ol
(100)

‘y = _’:?L.."S

Jede BSubstitution Naerce jergibt nun eine Substituticn By

[ 0

Lok b Kosuf X «' x) gngewsndt, ist eine lineare Trans-
by gl !

formation, ule K in sieh iperfihrt. D& & sich umkenren labBt,
- ]
ist K eine Kollineation, &lLsO die verisngtes

K €»A ist ein {somorphisnus, Wir untersucien, Was den

cinzelnen Iypen "\ entsprichte

1) \ ist eiliptiscds I,J seien gie konjugiert KOupiexen
1

pispuakie Rt K g # T 3 180 208S53 ist @ der Pol VoI By 9
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gind G 1, G J cre ( imaginaren |) Tangenten von G 2n k.

G +st edpentlicher Punkt, Da g und k in sich iibergehen, so

gueh G. Muan nennt K eine Drellung ven un @.

Sind n, L bpelleblge Graden durch G, so gibt es eine

Drehung um &, die h 1n 1 uUberfihrt. Seli namiiech H ein P
o

. . ST
auf h, L ein P euf 1, =0 gibt es ein A mit den Fixpunkten
I,J, so aall H & L. Das zupsordnete K ist die gesuchte
Drenuige

n

K ist zweideutig bestimmt, Namiieh bis euf eine Dre-

nung, die L festiabt. ISt nun LY der zweite P sul I, sa gibt
es ein)y, Ky, das L mit £? vertauscht; Ky 1st namlieh die

Spiegelung G,8. Ky fubrt das Bischel (@) in sich uber, Ist

%
= . ~ L I
27 das Bild von P vermoge K5 , 80 lht‘ G P\ \G P \unu G
liept zwischen P,R%; @ 15T der , Mittelpunki » yvou P B b
Alle Drehungen sind stetig =us der Jdentitat erzeugbar,
g

glaco Aairext.

Ist pun N hyperboiisch, SO sind die Fizpunkte I J auf

k reells Ist g,@ wie opexn definiert, so ist G AuBenpunkt

aud g eine eigentiiche Grades pie Gruppe M, Gis 1,J festlalt,

. 158 c1a ieht
lsulgﬁﬁiigﬁnmit der, 21e B restlabt. I8t A direxkt, SO spric
i i tiiche Punkte
man von einer Sehiebung ai Q= gind P § eigell

au I i > @ bewirkt Zum
f g, 80 gibt es cine SchieDulg an &, aie E 4] 5
3

on deren
Bewelis ziesihe mad (Fig.50) @ p, Gg, und pestimme v

=1#]
vier Schnittpuunkien mit k zwel, P1» Qg»
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s

Fig,.50,
da (L,Jd,P4Q1) > 0. Das gareh (I, J, P4) » (1 7 Q1) be-
stimmteA ist “ivekt una

liefert das gewinschte K.

Die Splegelung G,z ist indirekt, ladt g punktweise fest,

unda wird alis UE:{J_E‘.“JHEE um g bezeichiet.

L:Llﬁsaraboxlsch, so spricht men von Transistionen K,

Die K, die direxien 1. snfsprechen, mogen , Bewegungen ™
neiken, Wie in aer Gukliaischen BDene la@t sieh leient zei-
ceny Es gibt gesnsu eipe Bewegung, die einen Pfeil (Punkt
mit Rientung) in einen beliebigen anderen Pfeil uberfiihri,

Die Theorie der gegeniber K invariaznten Eigensehelten hellit

hyperboliscie Geometris. Wir hnaven peziglich Lage,0rdnung,

Stetigkelt und Kongruenz weitgehende Anslogie Zur spuxlidi-

cehen Gecmeirie gefunden. Demgegenuber gilt das Euklidische
Parallelen=Axiom in der nyperbolischen Geometrie nicht |

Ist pamlieh (Fig. 101) ein Punkt P und eine niecht durch

P gehende Grade g gegeben, =0 milite es nach den geuklidiscnen

: E iie ked igentli-
Axion gengu cine Grade dured P geben, dle kelinel elge
i o

i 1 ns b Wirgiichkeit gibil es aber
chen Schnittpunit mil g hate 1

die nach den unendlich Ifernen Punkten von

zwel Graden 51,82»

i i u lie
g gehen, und nun Kank stetig g1 S0 in gg lperfihren, dal 2 1

einem Aufenpunkt sehneiden. (Fig.101)

Zwischenlagesn g & 1B

1le den euklidiischen parallelen zu g analog sinde
a
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(Fig.101)

Wegen aleser Abweichung heilit die hyperbolische Geometrie t

cichleukiidisch, Ihre Entdeciung (Gaus, Bolyei, Lobatschewsw
Ky, Anfang 19.Jahrhundert) entschied die bis dahin lebhaft
umstriitene Flrage, ob das Pérailelenaxiom aus den Axiomen der
Verknuplfung, Anordnung, oletigkeit und Kongruenz beweisber
selj Wir wisssen Jjetst, dab des nieht geht, Sonst gabe es ja
£elne nyperbolische Geometrie, In ahnlicher Weise durch An—
ga=be von Beilspielen entscheidet men sllgemein die Brage der
w Wnabhanglgkeit veon Aiicmen 7,

Aus der Apweichung im Parallelismus folgen fur die hyperw

bulische Geometrie vieie welteret Zwel selen erwahbnt, die wir

spater bewelsSels
1.Die Winkelsumme im Dreieck ist stets kleiner als zwel
Hechte,
2.In der euxlidisechen Geomelrie liegen die Punkte festen
Abstands voen Ein;f @Graden auf einer Parallelen zu ihvr,
In der hyperbolischen Geometrie erfiilien sle eine Kurve
2.0rdnung, aie viele Analogie zum Kreis besitat. /T

nki gemein haben, entfernen

f- s Graden, Qie einen AUssenpu . :
o i git voneinander.Zwei Gra=—

siech nach beiden Seiten belieblg wi
den mit gemeinsamem?P ndhern sich einusuder-in R%ﬁhtﬁnglau:
ilin unbegrenzt, wahrend slie sieh 1in umgegehrier Hichiung un=-—
begrenzt voneinender entIsrneéns
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Wenn wan Lichtsiruiien ogep w5 ulnte Selie ais pnnaherad

cratdilillyg voraussetzi, ware es dencbar, durch Messung nachzus

else iaB dies g A
Welsell, dil dlese , Malerielien Graden » keilie euxlidisehe

Welrlk haben; dagegen ist es prinsipiell unmoglich, ihre

elwelge eucliaische Struxtur zu bewelsen.s @ & u § hat zsolche

optische Messungen angesteilt,
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¢ 2z,

Bollinestiovnen auf Flachen 2 0rdnung und

ngferqE;iauhe Haungeometrie,

ist 8 eine Regelschar Z2s0rdnung (d.h., eilie Schar Ere
“4cdgenuer einer nichiausgearteten Fs ); so besitzen 4 @raden
ein Doppeliverhalinis (§ 15) . Zwei Regelscharen heilien pro-
JEXLiv, weun sie umkehrbar €LO0€UTlE und doppelverhadltnistren
Bbgepllidet sdind.

oind 8, 8 die beiden Regelscharen einer Fg,F, so heist
F projekviv auf sien ebgeblicet, wenn einer von Tolgenden
Zwel Fallen edlntriitg

L. 8 ist projextiv zuf sieb abgeblldet, S ebenfalls.

II. 8§ ist projektiv auf §° bezogen, S suf S,
Du Jeder Punkt P suf F als Schrnitt ciner Erzeugenden p sus
S und eiuer Erzeugenden p'® sus S' bestimmt ist, ist eine
Projektivitdt auf F eine umkehrb;r elndeutige Punktabbildung,
Irivicierweise wird aurch jede Koilinestion des Rg, die F in
sleh iiberfihrt, eine Projektivitat auf F erzeugt.

Wie bei den Kurven Z2,0rdnung gilt such nier die Umkehpr—
rung: Zu geder Kvllinestion £ von P auf sieh Laist sieh P24
eine Hollineation & aes Ry angeben, die F in sich iiberfiinrt
und auf F £ bewirkt. Der Beweis Iolgt aus aen Formein (65)

- (68) 8. 117 - 5. 120. Durch (66) wird die eine Schar 8 be-

stimmt, dureh (87) Qie sndere S°%, Projektivitat von § in sich
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wird bewlr«l durch Kollineation in den projektiven Bisehele
Vi o e - E
roordinaten A , ke Buitsprechend fur $? urm? 50 . IS'E(F}&J.EO £ vom
] 1
Typy I, so wird f curch irgend zZwel Kollinestionen in ﬂ%,rJ
|

und (p,5) erilarts Ist £ vom Typ II, so eatsient T dureh

-

l{'.".

erielle Abbildung £, vom Typ Illg.z::"’? ,/a.;!fi’
Hpd eine Abbildung vom Typ le. In Jedem Fall werden dle vier
Eruuuxtefl? » (4§ JAT , w0 linear substituiert und zwar
umkenrbar; sSsetzt man also wie 5.1201%

L

2
]
-
=
L8

(68) r . &
y d

It
=
=2

S

so pestiumit £ eine Koiiinestion k des BRg, die dle ver—
langte Eigenschail nat.

k ist eindeutig vestinmt, denn eine Abbildung, die F
punktweise festldébt, muss die ldentitét sein und bis auf
eine solche Apbbildung ist k sieher eindeutig, Unter den Ab-
bildungen k, aie LI entsprechen, naben die von &erlPeriade
sweSiBBrlieh einfache Struktur, wie die Abblldungen der Ebe—
ne, die die Imvolutionen elnes Kegelsennitts erzeugen. I 1ist
namlieh aadurch bestimmi, dak drei srzeugende a,b,e von. 8
mit arei Arzeugenden a’,b?,e’ vou 3' vertsuscht werden, Die
Punkte A = (a,a”) B = ( by,b*) C ; (e,c?) bleiben also feste
Ligen A,B,C auf einer Graden g, =0 trufe g &,b,e; also

wire g eine Grade sus S%. Aus deuselpen Grund miilkte g zu S
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gehUren; des gehl nileht. ALso spennen A B C eine EDene e auf,
Der sSciniit & von e mit F ist nicat ausgeartet. Denn A,E,C
tiegen aui s und Kelue Seite des Drelecks A B € isd Erzeugen-;l
de von F. Bomit ist e nient Téungentialebene und der Pol € von

@ beziuglieh F liegt nient aul e.

Die perspektive Bpiegelung (e,£) ist aie

verlangte Kolilineation K.

k¥ fuhrt namiich F in sien uber (Beweis wie in der ERene)
und lakbt e, .80 s, punktweise fest,Bntweder gehem also a,b,J
und a’,b’,e? Je in sich Uber (das wdare die Ildentitat aut F,
seht &lso nicht) oder a,b,c muss in der Tat in 2?,b?%;c? iber=
gehen., [f™

Die Kuil1naat¢onen’£;ae5 Ez,aie dem Typ I entsprechen,
kenn men im alizemeinen folendermassen charakterisiereni EBS
mogen die Graden é:g aus S und £?,g* zus S' festbleiben.Dénn
pleiben sueh die Punkte Fq= (Z,1?) Gi=(gso?),Fa=(I,E"),
éé:(f',g]fest. lian erkennt gemiald Fig.36.5.1223 hisFiﬁlunﬁ

ng= Fglgsind polare Grade, besiglich F, dle vermoge k in siech

dAbergenen.« hat dann Analogien zu den Schraubungen des euxkli-—
dischen Reums.Bieibt sulier F4G4 noedl ein drivter Punkt Hqauf

hy Test, SC @ile Punkte von Dj.Anulog giner suklidischenDre=

hung um dle Achse nq.

Wir stellen nun ole Realitéatsirage. Die nuliteiligen

Flacinen sind sm schwlerigsten zu erfassen, secien daler uber—

e e e

gangen. Bel den reelien Regelildchen andererseits entsprechen

[ Der Leser prife alie Besziehung der Konstruxtion zum Paskal-
schien Satz, und bewelise pPerners Jede Koilineation die ¥ in
sien iUberfinrt, ist dureh héchstens 4 Spiegelungen vonm

ryp ( e,§) erzeugbars
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of fenbar ule reellen K einfach den reelien Substituticnen

von (/3 «) und ( ,0). Am wiehtigsuen 1at der Iyp der Rugel,

kK it Ge.n wnd nur dann reell, wenn £ die reellen Punkie

der Kugel in reelle lUberfubri.

Bewels:

Ist k reell, so het f selbstverstandliich feine Eigenschaft.
Andererseits, wenn £ alle reelien Kugelpunkte in ebensolche
abbildet, so seien irgend 5 reelle Punkte allgemeiner Lége
guf der Kuzel nerausgegriffen. Duren Angabe ihrer Bilder, die
reell sind, ist k eindeutig und zwar als reell, bestimmt.

Nun sind die Transformationen der Regelscharen 3,57 zu

charakterisieren, die reelie k ergeben, S’ Desleal aus den
zu S konjugiert komplexen Graden (vergi.S.123). Beschranken
wipr uns auf den Typ I, so ist Ifur Healitét notwendig und
hinreichend, falls g,h zwel belieblge Gradesn sus S sinda

(A) dus g ~> b folgt B —> h.

In der Tats auf g liegl nochstens gin reeiier Punkit, sonst

ware g reell; ein so.lcher Punkt liegt wirklich auf g, nam—
lieh (g,E). Offenbar muss (g,E) in (n,n) ibergehen; dle
Bedinguug (4) ist also notwendig. Sie relehi aber auch hipg,
denn aurech jeden reelien Kugelpunkt F genein konjugiert kom=—
plexe Erzeugende, vernoge (A) ist also das Bild von P reell.
Wird nun eine komplexe Kollineation g » h in 8 will-

kirlieh vorgegeben, so ist ale zugehorige Abbildung g - R

in §' eindeutig bestimmi; es blelbi zZu zeigen, dal g - 0 zu-



St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie Il - 1929

167.

gleich mit g -» 0 siletls eine KOliineation dst. In der L&t

folgl zber zus gy » hy ( i = 1,2,3,4)

{ 511321 §51E§4_} = { hl,hz,hs,h4};
aleo aueh

(;ri:;’_gsg:?,:‘—arzﬂ = {Ei,gg,%,;.*).
Alsc ist § » B eine Kollineation,

Die reelien Irensformationen Kk, die I entsprechen,
nennt man die ,hyperbolischen Bewegungen ? im Raum,Soxmit
naben wir bewiesens Die Gfuppe K der hyperbolischen Bewe-—
cungen im Reum ist iscmorph der komplezen Kollinesallionsgrup—
pe éii der Graden, Anelog wie in der Ebene Dezelchinet uman Lot
Raum als , hyPerbolische Geometrie ® alle Begriffie und Satze,
die gegeniiber K inveriant sind, Wieder betreacihiet mam &ls
eigentliche Punxte die reellien Punkte im Innern der Kugel,
d.he die mit imaginarem Tengentisliegel, Eigentiiche Graden
sing die reellen Graden duren gigentiliche Punxile.

Sind P @ swel eigentliche Punkie und R S daie (notwen-
diévgqiurehstussguuite inrer Verbindungsgraden nit uer Eu~
gel, so ist ( P @ H S ) invariant gegen K. Wieder setzt
man ‘P Qi = L \Log P g R S\ T raeL*Jhelieh“g,Iest}. Sind
g, Graden gureh P, und ist ? der Schnitt ihrer Ebene mit
der Kugel, sO iatﬁf(g,h) su definieren vermoge der hyperbo—
lischen Metrik in e beziglieh?-. Zum Begriff , Winkel
zwischen Grade und Ebepe ® kommi man vernittels des Tap-

gentialkegels in Durehstosspunit, der die Rolie des euklidai-

gchen Isotropenkegels ® splelts Iusbesonaere helldit g senk=
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recie aul e, weunn g aurch den Pol von e geht., Zweli ERenen
helfllen senkrecihlt, wenn elne durch den POl der anderen geht,

Wie in der EDene ist auch 1lm ., hyperbolisenen Raum ® die

Gruppe K gross genug, um uUas Abtragen von Streciken und
Winkel in dem Mal zu gestatien, wie man es fir Kongrueni—

fragen breauchtes
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§ =23.

bomplexe Z<nienepenef und Kreisgeomeirie in Besziehung

2ur hypervoliscien Raumgeometrie,

Siad x,? fLortesiscle Koordinaten in einer Ehbene g, S0
ist geden reellen Punkt (K?f) in e eindeutlg die komplexe
Zubl =4+ 1?, cugevrdust. Falt mgun in dieser Welse e als
Bild wller Romplexen Zahlen auf, S0 nenai manl e SHomplexe
sablenebenep M, Dapeli ergeben siell eine Reihe geometrischer
Yebertrajungen arithedbstischer Aussagen, So ist 0 P -fﬁt$;L

= |Z. Bst Pq 3 24,Pg D 25 , 50 wird der Pulkt P -9 &4 4 Zg
aurch die Vextorformel bestinmt}

P =0 Pi + O P2 -
Fuolit men nun 2 als inhomogene projektive Koordinaie auxl
der kxomplexen Grademn g auf, s0 entsuricht der Grupze G al—
ler komplexen Koullineationesa gul g elne Zu G isomorphe Ab—
bildungsgrupge E in e, die wi¢r untersuchen wollen. Um
Koo pir i i

tie Besiehungen der Zahlenebere e suryprojektiven Graden g

dmKenrbur eindeutig su machen, Bussen Wir @ einen unendliech

LA i ' o 2z zu den Ver—
fernen Punkt ( B, & 2 =00 ) zuordnen (im Gegensat

hiltnissen der projeiiiven Ebene ! ) Auch kommen nur die
punkte von e Jetzt in Betracht, die im gewohnlichel Sinn

reell siné (x,z}eelL ).

Wir veweisen: B Pihrt dlie Menge der Kreise und Graden

von @ in sich iber.
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Die Areise und aie Gracen haben in der Tait die Glei-
chungen ( iny ,}];

P

(105) a (i2+#2} + 2bt  + 2¢ 4 +4 = o
(e,bye,d reell, ;2 +b2 + ¢ 4 0)e
Setzen wir b = ie = £, so gent (108) iber in
(106) & 2z Z +42z + ?E' +/ =0

Jeues Element w - % von G nat nun die Gleichung

(137) g o= X HR |4 m $ o.
nw + 4 |2 3 |

(108) ergivt also
a(lw+m) (Lw+z) + o (Llwsm) (Aw+bR) + J (Iw+m) (nw+h)
+ A (aw+h} (E&F—rE] = O.
Durch Augmultiplikation ergibi sich wieder eine Gleichung

der Form (106)s

—_—

AwwW +Bw +Cw » D =0,
wo A,D reeli sind, und B = T zilt.

Wenn man (107) in Real- und Imeginarteil spaltet, er—
héit man K 1n reellen kartesischen Koordinaten; naturiieh
{st das EPgebnis umstdndliicher ais (107).

Men kannp nun E dureh stereographiscie Projexiigm abbilaen
aul die GPuppe K aller preellen Kollineationen einer Kugel
F in sich, die die Regelseneren nieit vertauschen,

F wernoge dle Glelchung 1!ﬁyiffaz / haben;rﬁg,fseien

dabei kartesische Reunkoordinaten, und e habe die Gleichung

t = 0, S0 dal wieder ;,3; kartesische Roordinuten in e sind.
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Wir projifieren irgendsinen Punkt P (1‘:, ?,E‘j vom Nordpol N
( 0,0,1) vou F auf e . Ist ¢ (ﬁg,ﬂ) des Bild, o wul

geltens N @ = N P.

A.J..;NJ A= "'
H A -’f
~f =4 = 7)
oder K= "1&
[ =
d 1=2
ama——
L&y = T
und fur v

(108) i = ﬁf_—;f*
Nun sei P ein reeller Punkt von F; denn gilt
i'z+ .f:E'+ ’-LL-- {f = o
ader (:".+ i{} ('ﬁ—if} - (1 +.) {1—-'3/} = O,

Die Regelscharen von F sina alsos

DAL riy) =l

(& —iy) =pml1pE)=0

)
II 3 :| —L: i) —':J‘JL .l.-—f}')
S =€) =9

Aus I una (108) fﬂLgt|==E=:=ﬁt;

7 ist plso eine inhomogene KBbr&in&téthﬁqggﬂﬁixgw der Re=

gelschar 1 von F.

Jjeder reellen Kollineation von F, die I in sich Uuber=

fiihrt, entsprieht siereographisch iu der Zallenebens e die
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gebrocnene lineare Transformation der inhomogensn Koordinate

vyon L.

Dies gibt einen neuen Beweis dafiir, aail die Gruppe B
Kreistreu ist, und lehrt Uberdies ihre Winkeltreue, Wegen der
stersographischen Beziehung e -9? genlist ez namliieh, beides
fir die reellen Kollinesationen K auf F 2zu zeigen; Das ist
aber Llerj Da K ipn den Raum erweiteri werden Kaumn, geihen die
ebenen Schnitte ven F , also die Kreise, in evensolche Uber.
Da die isotropen Erzeugenden von F in sich lbergehen,bleiben
nach der Laguerre=schen Definition auch die Winkel aul F er—
halitens

Statt auf e xenn men die komplexen Zanlen auch dureh
stereographische Projektioh auf die reellen Punkie von F be—
ziehen (, Zahlenxugel ” ). Dis hat den Vorteil, dal der auf
e fehlende Punkt z = o0 jetzt durceh einen wirklichen Punkt,
den Nordpol von F, dargestellt wirda
Men kenun pun fragen, was Ifur AbDblloungen in e den noliliine—
ationen Kl in F entsprechen, die die Regelscharen vertauw
gchen. Mé&n erhali alle Kl y Wenu man eine spezielle Transfor—
mation Kl wit ellen K zusammensetbzt. Walhlen wir nugﬂ speziell

e~
flir K die Abbildung vanﬁ*', die entstent, wenn man den Raunm
orthogonal an e spiegelt, so entsprichi dem stereograghisch
WJif & gie Imversion sm X+ ?5- 1, Jeder Abbilaung K, ent-
spricat also in { das Produikt einer Inversion und eines Ele=

ments von E, Abalégisch hat jene Inversion (X,% =) u,¥] die
7
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Gleichung .
g fhgL
5 >
J;I - '.ff‘r"u’L
Aiso Tur ;--i:;.ff- Rl

(109) 2 = =—2em
=

Die Gesamtheilt El’ die in e K4 entsprechen, hellt w Pinare
Antikollinesutionen P4 Das allgemeine Element Rat nach (109)
uis Formg

(110] Z Im |l m

Neben der Inversion ist ein besonaers ginfacher Fell von
(110)s
Z =W A=, I= - .

: z A=
Dag ist wle Umklappung ul dle AchsSe »
Men nennt die aus B und Eq erzeugie Grupge (BT )die, Kreis~
verwanatsehaften ™ 1In €. Kén kann namlich zeigeng Jede reelle
stetige Kreistreue Abbildung der Zuhlenebeue gui sieh ist in

( E*] enthnalten.

X
E ist offenbar Untergrupse von Ha
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§ 24.

Die Puinﬂa.z-é’ sche Metrik,

Wir betrachten die Untergruppe H der hyperbolischen
Bewegungen, die eine eigentliche Ebene e festlassen. Sei P
der (reelle) Schniit von ( e,F). Dann liefert H auf e die
Gru.pe B aller epsnen hyperpolischen Bewegungen und Spiege—
lungen mit ?’ als Grundkegelischnitt, Denn Jjedes b € B wird
durch elne Projectivitat 4,B,C - A',B%,C? auff—" bestimmt;
sind &, @ Dbezw, b,D DbezW. ¢,C die Erzeugenden durch A,B,C,

s gibt =5 genau ein h ( H, das aurch die Vorsehrirt

a? & a’

b e . b B?
o ’ =7

¢ o (3 3

geliefert wird (a’b%c?® usw. aie Erzeugenden durch A'B'CY).

h bewirkst ABC = .&"S'G'}; fihrt also e = €(A,B,C) = e(AY,
B*,C*) in sich uber und leistet b in e, Nun entspricht liber—
dies der Gruppe H eine isomorphe Grugpe HE yvon Kollinesti-
onen von F in sien, aie ? festlassens Die Bezlsnung B = Hy
soll geometrisch untersucht werden, Wir nehmen der Anschau-
liehkeit helber ‘@ wls Durcimesserepene an. Dann bleibi der
Pol P, von e epenfalls fest, also gent aie Gesamtheit aliex
Lote guf e in sich lber; denn sie bilden das Parallelbindel
(Byx)e Seien nun Py B, Gie Durchstolpunkte von F mit dem in
P ( e auf e errichteten Lote. Entsprechend @q,92 21 Q( e.

Bewirkc b P @, so erfolgt im ZuUgeROTiEen fpi 1,27 %8
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Die Abbaldung P ﬁﬁﬁﬁa (Orthogonalprojektigonm von e suf F)
Liefert also die gewinschte Zuordnung b = hge

Bel dleser .bbilaung geht die Menge aller eigentlichen

Punsie uber 1n die Menge miiler reellen Punxtie vorn F, Die

gigentlicnen @raden werden die reellen Kreise auf F, die

suf 7 zeankrecht stehen.

Die nyperbolischen Winkel in e werden die gleicien

guklidisecnen Winkel in F,

Zum Beweis der letzten Benauptung genligt es zu zeigent
die isotropen Erzeugenden von F sind die Bilder der Tengen-—
ten an @ in e. Sei nun g so eine Erzeugende., g treffe 3‘} in P.
Denn wird g von Paus projiziert gurch eine Ebene p, die
durch g geht una auf e senkrecnt steht; p ist dureh (P ,8 )
gindeutig bestimmt; nun hat ale Tangentialebene an F in P
die beiden Elgenschaften von pj also 1st sie p, @lso wird g
auf e projiziert in die Tungente yﬁi T}in P.

Wir projizieren nun noch F siereograpilisch von am wels

testen vonr e entfiernten Kugeipunkt N aus auf e zurick. Wir
peschranken uns aul die N abgewandte vun.fbabgesennittene
Hualbkugele Denan ist das Innere des Kreisesf>so auf siell aogew

pildet, dab die eigentliichen Graden ibergehen in die reellen

Kreise senkrecht zuja, und daB die hyperbolischen Winkel in

in gleiche suklidische uUbergellells Der Gruppe B wird die

Gruppe aller der Kreisverwandtschaften in e, die j’und das

Innere von cr in sich iberfihren, ij&-f- .



St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie Il - 1929

176.

Dis ungegebens neue Verwirkliienung der hyperbolischen
Eoene wurde von Poincare entdecit, Bie 1ist fiur die Funkii=
oneiltheorie wichilg, sowie Lur zlle Fragen uer hyperbolischen
Winkeilmessunge

Z.Be KOnnen wir Jjetzt bewelseni im elgentlichen DYrelieck
ist die Wincelsunme stets Klielner ais 2 R,

Wir bewelsen zZuerst den Hiiissatz: Ist M der Mittelpunkt
von.?, und ist Kk ein aurj? senkrechter Kreis oder eine auf
senspechie Grade (also Bild irgendeiner hyperboliscpen Gra-
den), =o gibt es nur zwei Falles
1) k ist eine Grade aurch M.
2) k ist ein Kreis und M ist ein aullerer Punkt von X.
In der Pat! Sind K,S die Schnitipunkie von X mltj?, 50 181

RML o, s5H L § oALs0 sind R M, § M die (reellen | ) Ten—

s
genten an kK von M ausj liegen R M § kodldlinear, 50O gilt Fall
1), soust Fall 2)a

Sel nun A B O irgendein Dreieck in der Eﬂiucaré'scnen Kreis—
scheibe (Seiten a,b,c). Dann lakt sien A B C so anyuerboliseh
bewesen, dali A nach M fallt, Genen dapbel B G‘ in B*C? uber,

' [ ;0 Sind :h gem Hilr at#b' c¢? Graden
a,bye In a',b?,e?, s0 =ind nach dem HilLss =%

L] _ :
durch M: a? ein Kreis mit M im Ausseren, Also net das Dreia
7
eck a',b?,c? eine kleinere eukiidische Winkelsumme &ls das
?
¢?; also hat A B C eine kleinere ny-
perbolische Winkelsumme wls 8 R. (Figz.100).

A
i il
> E@L ‘%
(Fig.100) — g : /

e S

pradilnige Dreieck M B*




-
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§ 25.

Andere nichieuklidische Geomeirien,

spesielle Relativitatstheorie,

Men# Kann die Begriffe und Sdtze, die im R, gegenluber
glien reellen Kollineationen irgendeiner FE invarient =ind,

stets in Ghnlicher Weise, wie im vorigen, =zls eine Metrik

cl

deuten und als nichteuxlidische Geometrie Dezslicinen,

In zligemeinen ergeben sich dann aper abwelchende HRea=—
iittatsverndltnisse. Wenn man namiich als Dreiungen um einen
Punkt P wie bisher die Transformatilpmsgruipe D deutet,
die Gessen Tengentislkegel 1T an die feste Fg in siech
iberfihrt, so erhalt man dann und nur denn volle Analogie
zum euxligisehen Fall, wemn I guBer P keimen reellen Punki
begitzt.Andernfaliis wird D niecht jeden reellien Stranl dureh
P in jeden anderen iberfinren kénnen, wes man doch von Dre=
hupgen verLengel moehte,z.B. in drel Dimensionen zerlegt
Jeder reelle Kegel T den Strahlenraum durei die Spitee P
in zwei Klassen, @Gie dureh D nient vertausent werden kOn-
nen:_ﬁgﬁg;g strehlen, aurch die zwel reelle Tengentialebe=
nen an T existieren und innerRre, deren Tangentislebenen

imagindr sind.

Men nennt deswegel Geometrien mit reellem L lsotropen—

kegel " nanenmal jGeometrien mit Winkelsperre®.

Nichteuxlidische geometrien im gigentlichen Binne er=—

halt man, wenn zﬁz?a FE eine punktmannigfaltigkeit M mit
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komplexem Tangentislkegel gibt. Setzen wir zusserden wie
bilsher FE als nieht susgeartet voraus, 4o heweisen Wit

FE ist entweder vom Typ
Y

i B sy
(HYy 2. (5) —(x"") =0
]

oaex
bt

(B) > (r9%=p
1
In aer Tat | Ist P ein Punkt von M, so darf die Polarhyper—
epene p (P) mit F2 Keinen reellien Punkt gemein haben, denn
sonst gédbe &5 eine redle Tongente an F2 durech P. Umgekehrts
Wegn es zu Fo eine reelle Hyperebene p gibt, die Fgy nulliei-
lig schneidet, 80 ist offenbar der Pol P von p ein Punki aus

M; Die Existenz nullteilig schneidender Hyperebenen 1st

aber nach § 14,8. 113 £f, grade dan geknipft, daf in der

A B, n '
Bornelform 2 ;ﬂfz~£,{x" = (7 die Zahl s grbker oder
T g
gleich n 1stT.
i .
Ist F_ vom Typ H, so spricht man hyperbolischer Geome-—

2
trie, bezeichnet M als die ,eigenitlichen Punkte ” und geht
analog dem fruheren vor.

Neu ist uns der Iyp B. , Elliptiscne Geometrie ”, Dann
unfaldt M alle peclilen Punkte. Die elliptische Geometrie be—
sitst daﬁﬂr grousere Einheitliehkelit als dle hyverpolische,
aber suech groBere topologiscne Sohwierigkeiten; der Begriff

a P lalit sien micht so definieren wie im euklidi=-

» LWiseche

nen und hyperbolisehen Fall. Ferner werden die Graden jetzt
se

geschlossene Kurven endlicher Lange ;3 die Ebtfernung belie-—
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blger Haumpunkte liegt unter einer endlichen Schranke, wenn
man fur lrgendein Punkiepaar ale Entfernung willkiirlich ge=
walllt, d.0. irgendeine Lénzeneinheit vorzezepen net,

Do der Kugelkreis der esusxlidischen Raumgeometrie nullsy
teilllg 1st, Kkann man ihn =ls Grundkegelsgehnitt einer gllip=
tischen Metrik in e azuffassen. Diese Meirik liefert nun,
wle aus der Léguerre’schen Winkelmessung tolgt, nicht anderes,

ale ule Lagen und Winkel der sphédrischen Trigonometrie auf

Argendelner Kugel F, Dasmit F aaf e im reellen umkehrbar

eindeutig ebgebildet sei, mub man alle Dimametralpunkitepsaa—

re zls einzelune Punkite rechnen. Deéan wird die Gruppe der Bre—
hungen von F 1in sien isomorph der elliiptischen Gruppe in

2 Dimensiomnen. Gleichzelitig treten die topologischnen Schwie=—

rig<eiten wuf, die schon § 1,8.6. erwdhnt wurden,

Aueh in menr Dimenslonen pesteht ein Z4sammenhsng
zwischen ter elliptiscinen Gruppe und den orthogonalen Irans—
formationen; vergl. den folgenden §.

yen kann die euklidiscle Geometrie (Nulltellige Fg in
ciner velilen Hypsrebene alis Grundlage der Metrik } suffassen
als Uebergangsfall zwischen H wund E, vergl., hierzu F.Klein,
Nichteuklifiisene Geometrie.

Die Raum—Zeitmessung der gpeziellen Relgtivitatstheorie
» vierdimensionalen euklidischen

unterscheidet sich von de

; : i i 1l
Geometrie dadurch, dafd im unendlich fernen RE nicht eine nu
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f;'e.
teillige aubzeic p ; ; -
& FE uszelennet wird, sondern eine Pléche vom Typ der

=tgel. Fir die eigentlichen , Weltpunkte ® P ist daher depr
isotrope Kegel T reell; men erh&it eine » CUklidische

Metrik mit Winkelsperre », pie Regelerzeugenden werden die

Lichtsiranlen duren P, die Winkelsperre schyeidet die P

enthalienden , Weltlinien " in » Taumartige ? und , zZeitarii-
c‘,ﬁ‘”-
Vergl, hierzu:

H. Miekowskis »BEUL Und Zeit »

abgedruckt in

Lorentz-Einstein-Mimkowski , das Helativitatsprinzip »

(Berliin 1920, Teubner)
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5- Eﬁi}ltEl—._r

Busehel- und Fokaltheorie der Gebilae 2.0rdnung.

§ 28.

Grundlagen.

F = 0, G = 0 seien die Gleichungen zweler reeller
versciledener Hyperflacnen Z.Urdnung im Ry, von denen Keine
den ganzZen Raum erfillt. D&nn heillt beil beliebigen,&iﬁvi 0,0
die Menge aller Hyperiluchen R.0rcnung der Form
(120) Q= LF+ mE =0

-

ﬁlnEBdsunal_

( Diese Begriffsbildung ist eine spezielle aus Qer Theorie
der , linesren Kurvesenaren ” der algebrdéschen Geomeirie).
. o - SR

Sel F = o ausgeschriepen 2~ 4, L K"=J7 , dann be-
zeichne (€ die symmetrische Ko@ffizientenmatrix (a;jy ).
BEutsurech=nd Zi fir G = 0. Das , al.gemeine Element * des

4 4 ; d':';. i

Bischels hat dann die Metrix £/ * . Nech au§eren Vor—
sussetzungen sind (g, L. reell und linear unabhénglg, also ins=

besondere niecht dle Nullmatrix.

Durch jeden Reaumpunki £ sent entweder genau ein Element

oder slle.

Beweis: 1) Liegt P nicat auf ¥ und G, 2150 0,B.d.ds F (P)

i

LB (B) + M @G(P) =o. dphe P liegt geneu auf einenm Element.
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2) Lisgt P auf F und @, also F (P) = @ (P) = o, so ist
auch £ F (B) +iuG (P) = o0 fur alie £ ) w5 GeB, alle
Blemente gehen dureh P, |

Dlie Punkte F = @ = 0 heiflen aer , Trager " des
Busenels, DUrch wlle PUnkie aulber denen aes Tragers gent al—
50 genau eln Elemeat, DUreh aen Irédger gehen alle,

Sind F' # 0, G' = ¢ verscniedene Eiesuente des Biischels,

S50 18t aieses ldentiseh mig

AN LT G? = Oa
Bewelst: Min deute die Elemente der Hatrizenﬂk,ji in elner
wiilkiirlien Tesizulegeuaen Heiheniolge als Kompomenten zwei—
er Vektorénx® (2, {fp-— in einem hBherdimensionelen Raum, Dann
entspricht Jjedes Etement des Buschels elinenm Punkt der Graocen
2w+t s ¢ 4 uuna der Sdiz besagt nur die bekannte Teisache,

dass diese (rade durch irgend zweli ihrer Punkte fesigelegt

Fin Linearer reelier Uhterrsum Ri in R, schnelde F = 0
in f =0 und G=o +% g = 0. DHnR schneidet By aas Buschel
- / P = 2
(P= o initf + wj = 0, Hieraus folgts
i * ey
¥ | ¢

weder wieder in einem

Jeder R, schueidel jeues Buschel ent

Bischel oder liegt genz in einem Eilement,

Beweiss Liegt Hy ganz in f = 0 oder in g = 0, sSo ist nichts

' ' 37 aasgin R iden
identisch, so Kann man l,, My 50 bestimmen, G&as8§ = =
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tiseh gilt 4 Bl £ = o Dunn ist R, im Element

LoT F s & = o enthaelten, Pritt Kelnedder friheren Fdlle ein,

£0 bedeutel < 4 + %0 = 0 definitionsgemal ein Biischel

Wir untersuchen nun die Konjugiertheitsbeziehungen, Es

gilt der wichtige Batgg

pind zwel Pun£ie P Q bezugiien irgend zweier verschiedener

Elemente P, G eines Buschels Konjugieri, so beziuglich aller.

Aus £ ce X .4 W ™ 4 Zﬁv;_-. £ y"‘r‘:-f—' folgt
g i i ;

e

[ P
E’ 4 /. il ) o
- g Tl i ) A :-'_;' _'(./" .

Das ist die Be€hauptung, ¥
1 =ligemeinen wird nun ein PUR&T P beziglieh E, G zZwel

; 7o = n
vopschiedenss Polarhyperebenen p,4 haben. Deren Schnitt,

K

ein R _, , bestedt also aus Punikten, cie zu P in allen
Bisechelelementend KOnJuglisrti sind, Dasg Busehel lieferi somiv

i i : auf zewliss entstent
cine Abbilaung der Punkte sul gewisse R _o « iIn R, t
pluso eine ?uuﬁtigru&eubezlehung, Gie fur die Liniengeometrie

Bedeutung het (4, Jeiraeidule Komplexe 7 bei Reffe Bde2,3 ).

Wir betrachten nun grade Punste, die won cieser Norm abwel—

chen und definiereng

P heilit Grundpunkt, wenn folgende Bedingungen gelten

1) B 1ist reell

2) es gibt eine reelle Hyperebene p, Gle nicht
durch P gelt, und deren Punkte zu P in allen
Biiscnelelementen xonjugiert sinds
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P ist hur deny Grundpunkt, wenn P (reeller) Scheitelpunkt

eines (susgeurtelen) Glements ista.

Beweisi Mindestens eln ELfment,{p, geht uureh P. In(b ist
8150 P sich selbst konjugiert; slis Grundpunkt ist P aber
in @ euch zu g (P) konjuglerty wdre P mnicht Schieitelpunkt
in { , so misste p (P) duren P gelen, enigegen der Voraus—
setzung.
Ist die Bedingung erfillt, so ist P wirclich Grundpunit,
falls einer von folgenuen Fallen zutriffut
1) P liegt nicht im Trager
2) P lisgt im Trager und ist Scneitelipunkt zweier

Elementes
in der Tety Im Fell 1) gibt es ein nicht aurech P gehendes
Elsment P = o, p (F) sel oie (notwendig reeile, pieht dureh
P gehende) polernyperebene von P ing Fe Denn sind alle Punk-
te von ﬁp znPf'iunJugiePt in F una ;nd}, also i allan Elie=
nefiten, Im Fall 2) hat gJeae nicht durech P gehende reelle
Hyperebene p die werliangte Eigenschaft, Dieser Fill ist
aber unwichtig, well dann Q&s Bilcchel nur zusgeartete Ele—
mente hale

Nicht Jedes Bischel besitzt einen Grundpunkt. &,B.span—
nen auf der Graden die Punitepauare PQ, PR ein Biischel
ahe Grundpunkt guf; das Buschel besitzt pimlieh als susge—
srtetes Element mur den Eagpelpunkt P, und P ist nur sich

selbst in ellen Elementen Konjugiertes
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Definitiond  Bin Buscnel 1t reguldr, wenn es ein reeiles

gelerisabes pelersiunpgiex besitat. Dieses heifit dand Grund—
gamLlex deg Buschels.
AlLle Ecrel ues Grundsimplex sind Grundpunste,

Beiz.lels In der BUgpe gselgn vigr

44

reslle oder gaarwelse
dubguglerl Homnplexe Punkte A,B8,C,D geseben, von denen nieht
orel sul einer Grauen liegen, Bs seli gesetzts: (AB,CD) = P,
(AC,BL) = @, (AD,BC) = H, Denn izt P § R ein reelles Dreli-
ecs, Die (reeilen ouer onjuglert somplexen) Gradsupasre
(AB,CU) una (AC,BL) =.nd reelle KecelsSCOnlTTE; Cb zel das

von ihnen sufgesyennte Bluschel, Ddnmyl bDestelt {P gus ailen

)

fegel ecnnitten dureh 4,B,C,D, und ;P ist regular mit P Q R

als Granadreliecik.

I dey Tut | Jedes Biement VoR $‘ zeno aureh A,B,C,D, de aie

venpten Gradenpasre s tula I=t ﬁ irzend eln von

A.B.C.D versehiedener PUNKT ipcend eines Kegelschnitis F,
LAt | = = i =

,G,D gent, S0 1DT 83 durci ﬁr auch ein Ele—

[

aer aureh A,

identis ' ie in cen I
nent F° :uftr . F,F' sinu igentisch, well 81

iberel i on denen nicht vier sul
Punsten A,B,C,D,B uberelnsTimmen, VoY

iner Gimden liegeis P ¥ B esind samtiich Spheitelpunkte je
elne

i v &) e - i 1igw
eines Elements _(AD,BG} 15t auech ein Eiement l und

gen niecht 4im fhager; 2180 grundpunkte, EB 15T P in (AB,CD)
=) A Fl ]

und in (AC,BD) siso in allenm Biementen, denn P ist Scheivel
?

von (AB,CD) und Q S¢heitel von (AC,BD). Ebensc PVR, QuR in

ailen Blementens
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§ 27

Die Bakularglelichung,

Wir dricken die Eligenschaft der GrundpuniKie jetst
analytiseh suse £ ‘Z#. G-sei die Mairix des Buschelelements,
in dem der Grundpunkt C St¢heitelpunkt ist, Dann mul nach

5.107 geltens

I"::L‘?-.'+L.r]ﬁﬂu.

0
Dies hompgene Sysitem in é ist gensu dann piehttrivial los—
par, wenn £ , 4« SO bestimmt sind, aab

(120) | 202 #u .H/ - o,
Dies igt eine homogene Gielichung (n+ L ) ten Grades in
Ly Sie ist der charekteristischen Gleichung | ;'}E.—,fiﬁ =y
(S.144). analogy allgemeiner ais diese, insofernf durch bl

o " “w
epsetzt wied ist, sndererseiis spezielier, weil ey -detat

i i . Geundpunkt liefert (120)
gymnmetrisciie Matrigen sind, Binel G SuUnK

nuy, wWenn < w-Paell Sille
Iot das Buschel regular, =0 werden ule Vi, - Diagonal—

matrigen, falls man aas Grundsinplex zuml Koorainatensimpliex
N .?-, £ =

: ise] Lied : us den
macht; Gas Verschwinden der cemiscnten Glieaer folgt a
¥

ana i die
KanJugiertheitsb321euungen (5.110). Wie anaert sieh nun

o 3 = Koordinstensystens ?
o i iner B peli Wechsel ues
Matrix slne 5 O
. = Lt AL
a2 e = K= Prd folgts
Aus ¢

¥ o L g, ¥y 0.p  Die MuLTLX (Z,;¢) = (& wird also
cffqi";'{ﬁr /7 ? ﬁ? " _)
£ 0 P& e R K

\
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o tr 1 45 el =L -
Setzl men p =@, 50 wird nach den Regeln der Matrizenmul—

tiplikutions

(121) X = )Zr'," Ay

Wir hutten friher (85.143) zwel Mutrizen  dguivalent

nli : : Y,
(, annlicn ® ) genannt, wenn eine Helation der Form'g“‘“ -‘?L

bestehts JebLzit huben wir den neuen Aeguivalenzbegriiif

, 4 ;
5 i ) i . . : .
- - ‘;- Beide Begriffe stimmen genau dann uberein,

fells F *F , oder P/ ’ff gilte In diesem Fall neilt iﬁ

ortiogclal.

Oprthogonal sind aie und nur die Kaxlineatianenf%, die
sh 2
é':'éé-lfﬂi ungeandert lassens I der Iat I Die gunadrati-
sche Farmgh&.t alg Matrix die ElnhEitﬁm&tI‘in. Vermnoge }&
geht f[ iber in f"{ =¥ ¥ £omt }" ; aliso in sieh genau
J N
o,
dann, wenns p =% .

Es gilt nun daer wicntige S4tzi

T. Men kann Jjede reelie quadretische Form dureh reelle

orthogonale Transformation vol gemigehten Gliedern befreiél.

(Huuptacn&entrausrarmation dger quadratischen Formnen).
Dieser Satz ist 1n folgenden entihaltens

1I. Jedes Buschel ist regulér, das ein nulliteiliiges Eiement

enthalt.

I folgt in der rut aus LIL. D€nn ist 5%&1& gegebene Form,

bvu b & ulltei=
so Lst das Buschel a,zr«lg nach I1 regular, ﬁaf; n e

lig ist %‘ sei eine Kollineationm, die des Grundsimplex des
-



F
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Buschels zum Koordinstensimplex macht, dis alsodf von ge-
misehten Gliedern berrait.f geht vermﬁge?’ in eine Diago-
nalmateis };L uber, die nech dem Tragheitsgesetsz nur positive
Kuoolfizientan hat, Durcmﬁpassenue Wahl des Einneitspunkts

w'lT'LL!‘? mit bL igentiseh, d.*, / f'mz't.f in sich lber, d.he

/
/ 18t orthogonal.

Wir beweisen nun II.
Durch passende KPordinatenwanl KOnnen wir dem nuilliteiligen
Element die Eluhein.ﬁmabrixf Zu-tieigen, Lst :}Zﬁie Matrix el=
nes weiteren Elements, so werden die susgearteten Elemente
bestimmt durcn die Glelichung

(122) |~ 4 rflf =

Man nennt (122) eine Sakulargleichung; das ist slisc die

cherakteristiscihe Gleichung einer symmetriscien Matrix.,Wir

bewelisens Sakulargieichungen besitzen nur reeile WurZeln.

ist / eine Wurzel von (122), so Kann man (¥<) so be-

i A
w iy . —r * -
Fernepr gilt danni é'k.-xf“sé £ y A€nn o=l B

=L

o o i
e & P d P £ L™
stimmen, dal 2 ( Gy AL . JA — Guerg Lot X °
=

]

Also

Z; (__'_J‘:, i._ I#_A = L’ t_/“' F‘
. i — g bt
Nun ist Z: :.(-‘-Lu = 2_': A ﬁ)f., 7@ weil nieht alle X< ver=

¢ ist reell.

=

senwinden, Also £ 3£ d.h,
Ist pun - irgendeint notwendig redle, Wurzel von (122)

umig der ZuUEehorige, notwendig reelie Losungsvektor von

U}z-},’f ]t = 0, 50 ist g‘ Grundpunkt; rlannfv liegt nicht
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im Irdager des Bluscuels, da?p gls reeller Punkt dem null-
2

teiligen BElement nicht angehdrte. Anf der Greden ist damit

unser S8t% Dereiis bewiesen; denn dort ist uie Existenz

eines Grundpunkis mii der eines Grundsimplex, d.h. eines

Grundpunktepsares adgnivalent, Der S&tz sei nun bis nn@’

bewliesen, p sei die zum Grundpunkt ?-gehérige gemeinsa: €
)

Polarhyperebene, D schuneidei das nullieilige Elementﬁfwie-
7

der in einem nullteiligen GEbilae # . Im dbrigen sind nur

zwel Palle moglichs
1) p liegt ganz in einenm Element .
2) p schneidet das BUschel in einew Buscnel«ﬁ:.
Im ersten Fall bestimmen wir ein Polarsimplex s 1im P
beziiglich 2. Daun ist s auch Polaprsimplex bezlglich 42 « Also
ist in Ry (ﬁ"ﬁl ein Grupdsimplex im Buschel, Im Zweiten
;

Fall trifft auf das Buschel {r 4ie Induktionsvoraussetzung zu,
dernn ffaﬁthult dss nullteilige Element A . Also existiert ein
Grundsimplex 8 vun.fy unda (f , ) ist wieder Grunasimplex
des Biuschel im By =

Wir nehmen nun das Grundsimplex zum Koordinatensimplex

und legen aen Einheitspunkt wieder s0, dall das nullteilige

Element die Eipheitsmatrix erpialte Dann erscheint das Buschel

in Ger Gestalt

| Wi {_"' AF.A —

17
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Dis susgearteten Blemente erhbalt uan orfenbar fur & =4 .
L.
_ r
desiald 18T JOoigelae F**.Li.unt.u}.‘uciwu‘.';'.n,_; Wic4atigl

1) slle &, sina verschieden,

0

2) unter den Ry Kommen gleiche vor,
ad 1) £ = a2 ( i=m 1 w!ﬂ#ﬂ liefert n + 1 verscliieden ausges
prtete Blemente, D& immer nur ein Koeffizient versciiwindeti,
erniedrigt sich der Rang bei Jjeuew zusgeartieten Element nur &
um eins, d.4. der Stheitel ist stets nur ein Puukt, Es giet

iberhaupt /slso nur n + 4 Grundpurkte; des Grunasimplex ISt

ginceutisg pestimmt.

23 ) OeBedeAs nehmen wil &0 84 = &ge Pamn erniedrigt sich
der Reng des Bhkements ( = gy uUm mindesicns zwel. Es sibt Boems
stens 1n =zusgeariete Elenmente,.

Des @Grundsimplex istT in diesen Feil nieht sindeutig De—

stimmt; namlieh sicher nur bis suf cuie Koliineatiom &3

. . o B ‘_;__ %
£ e ‘cs at ooty K == P e A= L Ny { Lsz
: )& (%) in sich uber
£ ist orthogonel, denn K finrt (7)) +
T g f =
wnd lait i W x‘F; ungeandsrt; 2180 unrt &€ (X)) =+
-8 5 ki 2 }A in sieh iber, d.h. K isT crihogonel. We=

gen u, = 89 funrt K aber such (123) in sich UDer, transiole
niert a.so das Grundsimplex in ein Grundsizpliex, (K ist na=
tirlieh nicht immer die sllgemeinste Kollinestion disser Art,

] e Gieiehheiten Z¥iscield
sondern nur wenl gsulier gq = a2 xeine G

den af vorsoummen,)
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men diese Graden ein kartesisches dcarulna:ensyatem.f, 7

in des k ( nienteusgesrtet vorausgesetzt) elne Gleichung der

Fora i T 7
i £ e E A=
¥ l'k - L_
; _ ! 2 ge: ... fE - il
pder, Wenn man - = Ll . 1 setzt, und annimmt,
-fr LI-
dad ¥ nieht nullteilig ist
o ot o
(124) G- =
F == AL
1 b

o 220
Vorzelichenvyertauscdung 1n§:, ? d.h, Spiecelung ®i% deR Ach—
-

sen, fihrt a 1n sich uber, unc Ga§ sind die einzigen ortho—

gonelen fransformationen wvom Kk in si0he

2. Ebene.

a) (123) liefert fur Kegelsennittblschel =it sipem hull-

teiligen E+ement

A AE S ‘-Z-z. o L‘_i:f
(135) (272 ) (A7) 2 H Gy =L) L RS H{Ag~L )R

)

ind elle @&, verscliieash, 3O snthdalt (125) drei Graasnplaare, |

jeren Scheitelpunkts ¢ls Grundpunkte nieht im Trager liegen

Konnen. Sind also I8 zwei dieser Paare, so haben f,g bier
& {;r.-f.:ﬁ-r-'- . L [

Schpnittpunkte, well xeine Grade Ges—enaerss Pasres durel den

Scheitelpunkt des snderen gehi. Von dlesen vier Punkten

A,B,C,D liegen nient drei aul elner Gradens Sie sind samta

? 3
lieh Tragerpunsie ( da zweld E+emente pindurchgenen); 2180

kann es keinen welteren Tragerpunkt geben, weil zwel verschie
5 i

dene Kegelschnitie picht mehr als vier Punkte allgemeiner La-

ge gemein haben. D2 die Punkte such asuf dem nullteiligen Ele=
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ment liegen, ist keiner reeli. D& mit jedenm Trigerpunkt
auch der Zonjugiert Komplexe ein Tragerpunit ist, miissen
ABCTD paarwsise Konjugiert komplex seine Btwa € = E;

D = B. Dés Buschel nat slso den TyP, der am Schiuf von
¥ 86 vehandelt wurde,
Sing dugegen in (125) twel. ay gleich, etws &g = ag , S0

Kann niecht aueh noeh ., =&, sein, sonst ware (125) kein

. 7
Buscnel, sondern enthieite nur den Kegelsehnitt Z )% o,
Denn liefert £ = 8, die Uoppelgrade (x'jlé' = 0o und < = ag
liefert das Grudenpasar (A'Jd + (1) = o, Der Triger be—
steht ulso (ver;leFig.150 ) =us zwei konjugiert komplexen
Punkten A A auf X Sm 0

Fiz.150. P, der Scheitel von y7 <4 (2.
- /

ist zu miien Punkten vom X°= o

konjugiert in {,(’}2' + {,_-*‘-’)*".- C
als Seheitel una in X% o, weil
alle Punkte der Douppelsrade Seheid

telpunkte auf inr sindj also kon=

Jugiert in allen Elementen von#y
J 4. il sdle vathhacysyeardedo Hocsaridsd
i (125) ist P Pol von A Ae Da
diese Punkte Irégerpunkte sind, missen P A, P A Tangenten an
alle ElLemente sein, mit A A zls Berihrungspunkten, Sind

@, R irgendwelche reellen zu A A harmonisehe Punkte von A I,

go ist P @ R ein Grunddreieck des Buschels 125; es gibt also
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" Grunddreiecke (Fig.150).

p) Wir wenden a) en wul daie unendlicn gerae Ebene e des

iy

eiklicischen Eu,uma.':, mit dem Kbgelkreis Ko Sei }f;" dep

sennttt einer nicitausgearteten Mittelpunkisflache F zwei=
Bt

ter Uranung mit em P = Pa/’ 9, R, ein Grunddreieck vol
£ f + By =0 » Dunn bilden  Foutt < PO - 9N mit M, dem Mittel=

punkt von F,eln Polarteiragder. Dé iberaies By, Q. R. 20 K

/ o

sonjuglert liegem, sind M Fu , MQ,, ¥ Bg paarwelse Ortio=
|

gonal, bestimmen ulso ein kartesisches Raumkoordinatensy—
atem’i, ?,T. In inm erhalt F die @leichung (Hauptacnsen=

tpansformation der Mittelpunktsilacihen g.0rdnung) 3

. z
L ?i"" +£JT ¢ 4y = o oder

—
-

&

(126) : o2 12 4
+
= o

4 ot ™

Wie in a) haben wir «wei Falle zu anterscheideny

i T
t+

1) 84,88:%3 sind versciieden
2) a4 = 82 f' 8g e
(Fitr ay = 8g = &3 entstent in e, &ein Bischel ung Fist

denn eine Kugel; X4 18t L5 ¢)

Tm ersten Fell spricht man VoD dreiachsigen Mitlelpunktis-

i

flacnen, im zwaiten von RogpationsflacOen. im ersten Fell sind

] G1g ik guptachsen
pach 2) Py s ¥ o 2 R elndeutls, also such die Heup

B ,B_ wie in 4) die Tragerpunxie

von F. Seien mun Agihg 3 Fo 3700

: Lrg : ene durch die
von 4 Kgo -i-/t(, £ oo = Co Sei e irgendeine reelie Eb

reelile Grade A, Iﬁa. e schneide F in Ke k geit dureh
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A A , Und des

01 Boo sind die Kreispunkte von e, Algso ist k

ein Arels oder ein Gradenpoare Do P Mittel unkisflacine ist,
wird F nicht von e, berihrt, Also liegt die Grade A Tm T okt
genz in P ound durch diese Grade gehen gensu zwel Tangenti~
alepenen an Fe ISt € von diesen beiden versgchieden und De=
sit#t einen reellem Sehnittpunkt mit F, so ist k sicher im
Kreis; entsprechendes gilt aucn Iur ale Bbenen durch B__ iﬂ” .

Wir haben damit bewiesent

Auf jeder dreiscinsigen Mittelpunktsflache 2.0rdnung liegen

sweli Scharen paralieler Krelces

15t nun F Rotationsflache, SO net nach a) L, nur

zwel konjugliert KompleXe Sennitlpungte Ao-* AGU mit K e Hur
ai= Bbenegdureil €, = A > A sc¢hneiden in Kreisen. Von
demn Grunddreiecsk Haﬁ,apﬂ,ﬂvd (Fig.150) ist nup P__ eindeutlg

R konnen auf e_ der Polaren vol E s laufena

bestimmt, § . foe

Dus bedeutels Die Rotationsflachen F Dbesitzen Drehungen

in sieh um eine bestimmle Achse ( M Poa) und besitzen eine
Se¢har para.ieler Kreise senkrecht zu dieser Achse, Die Exi=
etenz der Drehungei und der , Breitenikreise » jst natiirlich

leicht direkt aus (128) abzulesen; dagegen lehrt uns die pro=

Jektive Betrachiung, aal e5 ceine saderen Drenungen und keine

anderen Kreise smuf F gibt, falis F keine Kugel ist. EPen=

so lenpt die projekvive Theories Ist F dreiachsig, s0 sind

die Vorzeichenvertauschungen von g, ?’ f in (126) die einzi=
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gen orthogonanlen Iransformationen von F in sich,

Mit einlgen Zusatzbelrachiungen kann wan eins ansloge
Fellfunterscheldung eueh fur Paraboloide, Kegel und Zylinder
durchfihren, Wir untersuchen im Folgenden nur die Kegel;

c) DMetrig der Kegel 2, Urdanung,

Sel M der Scheitelpinst des reellen Kegels F, und £__

gelin Sehnitt mitv %ﬁ ®

|
Lest man das kartesische System wie in p) fest, so er=

nalt F eine Greilchung der Form
ey £ 4 22 - e
4 = &t
Men erkennt leicht, dass (127) niedi zu speziell ist.

Die Koordinatenebenen sind wieaer Symmetrieebenen des
Kegels, 1u Fall a 4 b sind die Spiegeiungen an ihnen die
einzigen orthogonalen pransformationen von F in sichs £,
sehneidet aann k. wisder vierpunktig und es existieren zwel
Senapen paralleler Krelse guf F. In Fall 8 = 0 heidt F Hote=
tionskegel und gestattet Drenungen um ﬂlﬂﬁf —Achse. Die Ebe-

Kreisela
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Fokalthneorie der Kurven 2,0ranung,

I. Dualisierung des Buschelbegrifis,

Ist F (I*

F(u

erteten ?2 dur, falls F (X fee iy “'f]

grtete Fﬁ ist.

n = "
-4™"™) eine guadratische Porm und sind
“,,s Hyperel 90rd] '
. s Hyperebenenkoordinaten im Rp, S0 stellt ¥

«,,) = o die Tangentialhyperebenen einer nichizusge-

—
_—

Al lgemein wollen wir analog § 8 und § 15,11

die Hyperebenen, die siner Gieichung vom Iyp F Lﬁr.haﬂqi_ﬂ

i

gEﬂugHR,EiﬂﬁBdﬁﬁEL 2,Uranung nennen.

Wir

deli Z.0rdnunge

g s

hetracnten nun das von den persmetern /, Labhangige Bun-

™

r{ %) +r ) -1.)..&;"'

R

Die Gesumthe;;;p neile , Schar » yon Hyperflachen 2.0rdnung”.

gie ist cual zZul Biischelbegriffs ALSO gilt:

Jede Hyperebene

reruhrt entweaer eine oder pile Flachen der Schar., Ebenso

gelten duale Analog@ zu dem gatsz,

dem lineared nterraum E.,.f

ten wird,

stimmt die Sehar

Ry.g eine Schar vol Hyﬁerebenenpauran,

berinren; O0der sllie

Flaches

Dabei ist aber wie in

ammrwmnﬂﬁg

Anstelle der grundpunkt

dal jedes Biischel von Je=
wieder in einem Bisechel geschnit=

apnz in elnen Element liegte.Z.B.DE=

in Jjedem Eyperebenenbﬁschel durch einen

die je eine Flache P

ELenen des Biischels perinren dieselbe

e treten Grundhyperahunan.

§ 8 und § 15,11 zu peachten, dal die

& o eine nichtausge=

L

s
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ausggearieten Hyperebenenbindel 2,0rdnung nicnt die Tangenti=

alhyperepenen der auszeariesten Hyperflachen 2.0rdaung sind,

sohdern andere Eebllde,

Wir wenden diege Begrilfe nun auf die Graden in der

Ebene ana

11, Fogaltheorie der Kurven 2,0rdaung.

Nach S. 84 werdsn in Xartesischen Linienkoordinaten

&
. . i - :
die isotrupen Graden auren 7 = 4%4 45 mo dargestellit.Se:

nun F = o die Gieichung elner Hyperp@l oder Ellipse in Linie
koordinasten. Wir betrachten die Schar

(180) F -< G = o.
Neen § 28 kann men F = © 1n Punktkocordinaten euf die Form

bringen

'x‘;.'.ﬁzl_‘:."—l:ﬂ.
1{;(:

g

Also in Liniensoordinaten naci S.661

E.llg, +'Du2...u2 = O
i 2 3

Die Schar (180) ernalt also die Form
&l 3 2 I~ 2
(181) (& =2£) uy o+ (b =<) uZ e =@

Men nennt diese Schap dle zi F = o konfokalen Kurven 2.,0rd=

{ di ‘ i rdinaten die Glei=
nung. Nach 5.86 hei die SChar in Punktkoo

chung

= s i,
(482) a-2 4

Die susgesrteten Blemente konnen Bischelpaare sein oder
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poppelbusciels Im Fell (181) erhalt man sie ( ebgesehen

2]

yon = } fir L= & und /s = b, Nimmt man a>Db > o am, S0 |

nt

{st £ = & €1l nulltellizes Biuscnelpaal, vihfend Zs b ein

Biischelpear mib reellsd Tragerpunsten By,Fg lisfert, Fy,Fg

npeilien 4ie Brennpunsie vou ¥ = 0, lhre Gleichung ist

(a=0) u? - u% = o oder fur f£:E1u €:

(¢uq —-ug) ( €ug + uz) = O

P, oo nepen &lso die kartesischen Punktkoordinaten X = * €,
ye =

ﬁ:- 0. M2n xann Fg, Fq such synthetisch definieren, Sind

£ 4,

‘%E jie peiden isotropen Tengenten sn F = O durch den
R
einen Kreispunki I, so sind 'ti-" tz die isotropen Tangenten
T + I“. > =
an F = 0, Qurch aen anderen Krelspunkt f"“i,z“l,ﬁ sind
{
vier GPaden, die F=0 unt Geo gemein haben; i€ sind aisc

gie (pearwels konjugiert imaginaren) fragergraden der Sehar

(120); duel zu aex yier Tragerpunkien e1nes preguliren

Bischels von Rurvel 2.0rdnung. bie gussearteten Buschels=
glemente Wereh die ?vrniLuunasgradengaare der TragerpUniics
—_ o Za - o
Die susgeesrteien Scnereliemente =inga 2ls0 Qi@ Seanittpunkse™
= e ——
BRI o L
paare Oer fragergradels Reell unver 1knen sind s

und {tiﬁtﬁl' pas missen Fq Fo sgin; wie auch Leicht dupch =

Rechnung 2u bestatigens D€ grermpunkie sing slsc aie Schnik-

; : ]
punkte kon Juglert gomplexe? is0Trapelr Tengenlel. §ie liegend -

dghey im lnnern depr K4rvee Wir wollen ass Bischeipasl durch

?1;?3 mit H=0 peze ichnels
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Wir petrscnten nun ¢uas Gradenbischel (P) durch einen
reelien Punkt P. P sei von F,,Fg versciledell. Dunn Eendrt
PF #2u @ = o und nieht zu Heo, dagegen P F, Zu H=o0 und nicht
7u G=0. Also gehoren nlent wile Greven (2) zum =elben Ble—
hente (180) bestimmt slso eine Scener von Gradenpaaren in P
Disse Sthar ist regular, du s1e das pullteilige Element
(2 I, P J) enthélt. Also glpt es qurcn P zwei reelle susge—
artete Gradenpuare, d.l. ZWel foupeizahlende reelle Graden
1,m, die zu allen anderen Paaren hermonisen liegeni insbe-—

sorfere zu cen isotropen-( P I, P J)e Also ist 1 A n. Ist

hq,hg v endein Tangentenpsar von P an ein Scharelement,

so nelbieren 1,m Wingel und Nepenwinkel von hgq,hg, Wegen

(1L,myhq,0g) = = 1 und 1 -L .

Ist b » h% éin weiteres Tangentenpesr aurch P, so Ioigt

darauéé{ nl,hi ) -%}(nz,né ) be. passencer Bezelchnung.
Auzgesrtel ist el Tungentenpaar daren P an ein Schar—

eiementip = 0 gensu Gann, wenn ¢}durch P genht, Also giliz

Durch gecen reellen Punkt P, guller den Bremnpunkten,

genen zwel Kezelsconitie der konfoialen Schar; sie schneiden

sieh in P senkrecht, Die Tapngenien l,m diesel Kegelschnitte

in P halbieren Winkel und Neuvenvwinkel slier langentenpeare

durch P an die niecht dqurch P gehenden Kegelschniite der Schar

Die , Brennstrahlen » P B, P Fg sind nun ein solehes

Tangentenoaar. Namlieh an H=0, Somit giltl Ist P ein Punkt
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sines Kegelschnitts F=0 mit den Breannpunkten Fq, Fg und 1ist

e
I die Tdengente in P en F=o, so nalbiert 1 entweder den Win-
kel oder den Nebenwinkel der Brennsirailen £, g = P.Fy ge
H 3
=
Aus Stetigkeitsgrunden mub fur alle Punkte von F = o
r

zugleich eine der Alternaiiven gellell. Nun besitzen die Hyper-
peln zwel Punkte der Strecke Fl F2 s wanrend die Eliipsen

diese Strecke nur suf inrer Veérlangerung ireifen.Daraus folgty

Die Hyperveltengentes helibiert den Wingel der Brennstrehlen,

B

iie Ellipsentangente den Ne¥benwinkel. Hieraus folgty

1
Von den belden Keégelschnitten eines Konfokulsystems, aie

2
dureh Jjeuesn Punkt P cer Epene genen, ist steils der eine eine

2
Ellipse, der wznaere eine Hyperb@ls. Dabei 1st die Etrecles

i

Fq Fg als Bllipse, deren beide Veriangerungen gis elincHyper=
b€l sufzufassens. AbbDlldungeld gonfokeler Brlipsen und Hyper=
p@l¢n finden sich 2.Bs 1B Reye I, 15.Vorirage 1

Aus diesen WinkelelgenschaIten foligen die bekanntien
FadenkounstrukKiionen der Ex;iése und Hyperb@l, die auf den
$atszer perulien: bei der Eillipse, Delve Hy erp@l ist die Summe
bezZie. Glie Differenz der Brennstrullen zonsitantla

Um diese Satze Zu bewelsen, geniugt es pffenbar Zu zZeli—
gen, dad Jjene Groben stetiondr sind beil Fortschreiten ldangs
der Ellipsen. LeaWs Hyserb@liengenlee Der Beweis Lieriur wer-
de fir den Fell der Elilpse durchgefihri. Sel 1 die Tangente

i{m Punkt P, @ ein lasufender pungt auf 1, F ., Fg die Brenn—
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punste. Wir beliguptleng 8 = FiQ + FE § hat an der Stelle

g = P ein Minimum (Ubrigens Keln weiteres). Wir spiegeln Fg %
orthogonal 4an é; G sei der Spiegeipunkte Dann ist @ Fg = Q G,
gleso 8 = F4 @ + @ G. Dieser Streckenzug lslt aber am kurze- |

sten, wenn er keinen Knick hat, wenn &liso § mit F, G auf einel

Gracen liegt, d.h.g(@ Fqy 1) -41 Q Gg, 1) =4Q Fg ,1 ) .

Dus ist aber grade fur @ = P erfullt (Fig.200).

(Fig.200) It aneloger Welse folgt aus &._eni
is.
Winkeleigeuschalten die Kil-
struktion von Graves (Fig.201)
. ; Ein geschlossener Faden, der
=l langer ist als eilne gegebene
A by
4-Pe a ] Nt
/ ¥ Eliipse g , werde um g pgelegt
- <
and in P strarffgezogen. Dinn ba1

T L_ schreibt P eine zu g konfokals

EllLipse g'.
Der Beweis folgt aus der Wingelglelchheitd = ¢ in Fig,201;
Ggie zenane DUrchfihrung g=hi am sinfacnsten mit Hilfe von
Differsntiationen.
(Fig.201) Weitere Breunpunitseigenscheften

sina abgeleitet bei Reye,Bd.l1

|
{
Jin den Voriragen , Brennpunkte |

der Kegelschnitte ™ und " kon=
fokale Kegelsehnitte ™ (14.,15.

g Vortrag).
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Dort wird suel die Perabel bDehandeli, die hilier uusge-=

sehlossen war. Ferner werden wort ale Leitlinien,d.h, die

Puleren der Breuupunkte, untersucht, die ebenfalls viele

metrisclie Blgenscnulften habena

III. Fokeltheorie auf der Kugel und xonfoxale
Kegel Z.0rdnunge.

Noch einfsecher alsg in der suxlidisensn Geomeirie ge-—
ctultet sien die Fokszitheorie der Kurven 2.0rdnung in der
elliptischen Geomelrie. Dus absolute Gebilde ist nullteilige
Ist G=0 seine Gieichung in Lénienkoorainaten una ist F=0
die Ghleichung irgendeines Buschels 2,0rdnung in Linienkoordie
neten, so ist die Sthar F =7 @ = o sieis regular. Sie be-—
sitzt im allgemeinen Vvier paarvelse konjugiert kompleXe T G-
gergraden, die zwel resile gchnittpunkte, " Brennpunite ",
Bectimmen. Nér im Fel, gleicher Bigenwerte fallen die Irager—
gradey zu zwel doppeltzaillenden Zusanmnen und F=0 wirda dani '
cin Kreis der elliptischen leirik; die Brennpunsie fallen
zuspmen in den Kreismittelipunkt.

Tst Fmo kein Kreis, 50 ist die Fokaltheorie der eukli-
dischen ganz analog. Durch Jjeden Punkt auller den Brennpunlis=
ten gehen zwel Kegelscnnitte der Sehar,sie durchschneiden
sieh dort senkrecht ( im Sinne der elliptischen Metrik) und
halbieren Winkel und Nepenwinkel der Brennstrahlen, scwie

alle Tangentenpsare an die anderen Senerelenente.
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Wie In § 28 erdriert, hat die unendlich ferne Ebsne €,
des euklidischen Ruums elliptische Geometrie; indem wir von
elnem endlichen reellen Reumpunkt P aus eine kKonfokale Schar

in e . projizieren, ernalten wirp eine Sehar konfokaler Kegel

mit der Spitze P, Sie ist die Gesamtheit aller Kegel 2.0rd-
nung duren P, die 4 puarweisge “onjuglert xomplexe isotrope
Tungentialebenen naben (namlieh dieu srojizierenden Ebenen der
Iragergraden der Schur in e, )s Die Kegelschar besitzt ein
rechitwinkliges Symmetrlie-Dreieex durch P, (entsorechend dem
Grunddreieck Ln €, )y sowie in einer den Symmetrieebenen zwei
Fokallinien, déﬁ reellen Schnitigraden konjugiert ronplexer
Iragerebenen,

Schneldel man die §Char dureh eine Kugel um P, so ent-
spgreciien die eliiptiscnen Langen und Winkel den Lanzen und
Winkeln der spgharischen TYigonometrie, Die Schnittixurven der
Kegelschur mit der KMgel haben Anslogie zunflconfokalien System,
Z,B. kKaun men Jede solecle Seinittkurve, snulog der ehenen Elliiy
Se, durch einen Faden erz ugen, dey in den Brennpunkten ( den
Durchstofipunklen der Fokdllinien) befestigt ist und ldings der

Kugeloberflacie gleitend gestraffi wird,

157 F=o ein elligtischer Kreis in € o3 SO erzeugt

F~/[G = o0 eine Shar von Rotationskegeln, in deren gemeinsame
Axe dle Fokallinien zuzamuenfallen,
In der euiklidischen EbPene kann man das Kreispunktepaar

nur zur Scharbildung, nicht zur Buscilelbildung heranziehen,
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well es nﬁr in Linienkoorainsten sich sle Gebilde zZweiter
Uranung euffassen labt, In der elliptiscihen Ebene, also auch
in der Y{Heorie der degel, isi aagegen das ebsolute Gebilde
“uch in Punkixoordinaten von ReUrunung. Neben die Scharbil-
dung tritt also surea wieder aie Buscinelpildung; ein solches
Buschel von Kegein 2.0ranung mit der Spitze P het z.B. die
Bigsnschalft: durch Jeden reellen Strainl durch P geht genaun
gin Biement, ,)

Bis suf zwel AUsnahmen wird jede reelle Ebene durch P

VoL geneu zwel Eiementen perihrt und die Beruhrungsstirahlen

siellen in P aufeinanger senkrecht,
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& 30,

Fukalthedrie der Flacnen zwelter Ordnung.

Die Gesamiheit slier isotropen Ebenen des euklidischien
Reums stellt nech 35.127 und 5. 187 einen asusgearioien Ebmwh?
blindel £,.0rduung dare. Seine Gleichung in kartesischen Ebenens
kgordinaten lautel offenbar

G= u® + ue + ul = o,
1 3

bl ]

Ist F=o irgendeine nichtausgezrtete Flache Z.0rdnung in Tbe=-
nenkoordinsten, so hsilen zlle Fliachen der Schar F —< =0
konfogal zu F=0.

Wir wolien snnehmen, dall F=o rselle Mittelpunktsfldche
und nieht Kotetionsflache iste Dwnn lakt sich F=0 in pasgen=—
den kartesischen Keordinaten aul die FOrm bringent

£ e A

(190) 22 E o4 Z£7 213 uyoy adblc.

1- ¥ =
In Ebenenkoordinaten hat also Feo die Form (vergl.5.68)

su2 + bud 4 cu gBEE =0

1 2 3 *
Gie mit Feso konfokale Sehar hat also aie Glelichung
(191) ( a =24 HE + (b = 2) ug + (e =-¢) u2 = ui- )

3

Also in Punklixoordinaten

X £ 24
T ok Tﬂ'—- = = 1.
(192) 5% 72ve ok

An:ceartete Bundel 2.8runung (aubker G=o0) liefert (191) fur
7= w, J= b, 2 = ¢, Wegen a>Db >¢ erniedrigt sich der Rang
jeweils nur um eins; Wir ernalten alsov Ebenen, die j€ einen

1
T ,
Kegelschnitt bewshren, die in den Ebenen J&=o,}- 0,% = 0O
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Livgen, Der Hegelschnitt 7= a in ¥ = o ist offenbar nmull-
Lellig, dagsgen sind dile jn‘} = 0 Ul % = 0 (<= b, L= ¢ )
reell, und zwar lest in 2z = © eine Ellipseo, in;;- 0 elng

Hyperb@li; diese K“rven heiken Fokalellipse und Famalhxgerbﬁl

der Schars
Jede reelle Ebene des Ruums beruhri zZenau ein Sehar-
elementy denn die Tragerebenen gehdren auch 2u G = o, sind

i A A
2L50 N1l

ht reell, da e_, , die einzige reelle Ebene von G=0,
nicht F=0 peruirtes

Wir betrachten zZweitens die EPcnenbuschel (g) mit reel-
ler Aehse g, Eltweder gehért (g) ganz zu sinen Scharelement]
denn ist g Erzeugende dieses Biements, feils es nicnt ausar—
tet, oder falls es ausariet, ( Focalkurve), ist g Tangente
desselben. Oder wber adie Schar bestimmt in (g) eine Schar 8
von Ebenenpaaren, D« in 8 das P4ar der isotropen Ebenen durec
g vorgomnt (Langentialebensn an G=0) ist § reguldr; also
gipt es genan zwel reelle Doppelebenen 1, m in 8§ und diese
liegen harmonisch zu allen Ebenenpaaren von Ss Insbesondere
su cem Pasr der isotropen Boenesdurch gj d.h. 1 & Me L,m
helbieren also Winkel und Nebenwinkel alier ibrigen Ebenen
paare von S, S¢ien L,M aie S¢narelemente, die L,A berulren,
Dunit L,m doppelit zéklen, ist notwendig und hinreichend, dal
g Tangente an L,M 1sT. Wir huben aamit bewiesent Jede reelle
Grade g ist entweder Iléngente elner Foksilgurve, oder Erzeu-

gende eines nichtausgearteten Seharelements, oder g berihrt.
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genau zweli Beharelemente L,M; die zugehdrigen Tengentiale
ebenenl,m stenen aufeinender senkreciht und nhalbieren Win-—
kel und Nepbenwinkel aller Tangentlialebenenpeare durcin g en
alle Beharelemente, die g nlent Deruhrl.

Drittens betraciiten wir des EbDenenbindel (P) durch ir-=
sendeinen reelien Punkt P, (P) liegt nicht ganz in einem
Benarelement von (192), denn ﬁ&;ﬂ Element islt so stark w sge-—
artet, dail es ein ganzes Bundel enthalt, Daner pestimmt (192)

in (P) eine Schar K konfoxaier Kegels Sind die Kegel nicht

gamtiieh Rotationskegel, so gibt es in K drei Pasare von Ebe=
nenbiischein, Beren Achsenpauare mégen (hg,np) (l1,12) (mq,m2)
heillen. Sie spannen drei Ebenen h,l,m auf; aiese sind die
gymmetrieebenen von K, stenen also aulelinander senkrecnt.Sind
H,L,M gie von h,L,m Derihrien Scharelemente, so mué P auf H,
L, liegen, Denn lage P etwa auf H nient, soO wirde 1 zum
Tangentialkegel von P an H gendren, glso zu einem niehtaus—
cearteten Kegel aus K, was nicht stimmia Wir haben somit
fur jeden reellen Punki P ale Alternntive bewieseny

1) Durech P gehen genau darei Senarelemente, Sie schneidel
sieh in P seankrecht und ihre Téngentialebenen in P billden
das Symmeiriedreikant jedes Tungentislkegels von P an ein
nicht dureh P gehendes Bcnareiements diese Tangentialkegel
gind konfokal,

2) Die Tangentialkegel von P mus sina samtlich xoaxiale

Rotationskezel.
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Tm Foll 2) mud K ein doppeltzhhlendes Buscael von Eve-
nen entnalteny des durch die Rotationsechse a, Das geht
ersichtlich genmu dann, wenn P aul einer Fokalkurve liegtls
dle Achse ist dann aie Tungente in P an ale Kurve,

Alsou gilts Der Tegnzentialkegel an elner nicntausgeartie—
ten Flueche 2.0rdnung F i:t genau dann ROTATIONSKBEEL, wenn
seine Spitze suf einer Fokalgurve von F liezta

Im Fell 1) sing die drei Foksilinienpanre hl,ﬂ ll,ﬁmi,ﬁ
von K offenber die durech P genenden Erzeugendengaare von H,L,4
M, D& von alesen ureli Pezren genau eins sus zwei reellien Gras,
aen pestent, so giltp Von da=n arei Flachen H,L,M durch einen ‘!
pient szuf einer Fokelkurve geiegenel Puniki P besizt genzu
eine veelle Erzeugende; alese Flache ist im sllgemeinen ein
einschaliges Hyperboliolde Nur wenn P in der Ebene einer v

Fokalkurve k und in deren dullerem Lizgt, sind die beiden

Tungenten an k durel P jene resiied Fokallinien. Das AuBere

der Fokaliurven in aersih Ebenen ist slso als Grenzfzall eines
eincchalizen Hyperbololds der Schar sufzufessen.
Men kann allgemeln ZelgeRlly dai® H,L,M ein Ellipsoid, ein
L

einschaliges und ein rweiscialliges Hyoerpolold sing, falls

P in keiner Symmelrisebene iegt (X=03 }‘,=0;z=o} der Schar

liegt. Hierzu betrachien wir (192) als Bestinmungsgleichung

tir J bei gegebenen Koorainaten X, y, & _von F.

Liuft namlich Z von — & biis ¢, SO pestent die linke Seite vom

(192) wus positiven Sumngknden und iauft von Null stetig
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bis +o0 . Bs glbt also ein £, so dab
&

6 —wz-“'_?,f
(e) B.L A #. 25 w13 aYDYONT e
i~ §=&,  C—=¢

(e) ist ein Ellipsoid aus (192) durch P,

_——— =

Lautt nun . von ¢ bis b, so lauft die linke Seite von (182)

stetig von = o bis + o2 3 zlso existisrt ein ., so da
=3
K ye 7%
(hg 4 A&~ + £ =13 ap b/ >t
{_I£ ?‘_(?l: ‘:—_J'fﬁ

[nij ist ein einschaiiges Hyperboloid aus (192) durch P,
Als dedselben Grund existiert nuan wsuch Ein;&, so dal

(ha) X% 2w ES = 1 8>, >b e

1543 A4-4g ==L 3

(ng) ist ein zweischaliges Hyverboliold eaus (192) durca P. D&

- rep——

es mehr ois arei Flachen dureh P nicht gibt, ist unsere Ais=-
sage bewliesen. X% Oy y4 0, % ¢ wurde dabel Denutste

Men nenntd g, £gy £gdie eriipiisenen Koordinaten von P,
Sie sind Jedem Reumpunkt=~jedenfaslis Jeaenm aulerhalb X =0 bezy
y =0 bezw, 2 = O — €LNUA2UTIE sugeordhet, und wie die kar=
tesischen Kvoraineten haben sie ule Elgenschaft, dal die
Flochend,= coued,d = Coteod s rowod (ELiipsoide, einschaligg
bezw. zweischalige Hyverboloide ) einander pharwelise sSensk-
recit schneiden. /- Bur raumlicinen Anoranung aieser Flachen
vergiciche man aie Medelle Nr. 27=30,Faci 35 unserer S dmin—

LT .

f= Analog Kann man elliptiscnhe Koordineten in der Ebene und

auf der Kugel einfihren,
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Die eliiptischen Kvordinaten spieien eine Rolle in der Me-
trik der Flaechen 2.6%ades, Wie in aer Evene folgen namlich
qus uen Wingelreiationen sofwrt Léngenrelstionen, Diese sind
gber im Reum wesentlich fomplizierlLera
Aus cer Theorie der Ebenenbischel im Konfokalsystem

het Jaxobi ule geodatischen Linien der Flachen 2.0ranung

beslimnt.
Aus uer Theorie cer Evenenbunded im Runfokalisystem ge-—

wann Staude seine Fadenkonsirukilonen des Eiliusolids.

Stellt man sieh die Kureven bezw. Flachen zwelter Qrdnun
sus suiegelndem Material vor, S0 <aln us&h die Winkeireiatlie

onen &.s AUssagen iber pichibrechnung IOTmullerells Deher die

Namen Breanpunkt, Foxalgurve, USWe.
Endlieh somden oie Fokeleigenschnaften der Gebliiae EWEle

ter Qranung in der potentialtheorie zur .&EJ—WHE-

=TS =IFEE



