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| Literaiur : Kowiglswski, iinelytische (edwmetris.

A —

3

‘ feye:ueonstrie der Lege . (syunthetisch)

dunze: Vektoranglysis. ({.4.ersten Citunden,)

i l_n_J{::.L oy Hnhi o
b ey iy v b il | Bds
‘ sic srelytisehe Geometirie betrachtet niehi ¢inzelns
|
LEUTCN, Bonbern den dAgum bhzw. die Lbene 3 ihrer Uesamt-
helt, lncem sie geomstrische durch Zehlbezismungsn ersetzi,

ek

4
LR B

&Y
L

ert sle, prektisch, das iuffinden disser Dezidhun—

8L und maeht sis, theoretisch, von der Lnscheming unab—

Im folgenden wird =kek sogleich Resumzeonstrie,

nient erst Flanimetrie getrieben, well manche znmindl e
gencsrn Sttue der Flanimetrde durch riusliche Zetrachtungen
bewiesen wardeun,

I. AfTine Gecmstiris,

AP iy s T o - c
1. AZling Zegrindung der Vekicriehra.

(ALTinitEt operiert wit Punkt, Gersde, Lbone. Sie
kernt Schnitt ind Persgllelismus. Sie kennt aber keins Lin—
gor und Winkel. &s gibt Transifommaetionen (§§ 2,3), die

LS g
e S T T

dieg btswsmgen und /inkel #ndern, aber alle sffiner Fezie—

Imngen aufrechterheliten, (Modell) )
u
Farallelbefinitionen.

1. Definition:

dwel Gersden sind einander peramllel, wenn sie in<
derselben fbene liegen und sich nicht schneidern,
2., Detinition:

Zwel woenen sind einender parallel, wenn sie¢ sich

nicht sehneiden,
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5. Leliniticn:
sine Gerade und eine Hbene sind peralliel, wenn sie
sich nicht schneiden. f

Luklidisehes Ferallelsnexiom: Dureh eipen Punkt gibt es

Zu einer Geraden eine und our sine Persllels.
~+61inition: Jedes Punktepesr L B (Rewt od.kbene; Heipen-—

R —

folge der Punkte ist wichtig) heisst ein Vekto

/.’5 Zwei Vektoren AB und (D heissen
; & gleich, wenn
/ 42| c0 umd ac)| BD

Daesr kinnesn wir einen Vektcr AE von

I

|
1
I
I
i
I
¥

I
|
| P einem bel iebigen Punkt ¢ ,abtragen”
[
el d.h. DU so bestimmen, Gass AB=CD
|
Fiy. 1 . D ist eindeutig bestiwmt. |

cusatz! Aus AB=CD folgt AC=ED. . |
SLAEE e

fundsmental setz: S5ind zwel Vekitcren dem-dritten gleieh,

80 sind sie zuch untereinsnder gleich.
bewmedls.,

Vorasussetzung: AB=CD wund AB=BEF.

Behsiiptune: 0D = BF

1.) Anneims: AR, CD, EF nicit koplansy

{ nicht in einer Ebene). Ich bemitze
den Satz (noch zu bsweisan): 3ind zwei

Geracen einer dritten psrallel, so

sind sie guch uptereinsnder parallel.
Fiy 32 Da AB | CD und AB/I ET , ist alse
such EF)| CD.
fiaiterhin benutze ich den Satz (noch zu bewsisen):
Zmei sbenen, die dureh parallele (eradenpaere mufgespennt

sind, sind pamallel.
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Do DE |

Ch undff A5 // BP (nach Voreussetzung) sind also

die ¥benen BDF und ACE perdllsl, Wersn nun CE und .
L¥, dis beide in der Ebene DCRF liegen, nicht parsllel,
80 nitien sie einen Schnmittpunkt. De sie sber asuch in

den 1..-12'-13-1:'31.1 CAE und DET lisgsnh, m&sstﬁr_ diese gich

sehneiden. Das ist der Tarslielitut wepen nicht miglien. 1

Le ist eplso
f

CEID ¥
de nun euch die Beziebhung
LEFf CD

bestent, folgt

EF = CD.

——,— e T e ————

2. Annsims, AB; Ch, EF kr:snlénar. Ich zeichne einen

visrten gleichen Vektor GEH ,

// B der nicht in der Ebene CAEFRD
i
A

zZ

liegt. Dm CD = AB und
/ F AB = GH , ist nach obigem Be-—
E / " weis (D=GH. ius den letzten
2 beiden Relationen feolgt aber
- (wieder nach obigem Beweis) f
6D = EF q. 6. 4.  _
3. Apnahme. AB, CD, EF kollinear. Beweis dem vorigen
entsprechend wmit einem Hifsvektor melr. t
Nachtrag 1: Sind zwei Geraden einer dritten parallel,

s0 euch untereinsnder,

Bemeis. Voraussetzung: gllk und glik.
Behgurtung: k|| k.

| : : i {_,j_,

@ Tunkt P auf B ., Ich lege Eber nicht

d ws——h kofiplenar, sonst ist nichts m beweisenl:
f k g B(Pl‘g} __

£ = £(B,k) d

Fog &

i
. . il - N . g pam— il S~ i "TM
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lei beweisa mum: die Schuittperade h(e,f) ist [| &
(eleo mit h  identiser) unpd | k-
lch lege die Hilfssbens dig,k). o |
itre h{e,f)nicht (| k, so gube es -*E«;ﬁnitwunkt
Ah,k), der in den Zbemen e,f umd 4 lEge.
%

Les bedautete gber such ¢ = G(g,k), entgegen der Voraus-—

setzung g | k . EZbenso fvlgt hie,f) || & . Alsc )
k] k I'
lacotreg 2 . lerden zwel lLbesnen aufgespanni faren

ewel parellele (eredenpaare, ¢ sind sie paréllel.

Versuasetzung: FyrH’ 34 und gy T by i
8] B Byl Bz '

Hehouyntung: 511511 l"-13 ” 32(52 ﬂ?}

diren e, uné s, nichi parellel , s |

[l
gElbe eg Sennittgoradse £ (51152) i

Ee wirde sein (nach dew verigsn Beweisy
£l a, £ a, |

- LTk ) |
f\:-\.‘-u. & ¢ i 4, L‘, U Jl: :
Degreas Lolgte rach dem vorigen Sets: |

8y Il By wmd gy J] b, , wgs durch dis ".F{:-rm'aet:f;uﬁ{; wi-

derlegt wird. I

Addition von Vekiorau.

_—— -

——

B Definition: (a + b)I-' = TH

A e
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Setz : (M+1), = 2 *+8)p a.n. die Konstyuktion ist

unabiingipg vom fusgengspunkt.

) - = . v - I - = 2ol = Q07
Hewaig: Eg igt PQ =2'Q' dersms folgt Ik wd

3 ~T) RLATE QQ' = ERR!
gnaslog i = YT ,| n el T 2EE

algo: PP' = HE' nech dem Funjamentalesatz. Alse IFAsI'L

Rechenregeln:

1) kommutstives Cesetzm:

= tij_ =y

(Hewsis cdurech }Lru;kalogramwtcnzt:ukniun)

2) Assozietives (esetz:

An 1 [:_'_IL r — .-’!\__r_f[.:-l.t'-:l

(Beweis Klar) wlbrx

¥ i 5-

3:] Nullvektor: 4 +bF =ir tbef‘initi{srn)

: - _ 2
Tektcr O gesucet. /\’
F

Losming:Vektor (: Anfangspunxt = snd—

B
L LT .

4) Subtrektion: sty=e j § g6 SLeit, 2

ne folgt, ywesnn

ag ?.i; = 4=

wltiolikation eines Vektore mit eiper Zaobl.

1) 2 sei genze Lohl
L) MmTe
ﬁmn = 41 + M

e,

-l { f..jn'_. 11 Iﬂ-‘-’r A= ‘j“:l
" e .
3) e = A =

e L 4 N
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(]
M oar — ‘I'. £
I -
~(na) = n{-g)
R By ~ :‘,l
~ {gekirzter Zruch
: )
Q.=
P Ny
cevweliszder Toilunsskonstruktion: [ir ziehan éie Persl-— L
kelezu A C," dureh B,. Sie schnside C.B in B,. Dann
5 [ 2 p
187%C
o Poelier o ':_
eEBt="0385 & B, =57
)
eiterhin ist
AR + B.0, = A und &.B, + B,0. = 6.0
JJ 1-.«.o| -u1 Lt LL \r2 } 3\.5 -12;&3
B wher A CQ, = 0,0, ist, gilt:
[ &3
™ ] j I - & | b | w & |
& Dy = + i
G.B. = G3Bs |
bt B Z
s Eh F 2 I

TRETE y
whorag s L L

w
o
o
H s
|_i
oF

Da nun such c die Zezlienung -

=
L
1=
e
E_I:.r
ki
:
!

aby = E58 7. d

Entsprechend kenn wan such Dewelsen: AL, = 3458, . !

fge— f TUr @lle raticnalen T4sT, gilt

2 vl iy

e e i P r-"'|~I 2 4% Yok

(]
Baweis: lien bringe IT,.;r, auf Genselben Lenner.
L Ap> A, By = Ayt
3) A sei j_:'rat;.onal Denn seien 4, Tgtiouale .,Es.ﬂ.ef.“\r .
- T 8

1P "'r"wlr“‘“’li‘?“w ~Dann definieren wir AB = -fl w , ; ]I
Bedspiel: Flf— I-T = »f; el L3
ABy =7, & “a, R/ R o P

/ "
:;-il'.'- = |d o '




g!.'Cohn—Vossen - Analytische Geometrie | - 1929 —

| |
7

87Wals! Die BE L G
— oY osHAg el i TBEuvilonelen NEh 1T e ._h.a.b..-..l.... aer
Ay oy )
z2) sei 8- . o g
fe o, b oant der Geraden AD . Denn ksnn men

/ O Uestlmmern, dass AC = Awa |, Dem betrechtet

e i sktore - Beiae 7T -
- Ll ‘p T LA Zur alle Talibpsien T o, 80
~<9sBh dle L, euf der Cersden A3 Ubersll dicht (Ste—~ .
Ligkeal 8l wsaxion
e ——i e Y
A vt ] ~ N : .
f"“ ikt Mww%%-ub_..izi‘_‘.&u:;;.s, des Summenveichens.
‘;;I 1 i 5 ¥
4 gt . 7 A, = s ?}.‘Mf {ﬁﬁ“thwgﬂ,wﬁ_,-hm
o i€ = 1
— Py Bgoresacine)
e &)
E¥ A B f\.‘Fl.-g

Heum.— Affine Hooid imgten,— Affine Trapne=

fo el 0110 He

—_ e e

Jelduition: Dis Vektoren aa, an, .. - ,"% heissen

T

lincar abhingig, wean A%an 4. . .4 ﬂﬂ‘,ﬂ“sﬂ'&;iltl oling dass

anken At gleiel Ilull sind; sonst heissen sie linesr unabhin-

i

A, g8ind also linear unabhi:
1

E1E s rL'L-,J Afg,, - ;




-
St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929 l';

L

wenn gus - b N =

- ey |
Wy Tolgt, dasg L7 £ AT .2 A =
iip Glastam, Lo b i
= Jatzt%m lﬁeare SbbEngigkeit bestimmter

snzghlon von Velctoren., 4 mei debei cis Anzehl.

I E‘.-:] At =] o
L o=

Loaortenm: Win Vektor ist linear ebnineig, neisst: er

Yerscawindet, us eoll nimlodnn Aan -~ gelten, und ds
1 #0° ist, so muss# .. gleich Tull sgein.

lal me-2 gy I any =

senn swedrVektoren lineger abkinsen, sind sie varsallel.

ue muss gelten: Ad%wm, + A, = O
Fall 1: 1" % ¢ A

— e . . l
Ly ) BLS0 .y ff w, Bbach § 1,

Denn et any ~
] :
A {4

ell 2:

j_l

)t

1
1 #0, Al=p
L8 1St cenn 4, = ¢ . Der Nullvektor anst keine sigentli- ‘
cné Zichtung. dir definieren ihe als zu jedem belisbigem H
Vaktor perellel. (Lntsprechend fur den Fell A'-07, 2t #0)

I11I &) A4 ~5 Vi, Ay 0 sind koplener.

Loy drei Vektoren lididar sbhinger, sind sie siner Bbeney |

Eerallel.
== i = i {
Fall 1 : Alle A" #£0
T R aE o 3 o n I
hy = — - £ p
1 —_— Ay, <Ry

Mq 14 -

Das bedsutet sber: Ler Vektor .ﬁq dst die Suwme sus einem

vaktor f:‘l Ar; und einem Vektor /f My o Ler Vektor
lusst siecl elso mit a7y wund 47y in dieselbe Lbene legen.
Fall 2 5 Ein A* sei gleieh Null. {etss A7)

Denn heisst die Dedingung i

Aran, F A® ang- 0
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e e e e R ——————————————e—— e = T
-

al3o /m't Ill.mﬁ )
gleo ;1'}'-:.5 |J .g':..-r_;',_‘1 '4{11;;‘1

y - - " A . . - " f ¥
Fell 5: Zwei A" seien gleich Iall.!xtwe ?*—ﬁ,ﬁl,

Lem heiset die Dedingpung A A= € i B
307 I af
/‘?i-:.l Y Al I 45,\.4'_&%‘,?;1#
Dieze drei Sttze (Ie, Ile und I1la) ldnnen such uUMESKBATT

werdsn., Dic Liclktigkeit der Unkenrsitze ist niell Trivie-,

sondern berult aul der Usberlepung von § L Eade.

1b) lison vim Vektor versclwindet, ist ex linser abRENFLZ.]

Denrn ist Mma({ , so ist asuch ﬂ-ft’tzﬁ' |f' ,.'LT-Q"_]

il b) Jenn zwei Vskicren perelliel sind, sind sic liusar
Ay 14y Also existiert msch § 1
eine Zebhl M codass A=A A, odar /Gi‘d.../mzii-ts T

! ? A 1‘1.‘5-'*_ “'-
|_?‘-'='_ _.I’FHL/

131 b) Heon drei Vektoren einer Evens pareliel liegen,

sind sie linesr abhiingig.

LBty My Wy AP sind koplenar" ist gleichbedeutena
(! !

wit ;’Ldm{'ﬂ' . Ay L .fm_a 20,

Beweis: Be pgenllgh, Ay da lineesr unabhingig, also mieht

parallel, snzunehmen, denn sonst ist nickts zu beweisen.

A Demn sei OF der Vektor 4, |Hy 44

0‘:.; " ] "{;:' L

iy ."‘
U o T 0w 3 A [
Z / > 5 Ich zighe durch P die Perglle—
s ol & e ¢ : "
Fer, /¥, le zu4, . Sie schneide M, im i

Punkte Q » Bs ist dann fo ?”VV 5 ."j&é’-‘r
C‘Q = /A.‘;Ulz 3 ang GP = /1.4-",{}:_{- {‘ﬁ.-’l} W
OP = 0@ + QP |
3
d.h. 4, ;/u“,ma e Dy |
oder

J”:IL,‘ '—'Kﬂ"’aﬂh "'/uqllﬂ"l.a ‘:Cr-



%t. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929
10

Die ..ualr-tm“ fir linears Abhiingigkeit ist slso erfilllt,
__Ig.a vnd ”’/ Bind eindeutls bestimat.
Anpenoniiern, es gibe moch eine zweite Darstellung

-~

L 3
/""”? =02 /'-.l'-:_ o & -""4'1.3

5

JiT subtrabiereon sie von der Gleichung
Ay = a0t 3 b Bt
A = /.-_ /},L & /.1 4!",_, S p}qua-‘L
J o= iz -F‘ J Ay ', '5__,-.;-.- A3

a¢nn nicnt belde Hlamern verschwinden, missten My und
Ay linear abhangen, d.h., 44| Avs . Das soll sber
niciit der Fzll sein, elso ist jede Klsmmer gledch ull;

s =G und l;fa.::f:_', f]i-t'd"

dior Vektoren sind immer linear sbhingig, (Grundlege des

effiren Rewtkoordinstenbegriffs)
e Mg Ay | A, selen vier Vektoren, isnn g 4,

und Ay linser ablingen, ist nichts wenr zu beweisen.

#ir betrachten ais0 den _&1_L, uss Alg Ay AL g nickt 1i-
. o -"“"""H""u)'m-
neey sbhingen, d.h, Sbene psrallsl sind.
Uenn Tigl
,ﬁﬂgym Bt ezl chnen ﬁn ginem FPunkt O
f aus dies Vektorsn 4 D? AR, ..0"?
/ o
'l JL/&-L: l':—'ﬁl 'tmd_ !’5‘»-&2643

Jir legen durch P eine Lbenepe-

rellel zu der Lbene, die duxch Ay

;.Hund My sufgespanrt wird. Sie

schne ide Gf'g‘ in B

{3 die Parallel-
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ebene durch P zwr Lbens, die durch M, und fr, 8ufge—

¥ . & . Iyt - = - oy - e
spenrt wird, schneides JAy in dée Tarallezlebsne durch

Foj
P zur Lbene, die durch & undi A, gulfgespannt wird,

schneide G-"T':: in Fye

Uann ist 0P, + C&, + 0P, = 0F ( Gas kenn wman
ann ist L_,i-!-t,_‘:.,-l'.__é P ( das

sich leicht an dew wadsr Kler wechsn, der durch die drei

durch P gelagtsn lbenen und die Lbensn :
ol J ";s, ;'-L ) I( -’:’, "? i '4; ) g( J'f.’ff:/#? ) bhestinmt

wird, £ “"fc}' ED,

i e =
Da aber folgende Beziehungen geltent ¢4 '.-_Z#Q‘h-,'
Yol Ll

0P = X*an
- |
G 3 -—'.}(-Au'l.a
o A:J y 3
o ist e Kdﬁ.A A X"‘m—m T A 7 Ay
1

Vier Vektoren sind slsg lmmerabhipgig.
Die DUasrstellung ist eindeutig, denn sus

P PR R Y "
2 b
AL :ﬂ&' ,{f‘!,ﬁ P4 Ay = -‘;’ o

\ R 13 5
I‘:. = :-x"‘_": "1' l’ﬂ.{ +LX "')? ,[_,!" ‘:‘1 L :Alf .-—/? 'J' 'ﬂ'.'}
folgt wie in II b, weil M, 4Any g linesr unabhin-
gip sind
1 _ 2y Je
x = :3'21 , X&= 52 ’ X} - Y'} =
Obige Konstrmdstion fithrt unmittelbaer zur Binlihrung der

affiren Koordinaten im Esumy.

= ) =3 ; ]
0 heisst Anfargspunkt, die Gersden f}d‘h 2 fﬁ:—. J ’qa

heissen die Aclhsen des Jystems; M, an, Ay die Grund-—

velctoren ; Aq9 £ioy A} die binheitswsdesozep-oder (rund-—

" Y ! ] 7 L g ;
punkte ; LO;'%,*’@ J j 0 A, "{']:;.Ji c; '13 ,Qiia Koord inatenebenen.

f
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gl

? gsei nun irgend ein Punkt, Wir definieren: P hat die

; 3 " -
Koordinsten }:4, .‘.-;i'mzd % in unserem Xoordinslensysuenm,

1 1 :
wern OF = Xfdom+ K= i P ista
Ve
Des effine Koordinatensystem zerlsgt den Raum in b4

Oktanten,d.h. der Beum wird durch die drei Koordinaten—
L

sbenen in’ 8 Gebiete geteilt ,in demen je eine Vorzeichen—
i)

*7kombination der Koordinzten herrschi.
In den Tunkten jeder Koordinatenebene
verschwindet eine Koordinate (z.B.

a7

x'=0 in Q 4 A, ),also in den Punkten

jeder Lchse verschwinden je zwel

: v gl L 1 . .
Foordinaten(z.B. X = x = 0 in #0 A,),elso in 6 verschwin—

s i - : - 1 4
den slle drei ( x=Xx=x=0 ),

Keordineten einer Sirecke.F O .

Le ist PQ = 0Q — 0P denn 0Q — OP = 0Q + PO = PO + 0Q = PQ%

Q hebe die Koordinsten y' ¥* y°

R S
* i : I X X X
ist 04 =2 4"a;

LET)
op = X4
I A : 2‘ | ) o %
- 1 e = Ay ™) AR D
PQ.—-GQ—OP —Fﬁ_:}rﬁl‘_...ll.?x-ﬂ', _.5_|'=, A e,
nzt =

acq

T

Als Keordinsten der Strecke PQ bezeichnen wir daher

" - 5 ; ! L | 3 s < 5 9 % e N
¥y—-X;y—-X;y-X.Ebenso heissenv , v, v die
Keordinsten des Vekiors# , wenn

3 ;
A =2
‘ﬁnd‘
Affine Koordinatentrensformation,

Wie verindern sich die Koordinsten beim Ubergang zu

einem neuen System?
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| ! ;N - -
Ls seien (O ,,,s, ,4n, ) und ( 0,4,0,n,) zwei Koordi-
notensysteme. ( O, h.,m.:) gel das wspringlicie;
( D'ﬁﬂ,¢;dm) dos neuvs. G’taba im glten System die
Koordinaten ;sfi ( dohe B,t36°),2 :J.L.be im alten System die
Koordinaten a.‘g( e. 3 r-.:. 3 E.’ 3
P sei ein ulE:llelel u“"‘ Lmkt. Eg ist

A,
,_fl‘l
it L‘
Y 47 .
& v
hg 1L Az
0 oco'+0
CP= 2_ . ¥
L
oa'= 244
;_‘- (] El .'EIII j J-,
o'r = 5 «"4 = Sa*5al 4,
‘“;f- o ' Aot e ™
= ,{II,-'{;.; PR .:1: Ay * 2 %7
4w :,.-rq_ ,,J-v':,l f&.t ':':'_ 2 qlﬁ .1;;3‘:
+ x¥ala b4, 4 g_; ;)
t g i = ¥ A
= -~ ) » 1 P 4 ,.llil: ‘i! 5 o
(Z x4 ameo(Z a4 2 ¥ )%
JJE J.ﬂlj-:,tg .J{'I.-""l - ‘:F'I',.: J.ifél#ﬂ:r&'! ‘I-‘Q
il 1";" -11=1'“r-u
= :'__ [ ;4_* ‘-#,A"E' QL'I J.'-"Eq:
-.1‘ 1 it -
Alsc wegen der };:}_'::uaﬂ‘cu;mei{ der Zerlsgung:

&

Durch dieses Gleichungssystem sind die Loordinaten x'

-&eﬁ' ersten Oystemg ausgedrickt durch die Iooz-u.lna'banxr

des zweiten Systems. Ausgeschricben heisst des Oystem
£ a'x "-,Laf t'y a IJ:“H

I z*’-**‘v‘-&f" "ﬂaxz ?’"Q;/‘J

i!
d= 4y a.’,x 4-.21-*’ * :13 x2
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Der bisherigen " passiven"Deutung der Formeln { I )

Steht folgende “mktive" gegeniiber : Der ganze Heum

werde so deformiert,dass jeder Purkt { :.:"”) in ( x")

- . - fir
Uberpgeat,wo die ( x') gemigs (I ) sus den ( ¥ ) hervor—

Eeben. Das System ( @ AAA,) geht dabei in ( O Aala')

Gber ( msn beachte das verschrinkte Auftreten der

gestricherer urd ungestrichewen Grissen 1),
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g

Gine Trensformation heisst affin,wenn sie puukititren ist,
Geraden in Geraden,sbenen in ibenen und Parellelen in
Pergllelen iberfilrt. Beispiel : Die Bewsgungen des
Heumes als Ganzen.

Jir werden ( 5.33) beueisen,dsass die Formeln
(1) Bei sktiver Deutung sine affine Transforuaticn der—
stellen. Dies wird im Folgendsn VOIWeggenonmen.

Jedenfells missen Gie Koordinaten ginss Punkie
beziglich eines Systsms srhulten plsiben,wenn msn Punkt
und System derselben affinen Trensiormation unterwirft.
Denn Qisse Koordinsten sind darch Perallelenkcnstrukilon

gewonnen.fiiersus folgt: JEDE sfifine Trensformation ist

eindeutis bestimmt durch die Abbildung von 4 Funlkcten

. z = _— L
allgemeiner Loge, d.k. won 4 Punkten,die nicht in dersel—

Ben Bbene lizgen.

e T = s : o ) Elad i
Beweis: Dis 4 FMunkte seien U e s Biléer O A;%Aa.
£ s e . :
t", s sie wie oben erklirt.Demn uuss ein beliebiger
Tunkt, der beziglich dee ungestrichenen Systems ( C,A)
T

die Koordinstern x' het,in denjenigen Funkt iibergenem,

o f,
der die Koordinsten x'im gestrichenen Sgstem hst ( O’ﬁ);
L1

also diejenigen Koordimsten x " im ungestrichenen

w f 1
gystem,die sus den x' mach ( I ) hervergehen; d. h.
die Transformation muss notwendig durch I ( sktiv ge-
deutet) gegeben sein.

Umkehrung:tegeben ist dis AbBildung vorn 4 willkiriichen

Punkten sllzemeiner Lage in abensclehe. Dann gibt &5 '

auch eins affine Tré%%ormation des ganzen Reumes,die
die diese Abbildung enthslt; nEmlich die gceben angege— L

henﬂyﬂ f
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Zusatz 1 : Bine Transformetion,die 4 Punkte allgemeiner
Hice .
Lage in 4 Iunkie einer Lbene iberfihrt,karn mes aifin selin

Dern 4 Tunkte einer Lbene ktmmen durch eine affine Trans—
formation mwsus 4 Funkteneiner Bbene, nicht eus 4 Punk—
ten allgemeiner Lege, hervorgehsn.

Zusetz 2 :Wine affine Transformstion, die 4 Punkte allge-—

meiner Lage fest liusst,ist die Identitit. Zeweis: Bs gibl

wirklich eins Transformation,die diese 4 Punkts guf sich

gselbst abbildet,némlich die Identitit. Also keine sndere.
r

Affine Koordinsten der lbene.

S8ind 3 Vektoren koplanar,so sind sie nach 8. 9 linear
abhiingig. s seien: O P Fu O A =4,
0 J'i.;=+14]£0'_31311ﬂ1'. Dann gilt die Glei—
chung ( », # "4 w;‘.ﬁ.hri ')

P VL= X M+ K0y

e . Wir definderen : P hat die Koordins-—
0 R & A
pae

-4

~ L 2 -
ten x upd x in unserem aifinen ebe—

nen Eocrdinstensystem ( U,',_.r";,.&-). wern O P = w s, £ 8"y

Die Parellele zu O A durch F treffe O 4 ,in Q |
" " i 0 & n 1_,“- 1 0 Z:L m H

Damm ist O R = Q P = X'+,
0Q =R P =y
Wie man aber leicht an dem Perallelogramm O R P Q sieht,
ist : O P00 QW QP=0R+RYT oder B
OP = X'w¢X M, '

x"upd x> sind eindeutig (vgl. § 2 Satz III b)

Jenn eine der Koordinsten verschwindet,so liegt P suf
giner der Achsen,demes ist dann
] . I %
B F = XAy '.'f' > ”’L:'

( bzw. OP = x'w,)
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o
Affine Trensform tion4Br Ebene.

( 01}‘-.4, .&,ﬁ) sei des urspringliche Systeu,

( OLJ-'L', p Eﬂi) LI neue " o
0' habe im =lten System dis Xoordinsten t°
m}é_ i " n n W u a‘:r

P sei ein beliebigzer Punkt.
: «p f 1
A Es ist OP=00+ 0P
£
Op =/§"":4+"’?*‘“1;£}X"‘*-1'
& 7 | ] 1 ]
_- ¥ ~d o0 =4'r4|.¢ f"ﬂlr;_-d-"d"“t ;
. L Ty I | r .l
/ . oy 4 0 p= ,Jl"’ﬂ: +¥ *41' c ?.’rtfﬂkl
_"_;“ —--—'-'#1., ] -f-” " 21?
= = AR 0, 4 my)

o :
£ alar diny)

B % e el
_— o 8 P
"1'? A7 axa LIREA

Es folgt:
'L ; E‘ i} 1 T 1 *'
PP TS PR L B
AL Azt dzf b K=

Also wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung

' i L g i ! 1 z
R* .47+ &A% x5 lisdg1) (Trensformationsformel )
oder susgeschrieben: _

1 ! o !
x'= t'¥ ax+ alxt
I

( 11 )

x'= t + a,ix‘{l- alx*
Aktive Deutung ven II vollig enalog der von (I)

im Raum. Al1le Uberlegungen von S.43-1jiibertragen
sich.

"Affine Transformatitn der Ebene" heisst eine solche
die eindeutig Punkte in Punkte,Geraden in Geraden
und Parsllelen in Parsllelen iberfilhrt. Wir beweiser
S. 33 ,dass I1I, aktiv gedeutet, eine affine Trensfor-
mation der iEbene in sich darstellt.
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Des ebene Koordingtensystem ist schon dukch drei, nicht

erst dursh yier , Punkte allgemeinecr Lage bestimmt.
( 3 Punkte gllgewmsiner Lage sind solche, die nicht euf
derselben Geraden liegen).Daher gelten in der Ebene
folgende SHtze,die englog S.7"/shewiesen werden:

I)Eine effine Trensformwetion der Lhene ist eindeutig be—

stimmt durch die Abbildung dreier Punkte sllgeweiner

Lage.
I11) Es gibt eins effine Trensfolr-mation der Ebene in

gich,die drei beliebig vorgegebene Punklte allgeneinar
Lege in drei andere belisbig vorgegebens Punkie gllee-—
meiner Lajge Uberfilbrt.

II1) TWern eine sffine Transformstion der Zbene drei

Punkte fest l#sst , so ist sie die Identitit,

Spezielle ine Transformstionen.
1) Translatiocn.

o) Svnthetische Beschreibung 3

Bin Vektor A B , der"Transletionsvektor® , wird vor—
gegeben. Damn wird jedem beliebigen Punkt T ein solcher

P Punkt Q zugeordnet, dess P Q = A B

/ " ist.Jeder Punkt rickt sozusagen um

die Strecke A B weiter.

Fig.20 EEWEIEY Die Translationen fithren

jeden Vektor in eipnen gleichen iiber.

Beweis: (Q sei das Bild des Vektors PPh Dann ist nach
Definition 2Q = P'Q’, also
P = Q@ (vgl. S.2)
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) Anslvtische Beschreibung:

Der Trensletionsvextor A mige die

Komponenten A haben.

A '::'I‘ £
Fel: Die Transletion wird ausge—
5 driickt dvrch das Gleichungssystem
| i |
y 1 2 ! gt r* f'i" )
=44 (¥ g2y, 2"
Beweis:is folgt
: o :
~ x'=x= t, @also
x f . . £
i PQTE['A"‘—*"J&{=.5_.J"'4I. :-‘-/4
nmen Lo o i

Kennteichnetldie affinenen Trensfofrmafionen der Ebe—
ne bzw. des Reumes gllgemein durch die "Koeffizienten—
metrix" ( Koordinaten desselben Vektors senkrecht

untereingnder geschrieben):

g o4 T 2 ¥

t a.,aa) - t7 &) &) ay 1)
i L . A L 4 7 { >

\t a8, t a, a, aj

. -
L - -

s¢ werden demmgch die Trenslationsn dargestellt durch

o

("1 o) ' 1 0 ®

L | bzw. 2

Lt 0 1/ £ 9320
X

\5
\1:00

2) Dilatation.
Bine Dilstetion in der Eberne bzZw. im Ram wird ausge—

driickt durch die Formeln

1 e 1 <!
X =g X bzw. X'=a X
I I
3’."='be x:=bx‘j
x'=e¢c x?

1) Fehlende glieder sind durch Nullen * gg{zuf‘{illen "
statt x"= x* schreibe men z.B. schematisch:

xﬁg‘l‘ 1.Kr'+g. xlr+g - XJI
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also durch das Schema
[0 a c}) o 0 a C O
LO 0 b O v O
0 0 0 ¢

A ay !l g

@

J_:'he.l't?n dermach die Koordinaten

C ,» ,0 ,
¢ o ¢
d.he 4,22 Ry 1 By ;=.{_\-}ﬂ_‘! sy = bt

De die 4 nicht verschwinden dtirfen, ist & & 0,
b #C, ¢ # 0 vorauszusstzen,

'an kenn sagen,dess der Baum ( bzw. die Zbene)

bel einer Dilgtation in den Aengenrichtungen in den
Verhilinissen 2,b,c¢ ( bzW. a,b) gedehrt (dilstiert)
wird.,

Im fe.ll genkrechter fchsen spielen Diletstionen eine
Bolle in der Physik,

LZin Sonderfall der Dilatationgd sind die Affinen Spie—

i

gelungen. Eir Beispiel einer¢&ffinen Sriegelung gibt -

!

das Schews — (0 1 0

k0 0-1
7 ,ﬁmﬁ 14 l Es git elso & =1 x’= x’
“_ 1 tors EA| | Nl x"',—,-x“
B _|" _",j—_“i?ur Xonstruktion zieht men FE ,j?' Oﬁz
Mg.21 oo und verlingert P B um sich selbst)

Henn die Achsen senkrecht stehen, wird die affine Spie—
gelung zu einer Unklappung um eire der lchsen,

Definition: Wir segen : " Zine Transformation ist eine

Splegelung™ oder ™ hat die Periode 2 ",wenn dieselbe

Transformation 2 mal hintereinander ausgefithrt die Iden—
titet ergibt.
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In der Wbene stellt amsser dem eben engegebenen auch

das Schema (0 =1 D\ gins Episga&;ﬂ%g der ( Spie—
o ¢ - A ey

gelung um einen Punkt.) = — —

Spiegelungen im Bgum:

ry L8
Im Raum gibt es 3 Typen won Spieg,gfungén:
1) Spiegelung mn einem Punkt (+v - *¥
2) 5 "  giner Geraden ' ¢°
¥) : = ® Bhene.( g4

r Ay }cﬁﬂw‘y}%ﬁ’

Die Betfrener Sehen folgendermasssen

o % L0 Aus :
1 - 5 # '4'
s 3!};0100 xX=x

=T . |

e 0010 x'= 3
O A, ) 3!
‘GGO-J.I.‘ X ==X

A . !

20100 \ x'=x'
\ r

lDG =L 0 xi= - x*
- : ; i

: | i Q000 x'= - x’
II!'E'| = . =~ &, f

’1 “Il i 'fa} 0 =1 0 0\ x = = x’
LT 4 . r

=Ny | 00 =10] xlz - xt
’ o |

‘ s woo - xi= —x

' J'I 3
= Preh)
'\-.ff__
= — =
”,“;?.‘_i"
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« Punkte,Beraden,iibenen hwe t
Wleichungen dor Geraden. sw far s

iine Gerade sei gegeben durch den Punkt P, suf ihr

1
* 'i'}

und die Richtung eines ihr parelde-
;:.-f,,','. o 7, len Wektors b . P sel ein beliebiges

P 2 52 (laufender) Punkt auf der Gorsden.
v P, hsbe die Keordimten X= (XX, |
Fyas g " " :::‘u (Jr.;xl,txj’;
der Vektor b " "B = (bbb )

Die x'sollen dureh ::;und h'.auugadrﬂekt werden.
ko ist PoF = t .0 (nach §1),

Es ist sber auch P = Qp - ':Zti:l ,denn
UP-—OPO =BP+P°0=PGO+OP=POP

Es 1ist weiterhin:

it
= = Ay %4
OPO = o
& piedy ) e L an
P LT V70

Jegen der linearen Unabhingigkeit der /. miissen entspre—
chende Koeffizienten der unterstrichenen Xusdriicke gleicl
gein. Dies gibk

x'=x Wt

Dies sind die Gleichungen dsr gesuchten Geraden und zwar
gind es Gleichwngen in Parameterform. Das Gleichungssy=-
gstem hot den Parsmeter t. TWern €t alle reellen Vlerte von
-¢his +o¢ durchléuft,so durchléaft P die gange Gerade.

Umkehrung:Jedes Gleichungssystem III liefert eine Gerads,

gusser wenn b =b = b = 0 gilt.

s,
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Beispilel :
x'=
X'= 24
x’= <15 +2%
o 8
1 0
0 7
-15 |z
Gleichungen der ibene in Paremsterform, 1
vine tbene sel gegeben durch einen Punkt P, und die
Richtungen zweier nichtparalleler Vektoren b und £ ,
durch die sie aufgespannt wird. P sei ein beliebiger
( laufender ) Punkt in der Ebene,
v : P, habe die Koordinsten xg(1=1,2,1

el n " " “
!{"_,zﬁ P =

e » " " " v* |
: A " " " ﬂ'& ‘
& 9% ik _ ) - !
x"ist durch x* , b, o* a.uszud.‘.ﬁ}ﬂkegi
Ty L %o Gl
POP ist linear ausgedriickt durch b und ¢, de PP » |
b und £ koplanar sind und da b W 7.4 |
Es gilt slsc die Bezishung: POP =g.b + t&
Durchleufen s und ¢ alle reellen Werte,so durchliuft
P die ganze Ebene. 8 und t sind affine Koordinaten
unserer kLbene beziiglich des Systems ( Po,b,‘.t). |
Es ist ,
3 o, . . 2 yd 3 i
OP — OP, = PP =2 (\* ) amnd b i o2 thwn;
0 O‘ o vz) =4
Hieraus durch Keoeffizientenvergleichunggil
x*- x= 8 b* + te* |

oder x* =x;+ub*' + £




5. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929 ‘

23 |

Dies ist das Gleichungssystem der gesuchten Ebene in
Parameterfori. Wir haben als Parameter s und €.
Unksbrung: Jss Gleielingssystenm

x'=x'+8 b +te
x%= x> + 8 ¥+t

IV
5 3
x‘=x°+sb’ +tc
stellt immer eine Lbene dar, die d&l?. Funkt Po ( ::;,x;,x;)f
enthélt und durch die Vektoren b (B™) und #{e¢ ‘) aufge—

spannt wird;nur dirfen die Vektoren W, snicht linear ?
ebhimgen,d.h. =ine Beziehung der Form P § =2 & P
wo nichils L= Oist, darf nicht Bestehen,d.h, es darf
nicht FURCE P
ubi= 1 |
po’= %2-mit tof O oder Ao sein.

AnmeriungiDie Schreibweise M b*=4 +ist einer Form wie |
etwa E = %” = .'gf vorzuziehemn, weil die hier migli~ |
i 3

cherweise im Nenrier suftretenden Hullen Schwierigkeiten

mschen.,

sbenengleichung ohne Farameter.
T dede libeus genupt einer 1 en Glsic
Y gx'+ux*+ux’+u =0 ;

(Dabei soll nickt u=u=u=0 sein)
(Bine ‘bene genigl einer GAAddhung heisst : Die Koordi-
neten eines jeden Tunktes der Ebene erfilllen die Glei-
chung, "re in Y w=uw=u =0, so wire ¥ gor keine
Sedirgung fur die x*%),
Zum Bewels milcgen wir zeipen,dsss dss Gleichungssystem |
IV durch Plimination von s,t immer auf ¥ fihrt.
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Jir unterscheiden dabel gwei Fulle.
1) Bine Gleoichung des Systems I enthelte keinen Farame-

tor,z.b. die erste. Sie heisstidann: X'= ::; oder

z-“?_f_diu -

Dies ist bereite eine Cleichung der Form YV mit

u.=1

u=0 L
u, = 0 ’
uﬁn -~ Iu'

2)Jede Cleichung enthalts mindestend einen Peremeter.
vir kinnen dspn ohwe Beschrinkung der Allgemeinheit
(0.B.d.A.) sunehmen: l;:!f 0. Dunn kinnen wir & gus der
sraten Gleichung eliminieren und erhalten
4 =-£r';-(.n”- X - ,t“;'

Diesen Ausdruck fUr s setzen wir in die sweite Gleiclhung
ein; diese erhilt so die Fomm

x*= 4+ Bx" 4+ C ¢t (hierbei sind 4,B,C wieder
vorr dem x* noch von s noch von t sbhimgig) .
sir fubrer hier noch eine Unterteilung ein.
) Es 04 0 =0, also B X'= x% A = 0 . Dies ist bereite
eine Gledchung¥ ( u, = =1 yO0).
2)C of 0. Uir kinnen denn t aus unserer Gleichung ausrech
nen und erhslten einen Ausdruck der Form

t=Dx"+Ex*+ 7%
Diesen Ausdruck fur ¢ und den frihoren fiur s setzen wir
in die dritte Cleichang von IV ein und erhalten so eine
gleichung der Form 6
x'=g+ 4 x" +J x" oder
Hx" 4+ 3 x*=x2406=0
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O 6

:  LOREA WiTLfC &gy Form y
nleht elle are rfizienten der x verschwindon, stel
eipe rbepe cay.
Vorpussets  ng: WGKL ¥ O ( 0.B.deite)s

\'_&’E@ b u1
vlr kGouen)ninsluen, uw, = 1 , ds wir die Gleichung wit

dirfen
oinem pessenden Zanleniektor miltiplizieren kbnnen.

b Aot b

ir setsgen nun X'= 8 und :3-= t . Denn lisat sich unser

|
1
Gleichung durch folgendes Glieichungssystem darstellen;
x'w - u, ~gu, -tu,
’\--g:, = |
-:{-N —~—
xt= t
Leg ist eber ofiny Oleichungssystem der FormIV , stells
|
8250 (8.0.) eine Zbene der, wemn dis Relationes -
frle tag) = Almaey) i
A oA = Rfﬂ' I
wf =LA |
P i J:l-;ms‘ |
npar LUy A= A =0 eritillbar ist.Die sweite und
dritte dleser Nelakionen bessgt aber gerade
M =0 Mt-l -"?'-r = :_,
Fe : Weley mbenen.
Wir fregen: .ie liegen 2 Lbenen,dargastellt durch
B 1) uzx+tux+tux+u=0
YT | . !
— 2) x' + vy X'+ vx'+ v =0 szusinander?
I
Dags die Pedingung hinreicht, ist klar. ¢iX beweisen
|
Jetet ihre Nofwendiglait. o
|
| et ]F
” ST
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Be sel u #0 ( ol.-B.'ﬂ.-..A.-) jdarm bestimmen Wir/c 80,
dess v, =Zu, = 0 Wir setzen

vV, =Au, = w,

T‘.a "'-2115= '1-

v =lu,. = w
i ¢ 4 2
Multiplizieren wir die 1. Gleichung VI mit % und sub=-
trahieren sie von der 2., so0 ergibt sich @
o) wx +wx’ +w =90
Die lumkte,dic ¥I¥% VI 1) , VI 2) erfullen,sind die-

gelban,dis VI 1) VI (X) erfillen. Sind die u . nichi

den v, proporiional,so ist nicht w, = w, =w_= 0.

Tir untersoheiden die Mille

i

A)w, =w, =0 Wl
g) Btwa w, 318
Tw Falle <) ist 7T % nicit erfillbar,slso hebem VI 1)2)

keine gemeinsame LUsung, Die tbenen sind nicht nur

night identisch,soudarn Boben keinen gemeinsamen Punict,
sie sind parellel, Wir sehen also,wenn wir die Bedin-
gmg w, =w, =0, w 0 fur die urspringlichen 1,

voformmlieren: §

tional ¥, s seres V, i85

(= R = B._:fﬂ?)
v.‘l v[, ‘5 v|.|I

Im Felle 5 ) fommwliert fir u;, v; ) bebaupten wir::
nie “benen ( VI ) schneiden sich, wemn mickt uw,, u , @, 3

proportional V. Yia Vi 'l

Zum Beweise genrigt es,unter dieser Vorsuscetzung zwis
punkte ansugeben,von denex der erste VI, 1 und VI (k) *
erfillt,der sweite mur Vi , 1, sber nfoht VI (%) . l]
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Denn damn kinnen die Ebenen weder parallel noch iden—
tisch sein, milssen sich selso schneiden. Diese Punkie
eind, wie leicht neclisurcchnen
a) =0
L Ly

o, S-— S
ity

4 A H
x= h.:l f" Ly — M X )
b) %= ¢
x_L: k.z-.‘— £

1 i v
==u:’:’{ﬁ-f¢¥—i{;?.’) 1

Diskussion der Eb ls .

u ¥#40;u,5-1( 0.B.d.A.)

o) Kein u varauuwmdet; Dann lautet die Gleichung:
ux +ux +ux =1=0

iese ibene sehmeidet saus den 'Koordinatenachsen die

Stucke 1L ,1 wd ]l =sus,d.h. die Punkte
iy Wy w;
PTE i, 0,0 )
a,

PQ{F,;_,’}}

U,

l‘r}i 0,0,1 ) pgenigen der Gleichung.

L
I"j} 1.1‘.'=‘} ui, 113‘0
Liese bhono ist sazallsl depr x- Achse, die ja die

Gleichung x* = x'=0 hat, dorn die Pumnkte ( x'= 0,

x' =0 )} gentgen ibrer Gleichuug nicht, Wir kinnen ums
den ferallelismus als Schuddt im Unendlichen vorstellen,
denn je melr wir u, g&t‘,@ Liulle etreben lassen,um so
grogser wird doy Abachuitt x =3 auf der x'= Achse,
um 80 ontfnarntar- algo der Sum.it%;unkt. Auvs den Ubrigen

Achsen scLueidet die pbeone die Sticke L , 1 sus,
W U, '
j)is sel u = u = 0, aleou, ¥ 0.
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| ¢
Dann ict die Fbene ” dor x'~ Ackse und ]I' der x - Achse.

It

deho | deg (1 , 2 ) Thepa.

-

Thra fOleichang st x =1 ; oder allgemain

Moza Shene ist parellsl o,x o+ u:x' + ujx-" - 1 = 0., .
ir hgbon also Zir dief cinzslgneallle das Entsprecuer - |

Ge wis in 1). Unsere Slsichunz stellt jetzt aber mur

menen der, dle durel des Luwilpunkt des Koordinatensy-—
stows gehen. Jom w,. O+ 4 . 0+ u.. 0+ u, = 0
]

ist Gguivalent mit u, = C.

e
"-t:gi_g_g_i‘-:. ze Laze Yon Geraden Ihe

Auch hier wie bei zwel Ebenen Ribt es 3 Fille:
Die Geracs schmneidst die KFhena,ist ihr parallel oder
Liegt in ihr.
(tleichung der Geradsn : x' = xo" + t b;
" " Ehene :uf::’+ulzl+u‘z“+uy-0.-
Gib% 85 geweinsaws ruukie,sc ist
1:{[ x;+tlf{’} + x‘;‘+th") + cies *+uy=0
oder i l,rs"'J-_.;'-,L:' HF Ay = g
Hien::i;::'iat uns eine Bestimmungegleichung Wr ¢ gegeben ,
und zwar iet sie lineax:
ted +#3 =0
£1le upd nur die Werte 1, die diese Gleichung erfiillen,

bestiuvmen gene inseme Fuunkte der Georaden und der Ebens,

Fall 1) Ist A ¥ 0, sc iot t eindeutig bostimmt:

-

t = -E. die Gerade schneidet d.Ebens,

» i
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2) Ist A = 0, so ist zu unterscheiden:
L) BHFO
pf) B=0 .
LK) fohrt zum Widerspruch; es gibt keinen Schnittpunkt;
die Gersée igt der Ebene perellel, .

Im Fell <4) ist die Gleicluug t. A+ B =0 fur jeden
t-Wert eriillt; dis Gerade liegt also in der Ebene.

Yie kenn man eine Garade durch zwel Punkte legen 7

Gagebon seimp dis Punkio :

e =T = - L: = }'ﬂ
Poﬁ{dbu"}.xn 1,:0 0,
Pd_—_—_'.{.x';nﬂ;x:-?;::.:rw)

P sei der laufends Punkt mit dan Koordinaten ( zf )a
Wir schaffen uns den Vektar 3 P . Dieser hat die Koor—
dinsten ( x:.— :cé} , aleo:

P=( -3; 6 ;7)
Jotzt konnen wis ¢ic gamachte daradengleichung sufstel—
len. Sie ist @

x'=3-31%

x*=1%0%

xV =0+ W%
Die © unkteq: Py h:c}':; ¥, euusprec.en den Parameterwerten

1=Uh5w. L=:l--

W eine Ebene durch die
' *) . x) ?
P (x‘) sfe der laufende Punkt. Wir schaffen uns die
Velktoran P_P, mit den Koordineten ( x"l— x;)
nﬁpi n " L { x'l_ I;)
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Die pesuchite Fbenengleichung lautet dann:
.Fl__fm.’a_f.-4.i~_§__L.xf—_::_‘,l.._+_ t ( xi-x:)
Dis Punkte B, bzw. B, brw. P, entsprechen den Paramster—

warton 8 = 0,4 =0, bzw. A =1, t =0 bzw, 8 = 0, =21,
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Jdarstellung giney Gerpden im Soum Gurcil &% awel

.
i
e
3
-4
=
~
nt
LY
+
o
|

- b o -
2) VX' 4+ v.x"+v.x'4+v, =0

1 2 3 4
bestimmen eine Cerude, wenn nicht dis Xoeflizienten der

T P L T s e ] = Ta 4AaTH1
CUeioTen DIeplriional Glm_-,{,,;r.; LS I OUNE

g = Ay ( 1=1,2,3)
lerf glso nur denn o gelisn, wenn

Wik 2 ist. )
Unter dieser Voreussetzung bedesuten néinlich 1) und 2) zwed
sich schneidende Zbenen (s.S5.2%), deren gemeinsame Funkte,

glndeutig besdn=t agt.

genz gnalog denen im
21 ff.), mar dess wir {iberall eine Koordinasts

:i.'LL';'I.-Ln':. k_ IL: - 2 | I1l. F

Tarar __.Jl” urs‘f‘e___ HT \ib.f. "31 _"-."_‘-

ine Gereds el gepeben durch sinen Tunkt Z—U gaf

ihy und die Ziehtung aines ihy persllselen

%

7 gl sl { | o
Dig Goradd duyel die m,ﬂf te/ Pg und I, Tu{cl “prmech Idiﬂ:g%

-f'tﬂlx t w.rn.Ja' : gleigm@ 23
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Vektors b . P sei ein leufender Puukt euf der Geraden. .
P, nabe dig K Shibels i = 1 2

o cordinaten x_ (x,%y%x,% )

P hebe die Koordinaten x> (x1 ,32)

B . " bl (v}, 59

t sei der Farcmeter. |

Unter der Veorsussetzung, dess b # 0 ist, dass elso nicht

1 2 ) -l
b’ =b" =0 ist, eriillt dis Gersde das CGle ichungssystem
’ i i o 5
[lu.u) X" =x" + 1b (1 = 1,2)

Unkehrung: Jedes Glsiciimgssysten (II1I) liefert eipe Cerande ||
1

in der wsbens, susser wenn h' = bE = 0 ist.

Geradengleiclmng ohns Parsmeter.

1. Jede Uerapde genizt einer lingaren Gleichunsx der Form

3 1 2 _
CE.:‘:' u, X + u,x" + uy = 0
(Debei soll nicht u, =u, =0 sein., )

II. @Fsde lineere lsichung der Form '(vo), bei welcher

nickt beide Kosfiizienten der x . ve rachwinden, stellt
oarnaly

gine ssewe der,

Geponseitipmes lege zwoisr Gersden,

_— . 4 t &
t."."la) A B sy AT by =
t R A
AR 8 x4 "."-L):' r'ﬁ'b:‘
1. Die Leraden Viecle und Mled  sind denn und nur denn

identisch, wenn elle Keefiizienten # . den entsorechenden

~: proporticnal sind.

2. Die Ysraden sind persllel, wenn M4 4, proporticnsl

¢

3, Die Geraden schneiden sich, wenn nichi M, M, BLODOTS

L

Ay, h aber nicht -z, =, | 3 proporiional ¥, Vs

tional 4 LA
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& -..—laic}ég d. 1-'-:11';»/

f ...z.im;%é fLerAl veé::h‘-:.-'
Ziskussion der Gersdeisle ie lmng.,
]

1 M‘u-‘!’ - f,;ril.)l"l..d.Ll l:.j"r}

s ) /M’-
sF O 4

L t?,;;,aﬁ.ﬁ.'ﬂffg.z"{?

§ Kain Verach: det, I 1 ;

.) o, verschwindes, Dern lantet die Gle izhng

2
Mgk * g =4 =(
|
L,.i‘r-" :I-"_"'r'E-.._i- = Y riad . sy % g b3 =
=228 Seimeldot aug den XKoordinatensohsen dic stitcke

Vo

-— T o - 5 . e P i

prl e o aus, d.n. die FPunkte ("‘:" ﬁ-)

“ P L)
|

ER ) oy T - : !ﬁf z}j
Sedllgel QB blg losumge,

(1%5]
»
1]

Gia lere o C0e CLir e & 2y T i
_J..L},Z!{Z"__._:_\..G gent duresn den Mullyurkt . Demn der Funkt

Y z el - -t
g genlgt der Glsicmung

iy

1
p7F A xte e &
Lis Jeaipmmung o, =7 ist hierfir zugleich notwendig ungd
hinreiciend,

Eeweig, dass die E‘Iaglins.tar_-trﬂns:“snuation

oy = P 2 r [
(L) £ = 4% 2 & A £ ‘,.".«';,(rz.z_:l

fet
B i I

in runkt, Gerade inm Gerade, Lbene in Ibene und Parsllele in

bel sktiver Usutung affin ist |, ((1.31. desg dure]l

Farallele Ubergefihrt wird. vgl. 8. 13/14), Wir missen
vorsusseizen, dass die Vektoren 4] linear unabhingie sind,

K
Anders suscetriickt 11

>

B 3
A = s besteht nur fir ){4 = At A=
'}

X
2
=
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- =]
i@ cen

3 | e e R Y e F T 2 ol B ——
<416 LBLELEe sormulierung ist deswegen wichitlg, well s

Vekioroegrliil nicht mehr bepmitzt, sondsrp rein algebraisen

ek , oy K' A L. T e Tl f I

&) dJeder Tunkt 4" bet genau einen Eildpmkt [ . JES
| |

ant ohns iteres aus I herver.

1b) Ungekehrt gehirt zu jedem Punkt (x) gensuein Punkt

‘.-‘1','- Ua dis 4 linear unpbthingie gsipd, kbmmen wir beim

lransformaticnsgleichung aven vom gesiris

T Mo UL * st F — £ % g
ehenen System | 9 ) J susgdhen und erhaliten eins Gle i—

[ s 1 jr’ ,."’ i
(I') P = 4" 2 ¥ 2% Imr-{,:_.;j
S /f:d'

f I
] — - . £ )
jebol hebsn d0 die Koordinsten 50 e
Pt SRR ol T - ! ¢ im gestrichensen
: — . System
die Vektoren M) o < & ¢ ) iy

(I') ist (I) Zqiivelent. lien kenn I' ernalten, indem man

I nech dem /¥ ¥') sufltst. 4Lus (I') ersshen wir nun, dass
\.

jedem Punkt x gensu ein Punkt X' eatspricht.

Aleai Die Funktebbiléung ist uwukehrbar eindeut iz.

24) Jede Gerade g' hat gensu eine Bildgerade g .

] (V]

t
. . i X SN = .
Wir setzen diesen Ausdruck fir ! in das Treosiorma- .
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Und ern J'Iu'-J'_'_l
- 1 !
1 1 . fo g la
(] "= +f 1 i it
X:/r;.ﬁ.ﬁ'!ﬂ - fAT
Ken "
: ; Pl | il { l‘."l
A = f ¢ 5 &y il #f/-f"‘,
o '
4 4 Y ¢ g
£ p1e Zoag (4" #HE
» .
Oder nach t goordnst
. ¥ . i : «!
4 {4 = - ‘ £ 1 G |
/\f = 4 — _.__ﬁr ’(5 - .-"/ Azd L) €
e | e s
Ules ist sber ein Gleichungssystem der lorm III fffr die
e B o A L Ay L = x " ! .
£y enn Wiy /{ +__‘_ﬁ,;_ '?II"I‘-.., ‘;Irﬁ“‘ | EEelad ;_)_d’_r té-‘r ;:,-{j:x
i 4 1 i
satzen, Duos System stellt eins Gerade 4 der oder, wenm

T adiad

~E88B aLET
als AbDiy
" " s LR
Hieat aus

LT T e
L SR

i
el d.

YersCawinlise iy ‘f{)" Ve fh l_‘_.] -

e ist uumlglich; demn denn hiitten wir einesn Punkt

(8555 2 F

einer Gaersden) gehsn eber nur aps Sankien,

Geraden liervor.

/

q

TH i

-

in der
dér Symmetrie der

wBECn

aucn:

2

— ¢

baiden ioordirstensysteme gilt denn

)

A
'IqL-,I'

2b.) Jeder Gersdeon g im System |[() ., | entsoricht eime
- &
. = r"'] J o | I'Jll = CY - i
Gerade g' im System ([ 7, (nicht elle b = 0 )
Also 4 r
Ee—E .

-
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3 B.) Jods Ebene g'hat genau eine Bildshense .

i Jrl"

P lll f
segeben et : xf = xK +50f 14’ (k=2,2,3) .

#ir setzen diegen .Ls.wgruck fir xX in das Trensformstions-
system X (I) sin und erhslten

" = t4+;;=’j_fa;( xoxi+sbﬁ-+'tcx:)

i t*+:é,a,fr{ - Sl sbv” + ¢ ¢)

x = 1:3+;i'_a.,';.( xo“'+sb‘r'+ te)

ouer nach s und t geordnst :

[ L q 7
A i 3 iy Lo
x = ‘ +2:';P"'f 0 +5{‘?t_; a#h)'f"ﬂ[

£ b
W=t aﬂ'c }

{ £ =1,2;:3}
Dies aber ist ein Gleiclhungssystem der Form

-

x"=x1 €80 + teo',

wenn wir

1 x} . 3 %
T s B X =X

eSO 0
E I T
- &y Db =Bb
#ay g
i 4 = -y i i
v BK c = C ECCEBN.
Kes

Das System stellt eine EZbene dar,susser wenn einer der
folgenden Ausnghmeftlls eintritt:

%) Alle b = 0 und alle c'=C.

Das ist nicht miglich,denn dann hiitten wir einen Funkt
gls Abbildung einer Ebene; Punkte gehen aber nur aus
Punkten, nicht sus Zbenen, herver.

4) Die b sind den emtsvrechenden ¢” proportiocmel.

\
'd.hi J’“’Er*.:l,f:

ngenomnf £ L0 (o.Bedolis)
Dann ist
S T
b =—2¢
V

Diesen Ausdruck in die Parameterform dernmbenengleichung

girgesetzt, ergibt:
E A & A
x=x +e¢ ( &+ = s )
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mngssysten (Farsuetere=r ) stelli eine Ge—
Tede ter, Wir hitten sine Gerade als Abbildung einer
Lbens. Das ist nicht mUglich, de (ereden nur sus Gera—
asn Lervorgelsn und nicht sus Zhenen.
Algo in der Tat
8'—a &

Wegen der (leichberechtigufln der beiden Koordinsten—
o . &

T e s T e 1 5T 14 A}
Sfovela Zilov dann suen :

3 b.) Jeder sbene e entsprichit eindeutiz sins Ebene e' .

Als9

£ —— pf
D T —

4) Dig Parsllelitsit bleibt erhal ten.

Fgrallale kbenen misgen in perellels Ebenen tihaygaftinrt
werden,dsnn hiitten die Eilder eine Schnittgerade;so mili—
te deese wegen der Gersdenireue eus einer Schniktgersden
hervorgegengen sein. Das pnteprechsnde gllt flUr paralle-
le Gersden.
pDie Sttze 1 — 4 enthelten ddi Bohsuptung

Unsere Koordingstentransformetion

H k|

i o ; ' 4
x=t +< ax”
ger %

ist wirklich affin,

Tir die Affipitet der Formeln II der Ebene verlaufen

die Deweise entsprechend.
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selmerpunkt,

Uen Iunkten ®,, P,y siee, B, seien bzw. dic Kessen
ey Wiy eeews, u sngeheftet. Wir lassen dam eincn be-—
stimten Tunkt O fest und ordnen jedem Iunkt P, den

Vaktor O P; = ¥< zu. Also
L% |

o _./" m{: f?;‘!' =0 p{
/ /3 ‘?1 ) 8 .FL

f;."—‘ﬂPj

_— —_ _n-—+-
r Byl £ s Der Schwsrpunkt der gessamten

Lggsen gsei 8. Ikm ordrnen wir den Wektor
= J%¥  zu. Denn wird § de-

finiert durch die Glsichumg 3

Vi S wie® IR =

15y

2 ni(3i-4)0

2w
dir setzen s*m* = m und nehwen an,dass m ¥ 0 wird,
Ald

Hierbeil kiinner einzelne m " auch nezetiv sein; das hat

e 38
rwar in dér Uschzuik keinen Simm,wohDn Ger Elektrizi-

tEtgslielire.
Aus VII folgt:
VIII s f = ﬁ fm"ag.a

PR
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i Seliverpunktasitze.

e e —

~. UET Schvervunkt von Massenpunkten, die euf sipner Gersden

Ltiogen, liegt euf derselben Gercden.

2. Her Schwerpunkt von Massenpunkten, die in einer ibene

lisgen, liegt irx derselben Ebens.

Sewels gu 2. : TWir legen des Xoordimatsnsystem so, dass

e b

=
|-+

¢ lMessenpunkts in der Lbens =x/=0 liegen. Dann lsutet

die Gleichung fir die dritts Koordinate des Schwerpunits -
3 A -
Az S =0
d.h. 8§ 1liegt such in der Lbeme xX/=0 g.e.d.

sntsprechend ist der Deweis fir 1. ;3 wobei wir die Achsen

g0 legen, dass die lgssenpunkie aul einer Xoordinatenachse

liegen.

la) Der Schwerpunkt zweler Punkis P, ,P, mit gleicher/
liessentbel ecung ist cder Jfittelpunkt voo P1P2.
e sei nEwmlich AA. = MAy= sn . Denn lasubst

die Schwerpunktsbedingung

G "
0 fe '."-”W_- ﬂl% =

] g.€.d.

3. Affine Trensformetion des Schwerpunkts.

Das Bild des Schwerpunktes eines Tunkisystems bei sfiiner

Trensforuation ist der Schwerpunkt dexr Bilder.

Beweis : AfPine Transformationen fihren gleiche Vektoren in
gleiche Vektoren iiber; demn zwel Vektcren A'B' und C'D?
sind gleich, wenn A'B' || ¢'n* ume Aave H B'D'. Dann gilt
eber auwh fur die Bildpunkte 4,8,C wmd D : AB[fcD wna
AC // 3D, 4.k, AB = CB. &8 gilt von der Transiormaticn Iur

1l

i
den Sehwerpunks S'{P‘1,, e esaPy )

0'f' =L 5 mi0F ¥




' St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

cogtion sei

“E Bleloac Velloren in gleichs Velktoren ';..L'tﬁl‘gif;-.-';."_lhé._ﬁ,ilt denn
X% (£

auer aie lesiehiine

~
W

-

d.hh. 38 1st Schkwerpunkt wven },1, R e
[ R TR . v B M Sy e Loy - P
%. obE e Gill mED Cén Semmerpunict

iinden, 80 kenn man die Punkie zu Teils;

1l amirmapennleb e e L ANt v I . . Ta1yl
LiSCnwersunkis; wobel clese wmit der Gesemimesse eller Funk—

T = y Mormm s o - e o o [ - P = |
Pl ILNren den Jewelis mx Iuwr einsn SCnlerielld; wme
T nolinhlraidar Am ey Ao 5 gy Y TR TN e T
UGESTEAGILICa el td]l Y peE@lCnrungsn Zu VeTrmsldsn.
4 ah oy A18 YO
e — R o — - —
oy -t .
- - "
. B £ - i -
g— i & D = = — P SR e = -
e = W e, P i A = o, M f e L
R %54 i
F . e = i v P B o oy A —_— i 5 r e e
1T DASLIMESH G8nR 1€.-_8CIHC D I’ - VoL = s il . QX Cn
T 5
T e B i e Tt
el ..'\.F-lqu.IIa.IJ.“.__
o
[ -
+ - =
e e i =
 Nahes
B 0 o e 7 == - =
UDBEeT JvEi i UDDEE & Wl
= —
- = — "_" = -
H - - - e -
-~ ey = 2 = —_— -
e g -
N T e
& g I - £ - — = B - —— -
JEf 18T BOET BILE-E BELCEIEE £2R 26 S Evsy s e T %
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seomecrigene Anwendunpgen der Sechwerpunkissitze.

L. ¢ Gegeben seisn drei Punkte 4,B,8 allgemesiner

Lege. Jeder hebe die linsse 1 . Behauptung: Jede
Iittellinie des Ireiecks ;-;Bcrgeht durch dsn

dchwerpunkt S won 4,5,0.

——
% £.7 ‘*-——-XEG C' 201 sine solche Mittellinie. Um 5
7 4
T A zu I'indsn, bilden wir den Teil sclmerpunkt

=

die llasee 2 bekouwmt. Denn bilden wir den Schusrpunkt S

von A und B , der nach ls) mit OC' zusammenfillt und

s

E* ané $ . Er lisgt nach Satz 1) s © C'. Aus Synmetrie

yon

A A,

o

grinden liegt er such suf B B'" un

2. -Eagﬁhun seien vwisr Punkis _a1.a_2;-.3.-.4 gllgemeiner Lage, die
glso ein Tetrseder bestimmen.

Behatptune: Die Verbindupgslinien dezr

Ccehwmerpunicie der ginzelpen Seitenfliichen
mit den gegenliberlisgenden Ecken schneidsn

gich im Echwerpunkt des Tetrseders.

§1,EE,E3,E4 segiern die Schver unkte der Seitentlichern gegen-—

iber won ‘:‘i’ ‘L‘E’ 43-.3, By e tnm S =z finden; bestimmern wir

den Teilschwerpunkt 34(1‘-.1;';2&}} und denn den Schwerpunkt 8

vou B, und A,. Der liegt mxk mech Sstz 1) auf A,B,. fnelog

liegt er auf A131$§.232 vad A.B.. (Ein entsprechender Satz
e

gilt fur jede beliebige liassenbelegans der Punkte n,l]

3. Unter gegeniiberlieggnier Kanten 'Yerstone man solche, die

keine Ecke gemeinsem hsben.

Behaunturz: Dies Verbindungsl inie, der Mittelpunkie gegeniber—

liegendar Tetraederkenten scioneiden sich im
; Tetraederseciwerpunkt und werden durch ihn
A, = A, halbiert. Aghohzh, sel cin Tetraeder

1'5.1, AE' ‘6‘}’ 1";4 sgeien mit Gen gleichen lins—

Alf‘ 34 sen belegt.



=
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I‘»"-.l 1-'52 8ei eine der Verbindungslinien, Wir bilden die Teill-

SN We T ; — : ¥ .
awerpunkte wvon 5.1 ung A, und ven A, und hy.Sie liegen

ngeh  1a) dn By baw. I, Der Schwerpunkt S des letrseders

licgt pach 1) elso guf kqli, (entsprechend fir die saderen

R i = SN VL. | i i . . - = o
‘erbiodungslinien ¥ De ly und I, Jje die lasse 2 belkommsn,
80 lieggt nach 1a) § im Mittelpunkt von 1, M, .

& Dida ke : L R ] }
L16 ubers dureh die Schwerrunkte dreier Seitenflichen

1 T diwn = 3 z . i - -
im Tetrasder ist dep v:'effen Seitenfliche parzllel.

T: wr g o - T = = L - & .5 E
H8WBe26: Mir das gleichseitige Tetrasder wird der Satz als

enschaulich evideut vorsusgesstzt. ir kinnen sber aus dem
leichseitygen Tetreeder jedes beliebige sndere durch affine
Trgnsforuation erhelten (mech S5)%. Dsbei gehern nasch Satz 2
Schiwerpunkte in Sehawsrpunkie tber und slles Parallelititen

bleiben erhaitsn.
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. ] E ! [ o= = G PR . 4
¥ %, Flieheninnhalt, Rewninhnls, Determironten,

e e

“olbuiz ot zuerst die Deterninenten e ingefiihit
Mol Zwar, um linesre Glelchumpen mit merreren Unbekemiten
Ceguan gul'lidsen zu kint Bn. Wlir fghren die Determirenten

dura: die Thagrie des Inhalts ain.

isdier, Detsminenten (Bamrl 2. G8sche o
"o P -~ Zinflhrung
(Ubersetut v.Leitzmand)
Howelewski, De®rminantenthecrie (auvefilrl ich)
caratheodory, Roells Junktionen, S5.206 £f.
s gibt drei Prinzinien der Iznhelitsvergleichungs

&) Eimurex Eoncruente Tigurer hsben gleiclen I‘r.ﬁ_‘amlt.”

LA T T L P = ' Tt 3 =
b Miruren heben gleichen iohelt, wenn sie zerlemunessisich

Bind, d.h, sich in kongruente Sticke sufteilen lessen.

B

o ——— W

L &
=i EFGHIK =ind zerlegungsgleich.

z.B. die Figurern ARCD und

¢) Fisuren haben gleichen Inhelt, wena sie erginsunssgl eich

gind,d.h. darstellber sind zls Summen und Diffsrenzen
kongruen tar Stiicke.

£ ad
E:' T 11 z2.B. ABDF und ABCE sind

\'1
erginsungsgleich, demn sie
\ S ¥ sind die Differenz au# ABCF und
Fg & 4 dem Dreieck BCD bezw., dem zu {
ECD kongrusnien Dreieck AEP. i

1) Wir werden in diesem Parsgrephen nur seolche kongrucntsn
Figuren betrachten, die dureh Trenslation odsr durch Spie- .
gelung suseinexder hervorgehen.
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‘erfeiverurg der Inheltsver gleichung in der

—

—

et

&OBLG darch EBinfthwans cines Umlanfssinumes.

o f 4 f:;
Fd || % /,
a - - il & WA i 4 -
2 b 4 A A B 3
5?55

%8 sei ABC ein Dreicck. Wir ceichnen von € eine
Geradel dizc AR in 3 trifis.
Bs sei  amc = A,
ooz = 4y
asc = A , wobei die 4 die Fluckonin-

fnalte bezeichmen. Damm ist A e .ﬂ,"" )

Lisgt eba> I richt zwischem A4 und B so 15t :

111'_'511;'—.4;_ oder ’d = -'j;"'-’ﬂ.;

bar, wenn das Dreieck ABCD =nicht wamittelbar ansohsul feh,
sondern duren die Koordivaten sainer Funkte gsgeben ist. Bis
bestalit derin, dass jewsile die Inhalte der Teildreiscke mit

¥ersenicdener Verzsichen in Anschlag zu bringsn sind.

Unt disse und eneloge Seimisrigheiten zu verneiden, Wil-

det man zu jedsm Polygon eire Funktion der Leikenkoordinsten,
die dem Betrsg nach gleich dem Polygoninhalt ist,die eber

Je nach Lage ihrer ickern won selbst verschiedene Vorzeichen

annim®, Hiersu dient der Zegriff des’Umleufssinng; er spielt
in der Lbene dieselbe Holle, wie suf der Ceraden der .?imtunﬁi

begrif’f, der den Ubergeng von Strecksn zu Vektoren erudglieht

dJir flbren die Fetrschitung nur fUr Parallelogramie

Dicge Fellunterscheiduns ist prektisch keum durchfilhr-




t. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

unc Dreiecke durclh.

Eiren der beiden in der sbens mbglichen Umleufssinn

~ fubren wir willkirlieh sls
-+ st 1}
) % 34 : Jpositiv, ein (man wEhly ge-

wilmlich den den Uhrzsiger entgegongsseizten)

Jel ABCD ein Perallelogramm; A = DC = % ,

_'3‘; £ = b . Jemn definiferen wir : (a4 ) ist eins Zahl;
"t ikr Betrag ist der Flisheninhal t von F!
> /7 ABCD , begzogen suf eins willkirlich) Fest— '
A i’-‘:il;-g ‘A pesetzte Xmewoorts Ilichoneinhe it ; f,q.l.ﬁ-) |

ist positiv oder negativ, je nmchden der Urlaud in der Rel-
henfolge A, B, C, D gemiss der friheren Testsetzung po— i
sitiv ist oder nicht.

Lenn gelten i f mLE:'j mehrera Hemhenregeln, die,
wie gefordert, von der Lage der Vektoren A und A nicht

mahy ehhiinge:

K. k) s-lhal s ml)= Je(0h) [0 da) = (fhd)
2 £2 & £
AT ,7) j A
s A !
- f -f —_ Rt =
—= 14 @ TN,

Beweis nach Tig. 36 ltlar.lf' Jé

%. Mo b) =Alad) = (4.2 %)

sadeis entsorechend der schrittwelsen Befinitdnn des Vel—

tors A4 in § 1:

_—

a) A 20 denn bat(A e d) desselbe Vorzeichen wie ;4]
L i
und ?\-(mr-fr;' . e genlgt mlso!nur noeiy, 4ie Ei'usc::lutaﬁ Se—

trige zu betrechten lf*‘“l’e’)l =} Al l{}] ;
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Lo
o) A panz Hewels klex nach Fig.3Y w
A .
)y A gel 2. Ty 1%
A gobrocnen ratignel; A = % depn zZer §oE
'l aar
| O R N . ) -
legt men éﬂ,}/&j DEV . -’Pl,mfﬁj r 5 R v
bzw. p Teilperallclogramme der el {
|
rorm % 'dl ‘ﬁ'l R--a-g.-_,}‘-i J—-\. /‘a'-—" }// / /
: 4
a/a' R Irrationel ; 3 Feweis turch Grenz-— F}a?
\_',h'.‘,l‘_':f_“:.a\. -
L"‘I = " ! [ \
A=0 Daem Tolgt '?..{A-:.«E-,- =2 n Ay eus IX .
o) ML O _
Jenn hat -:ln?'., rJ sntuusengesetztes Vor—
zeichan wis |_f:‘l.‘1.r »e': . Fur die sbsoluten Jetrige gilt der
demgais a) . r —7\
/ -/,éi b
i _ —Aa
A
t b F 12
JUEr 1@ GIGICIINg L.Jnj'lfr' =4 .fn‘-'L,fE-' gilt Cer podalope
Daweils

L. [an + A& & JE'\ (4, A 'f'/-’-/ﬂb, (Usvalieri-Prin=dp

+ der Lbene)
b s
P A & ph K cer (mA) gogeben dwreh ABCD.

g Wiy vekouuexn (M, ,‘E*{-/Mm-) durech
Abtrspen des Vektors pfMMa von 0
gus. Sgjin Endpunkt & liegt imwer

F"ﬁﬂ auf der Parallels zu LD dureh O, JE

E1"'F,;-—* Tig.}:j:l also l('ﬂ;ﬁ‘}!‘ ..:;’;d‘l-f fg'*'fuimi}’ » BbOT

etch die Umleufsginne beider Farallelograume sird gleish,
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; ¢ LS > ~
Tt 2l AR L
Jann ist :
% e = =
ML) = [ d +AL f:."-"

Decl A XOpmen wir & vor die Klammsr sctzen.

fo = [
o L 5’?:. A ":
. . Intenrecnend finden wir:
_ , S
. ¥ = 3| T . “ P - Tl
.'{"1 g e I gﬁf-'sLﬂn"fWM M z«fe‘m"fnﬂ-w.‘-\uw—. MMEEI’__

I i £% A
..é_'l.-_f):._,v;\' = ) e

Also \ P X wad 2 G.8.4d
Crhe) = (o) the R
g ! i CAT
sRLSprecaend verliult der Eeweis fur
] & » 5
o Tt ) = (k)4 00
" o -

x11 % (nesied)

it Hilfe di.-eser L-r_l.i‘iﬂ.:ﬂ.:'_'j{f; Eomnean wig jﬂ‘tﬂt jedes be}-iabigﬁ
Parellelogram: fl"“f* bt der lbene ir Froportion sstzen zu
einem festen Crundpersllelogrema [m, At.) . 1, habe

| !

-

beztgl ickh rf,ﬁ,ﬁ 0 die Koordinsten Cy ung ch, Gadt,

"

" i
s L,h, f'{"'..raﬂ.!
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,_u:;ba die Hoordineten .f," ﬂwﬁfi

~

11

] g + 4%y

A i
'f;:":i.‘m? i'fzfﬂl_

*
Das wird jetzt eingesetzst in (,f Y wund nach XII

distributiv ausmultipliziert unter Benutzu

z von X .
14 = Irfl.f"ﬂ'f-hrf:‘fﬂdr[ f';.m* +

2% )
If "f-'l'fL}

I

- i -
o "c-'l'f-u {ﬁfr":l'l

Das 1. und 4, Glied fllt weg mech IX . Lusserdem ist

(M )= = [ 4+) nach IX

L
f'qxrﬂ—fn,,alj(f,, —4'-' {'\'

¥ | 1.\|
=g, ) 1«-:‘
Gir definieren sgllgemein @
s 2-reihipe Determinente.
IG“ i" = qd-tc =
c' !

IX bis XII lesen wir jotezt sls Rechenregeln IUT zweirei—

hige Determinanten. iithlen w3

L i

pir nimlich den Unlanfssinn
des Perellelograums ( Mg, M, ) els posetiy und seinen

Inhelt sls Lirheit deg IMilcheninhslits, S0 wird

el
f " -
i;'ﬁh"“'::': 4. E""':J’ft:' : l y

/ €y 6}
lso fUr
A= 3 A+ Q.L-'f?l-,.
Feba, +ia
IKI ﬁf ’E,"T '!f'-i ar
!ﬂ-‘ BT

Die zweireihige Deferminsnte Endert ihx ¥ orzeichen,wenn |

men die Spalten vertauscht}
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Speziell gilt
z? |t o 5 id
2

«. B o ¢
ciglreiligey

I
o

.'..i'.:-:-ff-@';..-' 14 Ty : e : o b mp = ;
( veieruinante , baider eine Spelte gleich O ist, ist

L2ernor :
i 4 4
15 ¢ g Aa
L o5 gy = LT'
P Al
(£ine zweireinige Determinaxn inte,bei der die Spalten propor—

tional sind, it cleich O ).
X~ ra' & ?L’&,*J.}*
R L B (L K

(Man derf den gemsinsamen Fektor einer Spalte der zweireihi-
gen Deteruinsnte wvor die Determinente setzen).
xx? @A 4t |t A

Fiig - [% = i 4

L"J.j_?,l Aj'll " A
(¥en derf zu den Gl@idern einer Spalte ein Vielfachés der

=

extsprechenden gf ieder einer snféern Spelte addieren,ochne

g=5s Cie Determinente ihrer Tert -'_.n‘%c'_ert}.

il B "~ oAy o # ]

ar? @R e @"c' [, |b" 2
I 3 = ¢t BE 1
649 ¢ A A a0

(Jenn die Glieder siner Spelte einer Leterminsnte sich sus

don (lelidern zweisr m%ten susgrmensetien,so darf men die

Determinents dansch suflésen).

Senliesslich folgt sus der Definiticon der " Transpositicns~

sate® @

XIII a bl [arc |
c d - El‘ri |

(8ine zweireihige Determirente Zndert ibren Wert nicht,wenn

men Gie Deilen mit den Spalten vertauscht).
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ias  LIT1, Tolgerdd weitere den Tormeln ljfi bis }I].If
entsprechenie Satge. Wir briubhen dort nur suf beiden
Selten der Gleichnnpen Transpositiozen (XITI, ] varzuneh—
mar. Denn gelten die SHtze ]’.I-I",yB bis }ZIIf such Tir die

dgilen einer z“&l“&lﬂi‘_:eu Jeterminants.

fus zxp {;1 Jf, J"{?“ﬁ;"
| ot & A gt o
folgt z.E. bach XIII I3 3t = = latas
R ]
e _|re e M a..:l's |

T (- = W e ] f |
RN I'a,t.E-' r 9 4 [ wa wh

:Z'I’]ﬂ;?u

v.E- = [& &
i ST ¥

‘ : 4 gt
| ﬂf-’ | gfdat AR 1@ «EL
s at Ji i A
| EI’ PRUTAINE 1T L P L (S
3 L £ - b i 'r ] L
| & 9 I av ¥ | PR
Anverdungen zweireihiger Deterwminanien

1. Berechmung von Genel t und Umleufsinn einss Dreiecks.

Ias Dreieck ABC hebe z.BE. die PEekpunktkkoordinaten

| & ) &
7 7 ¢
| 1 6 5
Jir pilden die m 4B und BC. £ie erhpllen dis
| Hoordinsten
B ¢
o g B
7-9 = =2 C-7 = =7
6-1 = & 5-6 = —1

pDean Liefert +(AB,BC) dem Betreg nach den Inhalt, dew

Vorgeichen noeh den Umlawlssinm veon .ﬂ ABC:

_ BS g 3
L(Aem) 47 | =+
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I_'] n . s 3T — -
<+ Linecere Abhingi gkeit von Vektoren,

g | 4 -
=9 in cex shens.

e

et 1l - ., o 3
‘wmel Vektomen A ung B in der Ebene sind dann und nur

LEnT 1 40 i T A R - " X _
an linesr gbhingig, wenn das von @hnen gebildote Paral-

1 £ - Y Lo i
delogram keingn Fléchenirhelt hat. Bs mmss algo
f 3
s A~
._"‘ﬁ'f%' v Eﬁi.ﬁ, d. rgﬁ ‘é'.-\'.-
L *""ﬁ
P& A

Tierdurch 1#s T o e : 4
~ierdureh lOst eich folgewnde fufgabe: Die Gleiclung eirer

Goraden ist zu bestimwen, dis durch zwei s pebensg verschie

dsne Punkte Q und R geht. Pevemoterderstellung disser
@ersden ist 5. 4%/ abgeleitst,

F geieip lagufender Funkt der Geradsn

o - 2 S e :

& S und &, ubgen die Koord ingten
4' [ . y

x vt z' heben (4 = 1,2)

Damit die Qerade durck P Q urnd E hindurchgeht, miesen

die Veltoren (P wund QB linear sbhingig sein, d.h. es

.|.ﬁ|ﬂ FE
' \ti_;::l P':L'hf:'
ST e
[[yb 1 T O
Il 2 & ¥ |
1.".5».1' f,»:.-x-flm;r T ) ap— Q«EM;.?';:.‘?

1 2

: R P o
sein. Des gibl /in X" und X, nimlich

; g o4 158, et
Aoyt A =1 = F 2+ 42

Disse (leichung stellt nach 3. 3L eins Cerade dar, wenn
nur nieht beide Heeffizienten ven x1 und x‘?’ verscawin—

den. Das ist aber kler, denn fir 2‘_ g‘;zﬂ_.;fz o=

wire Q =R .

b) Im Rem.

}M?aktoran Ahfﬂ‘) und  A(4%)  eind damn und nur
denn limear abhingig, wenn die stmtlicheqzweireihigen
Determinanten, die sich aus der latrix e* bt

ot A
a &
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bilden laszen, verschwinden; wemnn slso !'l ‘
.*_‘lf

! )

(aibl _[etd] st |
65 8% = | o243 Tlat g T ist '-

Polgt aus dew Satz fiir die ibene. Es muse also noeh ge~ | [

8% werden, dass 4t unt¢ A4 linear sbhiingig oind,d.h. 1l |

o | )/ wenn obige

besagty dess die durch #¢; als Prajektions-

i
i

or erzeuglen Projektionen von ¢ und

1

" v auf der (x ,xgé’ﬁben\e linear ab-

hEngiz sind,

a? g >
r}?? l"—"’}"'l ;;3" L

besagen das Lnisprechende fur die Projektionsn von A

3N e \ l
und A zuf der (x1x’ Ebene bzw, (xx?)ibene.

Ba sind also die Projektionsn von AL u..f- guf die Ko~

crdingtenebenen persllel. TEye nun ,-c-‘.'hl'f' , S0 ufiszten

die Projektionsvektoren A, 4; 4, ails ir der von i
' I

LR

wd Jf aufpespamnten Ebens liegen, sonst kinnten die

[

Frogektionen nicht parallel sein. Dag ist nieht dsr Fell,
denn Aeg By, Aog gind linear wnabbiingig.
(Diegser Beweis beruft sidi auf die .-lnscllc.uun;::.ﬁg-

Bin recunerischer Beweis felgt spiter.)

3.) Ebsung linegrer Gleichunggsystene durch Determinanies

a'lx e ,3'45 ¢’
1 }1 - lfl
LA+ 4 = sei ein lineares Glecichngs

gystem mit zwel Unbekamnten. Wir deuten:

gls Xoordinaten eines Vektors -
n " it M
'

" w " w




—
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Eg ist darn
e+ hkzg
Wir bilden LY ﬁe.&; = _"4—‘* &)
Nuch X1, kiinpen wir A“# fortlsssen.
ach X, e "y  orEetzex vor dic Klammer set-
zan, &LB0

"Ef[‘mf‘ﬂ'; = if’m-a‘;“

fnteprochend folgt aus [ 444 bb) F e t)

A ;'4:1,-45'} = :"tpﬁ'_.l

iir miissen Jetzt siue Fallunterscheidung durchfiihren.

P LA

:{"Llr &y . iﬂ. ,E'L

Dann ist dzs Gleichungssystem eindeutig l@sbar: Die Li-—

sung ist:

wh) 0 k)

(7ir baben mur gezeigt, dase, wenn o9 eine Lsung gibt,
es diese seimmuss. Dass dies auch wirklich eine Lésung
ist, folgt anelog B83¢74).

Sind belde Gleichungen homogen, so ist die Losung

X =y=0
b) W k) =
Dann ist ’j'ﬂ' = ;ﬂ,;}

X0 = [0k
ol) Bs sei nieht (a¢) =sz;-€-; 5/ . Dann gibt es
keine Lisung des Gleichungssystems.
4 L'.'.mt,;} = l’.f‘,f,) = Demn gibt es eine Lisung,
Vorliufig sei dies nurifur den homogenen Tall £=¢f
bewiesen. Dann gibt es nirlich nseh dem vorigen wegen

o h) =0
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#wel nicht gleichzeitis versehwindende Zahlen A4 80

A T e ;
dag® XM dLab =0 |, Ugnn Ak sind linsar sbhingig,
4.) ultd plikationssatz und affine Trensformetion ven

Fl.".l.ﬂ‘hﬂ il .-'b'!-_f't.-'&rﬁ_/‘fvflﬂ_ﬂ__’

Rad -« g 1 ) H - 5 )

=“el gffiner Transformation werder simtliche Fli-

cheninhglte mit derselben Zahl myltipliziert und satli-
S i1

cae u!‘?“.lauﬁﬂmm Ulgibsh erhigl ten oder simtliche Umdsufe—

Simc werden umgokshrt. (speziell bleiben Hleiehs Flichen

man des Hoordingtensyster durch Pareliele zu &
in ein Fleicmissiges Mascnensyster (Fig.3 v )
zerlegt, Jeder lamachs entepricht wieder geney eine lasche
nach: der Trensformetion. Wir kiénnsn abex Fl¥cheninhinlta
Gurch Smmmen solcher Yasohen beliebig genan annihern,
wenn die Veschen ldein zenws sind, Genswere Ausfilrang:
‘/ 5
umnd ﬂ:_' == 2iel Vektoren, die bei af?iner Trans-

formetion {berszchen in 4, und My

e - :
+ 18 1ist dgmm dies 3Segzishung

- sy

T -

Die ellgemeinen Transformgticns Hrmsln

, ; -
xie f g it bt
(vel.5. /3 ) lauten fur Vektorkomponenten
. &t
?1 = i :if ._p-f
£
de die Vektoren durch die Differenz von Ind— und Anfanss—

punktkoordineten gegeben sind, sodass beim Subtralpieren

1 {
A’ herausfillt. 4 sind hierbei die Koordinaten ¢
von 4 im gesirichenen System. Es besztehen glso die
< A
i

Gleichungen (wenn wir allgemein /.c‘fr} Mir ¢t gt
i -
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schreiben
2
'f%a!;,fﬁl = Ii ':f I’ﬁf{,ﬂ.l‘
iy - 7 f I
- G I*‘*:'Tf'ﬁlr = Illl']"?:‘ "ﬂ-‘ 'ﬂ*l /
sl
Fun ist gber SR =-‘-".:1:| ifﬁ,:.]rfﬁ,l_\ nach Definitia
der Q% . Also
! it
'V?H !r‘.ﬁ -’ﬂ . ’U"K f{a’lﬂ’ {’ﬂﬂ )
glso
-t Fl 1
Dabei iat L

"
. A i
jxﬁ Ul:%ﬁz?w

4 it
diggen Ausdmick setzen wir ein# und schireibsn .ﬂ fur-ﬁ.r'x

Dann leutet der IMidtivlikstionssatz fiir zweireipise Detem

1.

minagrnten

v,

4| =]%a;'f}f;] Gi)

Tir habven jetzt such gezeigt, dass der FlEcheninhalt ei-

neg Perellslogromms — und damit eines Dreiecks — und da—
mit eines beliebigen Polygone, das jé in Dreiecke zer-
legbar ist - bei affiner Transformation immer mit einer

2 - z i
konstanten Zghl, der Trensformstionsdsterminarts |£-'L,,| _

maltipliziert wird. Die Unleufssinne bleiba erhslten

oder nicht, je machdem Il'g_*:t ." 2 T
1) Dis vorstehende Ableitung von I':I‘Iz g£ilt nur
fir amis Symmetriegriinden gilt XIV auch

far o =.cr}|;:,.f H—'G’ . Aus Stetigkeitsprunden deher

f
guch Dy 7 [:
"\@ Kl
schtpft.

t|-0 « Dawit sind alle Fille ex-



F. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929 55 ‘

Flécneninhelt, fguminhelt und Detsrminanten im

dreidimensional en Fa.

Verfeinerung der Iphilisvergleichung im Boum durch

Binfihrung des Schrguibunmpesinns.

Durch die Vektorean A, & und £ ist ein Quader
L}
daduren gegeben, dass Jr vom Endvunkt von ¢ aus

= &
nnd £ wvom Bndpunkt von 4 sus abgetrugen ‘\«‘:ir&.f.FiE-r'}"}
£ 2
F f ' Vou Endpunkt von 4 aus gesenen
L . het (aﬂl.ﬁ- ) peositiven oder negstis
4 : : ] ; -
Y ven Hmla;r.liﬂsim.l. Diese beiden
Fy &2
3 43
UBplichkeiten nennspwir dis beidern "Schraubungssinne®.
’
dir definieren dzbei positiv und negativ so, dass
der Grundquader, den wir einfuliren,positiven Schrau—
bungssipn het. Wir kénnen den Schraubungssinm sueh
durch eine Rechts~ odsr Lirkeschraube derstellen,

( Die in der Technik verwendeten Schrauben sind gewbhne

lieh Recatsschrauben). 4

As %

/ih: *ﬁ"‘f&"’rﬁf““?}““ As ‘A‘- ﬂ”ﬂ“ f%‘ b/

Die Zehl ( =& kbt ) a:‘% dem Betrage nech der Raum—
inhalt des Queders ABCDEFGH. Das Vorzeichen won

(n b,c] ) s#i posstiv oder negativ,je nachdem der
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Schraubungssinn des Quaders mit dem des Grundquaders

(4, 4,4 ) thereinstimmt oder nicht.
58 gelten folgende Rechemregeln, die von der Lage

[ de® Vektoren N , 4 und £ nieht abhimgen.

;<
IIT _[_@4'_‘3'1{ J o~ (5‘:{';#-‘-1) = {’f;_ﬁ‘.r_}} 11—{&‘7'%?‘?‘ }
= - [fﬁ'l,--ﬁ',r'g" ) = e ( .;.!-"gf"ﬁ'_)_

7 Der Bsweis fur (Mm&¢ )={£‘rﬁﬂ )
geht gus Fig. 44 hervor.

~q ¥ @ ;
¢ Es folgt ebenso:

(e ) =(r8E )

Der Beweis fur (&4« ) = =4 #/¢ ) ist nsch Fig. ¥4

Klar,

Fi
by

Denn folgt nsch dem ersten Teil des Satzes
- (fac) == (45h ) == (£ 4a)
Welterhin ist:

I (440) = (A0EY = (fidhe ) =0=(ahlaing),

wie man &eicht sus Pig. KT  ersshen kenn,

L2 [[T77

4'4"'-7.71011'-‘,:-.,?.

Rt
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L Iy |

g 49
X3 Cah ) =h(abr) = (mdbs ) = (2, B, 24 )

%) A? 0. Damn hat (A#, £ v ) desselbe Vorseichen
wie ( Ahg ) und} (4 ds ). Zs gentist also, nur noch

die sbsocluten Bptr:

-Ee zu betrachten;dies geschisht villig

.
enclog wie S, K 7., -E—rt:l;

PR A -

) A < O . Darn hat (M b x ) (Pig. %Y%) entgegenge—

dsn Tell der Ehene.

]

Dgrm folgt A (Ak« ) = (A2 ¢ ) aus IX, «

“a

Py LR
BELELS

{11

Vorzeichen wie (4% ¢ ), also glesiches wie

Lo be ), Tir dic absoluten Betrige gilt der Beweis ¢ )

T (Abetdasuk) = (ndg)

? (Cevalieri—Trinzip
(rﬂ:{*#)ﬂﬁ:}mﬁj,{') = (m_'l_i'l'r]

des Raumes)

[ﬂHl-\‘!MI. ki) = (p k)

Nach I‘K3 geniigt Peweis der ersten Gleichung,

Tir beweisen nun:

&) (m berda) = (ﬂ,lg'f £ )
3 L = b
B M ; ) g g=i din F:L.;_z:.,,'-p"}l
Vol = e , g ABCEIFIM = ( /‘h[b[f ) und
: ABCDEFGH = (M Frtim) .
A pg vo 5. & ( | Y ) :I

Es sin® gber ABCDEFGH und ABCEJELN erginzungsgleich,lemmn

gia sind die Tifferenz zus ABCHIEEF und dem Prismas
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BJGCKD bzw. dem dezu Jongruenten FPrisme AUFHLE .
Is ist 2lso
\(n e ) =|Cabyevin )| wnd ga ate Sohreubungs—
ginne der beldsn Quedsr gleich sind:
(ndedm )y = (nke ).
Entsprechend folgt
8) (g wopolde ) = (b1 )
RZus o) 4) folgts

{;U.f.rrﬁﬁm&,ui- ) = (::,,il.rr’,,.,-?.- Y= (4 o4 ) geseds

XL, (b ged ) = (Mfr ) + (a Je st )

[ﬁ‘-li"";r "ll:._}_ = (I'-I“‘-Llﬁ‘lf) + (-‘e"‘“J '{"J‘I‘[r )

(hehio 4 ) =(amwad )+ (A d)

L

Beweis: 1) 4 und ,L- linear ghhingig.] Dann ist der
Fall nach II} erladigt.

; %
2) A upd A linear unsbhingig. Wir zerlegen £ und A

nach A A und einem Tilfsvektor )fm (wobedi xﬂ,ﬁ-‘.m. line—

ar unabhingig).
el ,..u-:%*' rf’r‘-’

Aoaem v Ch v da

" . LY -~ [
mes = (Ree) A "f.-“""'?.-‘EP Riyptd e

Dann ist:

(A E ) = (o ho W)
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:'I. c]-, w 11_51..,1n [ )3.(
ach XTI, lbrnen wir ’),;,h. - fortlassen
" 3 W ] e
.{3 { vor die Klamner setzen,
Alsp

(adyr ) = (B hn ) Coblgmfpond Yoo priin
(asd) = -,’_]r(,z.-"»j,E-,.fs, )

ke Y+ (b ) = (red WAk )

Andererseils ist eber, wisderum nech X, und XTI

3 >

(A kaed) = (e Motn byn )
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt 3
( f,?LJfr‘.-'f-i-,::\f} = [,.;hiéll £ )+ ('ﬂ.,i‘pf.-'h ) gue.d,
Hiersus folgt nach L'{3
(o bre 7)) =(o k4 )+ (404 ) wmd

(J‘;.‘-é’:.nfl A8) =(m *L'-i-} + (Jjjd‘.’l;&') .
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f’ijxﬂ

Die Formeln J-:II::; geben vue die Yglichkeit,slle
wedsr ( A 44 ) guf sinen Grundghader ( Ay Ay Ay )
zi beziehen, der acus den Grundveltoren des Kocrdinsten—
gystems Desteht und positiven Sckrgubungesinn het.

( M, [ Aoy Ay ) =+ 1
iir serlezen# , A , £ nach dem Koordinsternsystem:

3 _;
M= L et My

LLE]

et
. : y
e (ke g) = !{é At f_,@“akl E.-C"a-ﬂ.j |
Lus-pultipliziert weg nech XII, ergibt das ¥

gl i :
(Za'n: 2 4%, 2chay)> 2 aibhc! [a;0,m)

x 4 4K Bt
Hun fst g

) (A 44 4;) =0, wenn 2 Indizes gleich sind.
b ( Ay Ay A ) = X 1, wemn alle 3 Indizes ver—
schieden sind. Und zwar ist nach 13{5
( i Rg) =+ 1 fur die Heihenfolge
ik, =1,2,53 =2,3,1 =3,1,2 und gleich =1 iy
1,k,1 = X 2,1,5 = 1,3,2 = 5,2,1 ,
Zwr Abkirzung der Sehrelibweise delinjeren wir das

Symbol (f-;u durch die Forderung

f ! ."I
.-ht?l,,-.l 4’3;;,4:{] = c?':'x{ :'fﬁefﬂg,'ﬁ'-g,.-
Also ) If
! ; ' K
(4 5) 2 Z ke mimyg ad) = 2 845 gy, '&'ﬁ' u 2
Adet

Deimit haben wir die Jefipition der S—reibiren Determi-—

%
nente: Jede “anl Z 44%¢d,, heisst 3-reihise Deter-
i K

¥ £ s e witr oo, .miaﬁfbfmt"‘?—"‘*’ﬁ maoh oler Fotel:

J

S
2 .
LA )G_—f JI) i .‘é” xvg "&, wole ¢ ol R wmal -

-fiﬂfmg,,gr A i dua oler AER 4 s -Cﬁ-“”F"ﬂ.
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winente und wir schreiben !

i : ' A" "
2w B, =]t Bt et
nli".',{'-f || I?‘lh IE‘} 'C.‘

|
I:E3 bie 1113 kiérnen wir jetzt els Rechenregeln fur

dreireihige Determinanten lesen. Sie lsuten dann:

T N L S
Sl T ' a e
aﬁ v o b3 a} eﬂi
a' » @
atblai_'ﬂ
| & b30

3
g w }\aq‘i'(ub
a.t .Dq' cn‘ 34 -b"' Gr\‘
& ] LB
2 et ol ¥ o
1 h'l 01 B..} b$ c‘!
aﬂf b!' B"-!-?._a‘ + /A h‘l E‘ 1; {;
' g : L
XT3 al b o’+ha' + @] =|a D0
3 kS N
B} bs ¢3+?\E:’ =+ X-"- b a b f.‘rl

TSR T R a’ ¢

q
¢ 1 t
ﬂg. B.T'-I- h: e d." al eL &!.. + b' o a
nl 5 ol ¥ 3.3 3 3
a+p © 4 a a b e &

)
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Untersuchuonaz yon Efi. K4 .

l Ee ist sicher ixj = —1 ,wenn die Reihenfolge i,k,l
gus 1,2,3 darch eimmelige Vertsuschung nervorgeht
(nech Hﬁ).;iiar&us folgt allgemein
dixt =+ 1, wenn die Reihenfolge i,k,1 aus 1,2,3
erzeughar igt durch =ine gerade Anzehl vor Vertguschun—
d',;“_ =1, 'ﬂem‘ﬂﬁ_ aus 1,2,3% erzeugbsr ist durch
eine ungerade fnzahl won Vertsuschungen.
(Es ‘ist hierbei nicht trivial,dass XK i,k,1 aus 1,2,3
jmmer durch eine gersde Anzehl oder immer durech eline
vneerede Anzell vor Verteuschungen hervorgeht,einerled
wie men XK vertauscht. Rir unseren Fall bei drei
Gliedern kamn wan die Richtigkeifl sus II} ablesen.
Tgl. PHKEL. irheng 5.3/0))
. Diese Tberlegungen ermdglichen ums,den “Iranspositions—

WA
satz® for d¥sthige Determinsrten =zu beweissen.

1T _f ]

&, &, & g% &l a

4 l - A H )

. B, B, = |& &, &
atr; | M %t O L S
1 4 3

o a} &) 8, &, 8%

(Bine dre_:'ﬁi e Determinsnte #ndert ihren Vert nicht,

werm men die Zeilen mit den Spalten vertauscht ).

Anders geschrieben:

;tl - \ ﬂ.:l , wobei wie 8. b7 gesetzt ist
Tﬁ\ éiiﬁf&agdfxu

aso  [af| = Zalg, 4} din

&
a
a

(]
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.53

#iz vertausehon im der letzten Gleichung o, E.':“ und
ay 50 , dase die i,k,1 in der Reihenfolpe 1,23 s
geordnet sind. Hs ist damn

|'af! - ;& a? ELT a;rd:m
wehel @ T eine Permutetion won 1,2,3 ist und
zver die zu M i,k,1 inverse Permmtation, demgﬁﬁr
ist aus 1,2,) dadurch ertstenden,dnss 1i,k,1 in
1,2,3 iibsrgefiinrt yurde. Beids Permmutstionsr sind
zlsc durch die gleiche Anzzhl von Vertauschungen
erzeugt. Also fiks = doer ;also

] 8.6 T
A~ £ af o Tl

—
_|a“

q.e—d

Aus XIIT. folger weiter den TFormeln: ]:x:g bis XII2
4 rei o
entsprechends Pormeln fir die Zeilen von dreZhigen

Determinanten,
/gt a . bt c’" b
HIB) g v o | = |a? h5 33 , & e
a’ b o a.1 ol % v 0
18" o te! 1| A’ b’ ¢
toab ol o 1 L L
G" C' o 4 L A i A
‘ ?;,a+xu_a.; b +fv.'h; I -7.z
e A e’ e v
ZJ; af' b e | = l s B c"
' 7
ai h‘* ci aa b 53
a’ b7 o a® b’
x? |e b’ e =lat b @

aj.]-f-la?-i-j.uali B+ Y Hud; c‘+?kc"+/un" 2’ b e
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|l
“ d+d v+a' o'+ & |
d{:IIj EL 1!1 01.
5 3
& b e’

g v e ata* g

a' b* of

i
L%
o'
0
+

a."‘ b A a3 b-’ 01

Die Ausrechmung dreireiniger DJeterminanter geschieht

nech der "Sarrus—schen Hezsl™),die durch Fig. ST

b QJ’a."b*c-a. b erklirt ist. Debei verbinden !

e fld ¢ fid & die schrigen Linien die Glieder, ”

hilghilg h die jeweils miteinender multipli
Tig. ST ziert werden miisseny, um die

cinegelnen ai a.:' a.': zu erhaltsn.

Die Sarrus—sche Hegel besapt weiterhin,dass die
srodukis von links oben nech rechis unten genormen
sositiv, die andern negativ zu rechnen sind, Die
Determirsnte in Fig. 57  lautet slso: |
sepf+bfg+cdh-afhebdivceg.

(Beweis der Regel durch Verifizierem).

Der"Entwicklungssstz " besagi,dass jedes Glied der
Determinante mit seiner Unterdeterminsnte mliipli—
ziert werden russ. Dabei definiersn wir als Unter-—

determinente eines Gliedesm die (zweireihige) Deter—

minante,die eatstsht durch Streichen der Zeile und
Snalte,in der dss betreffende Glied steht.

(In der Determinante |a b ¢ h&‘q’z .B. & die Unter—

de T
b o
hi_

ghi
% Rir Determinenten hthersr Ordmng gilt keine
encloge Regel.

determinante
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g geniint,deni Satz Pir elrer eingiger Fall zu beweisen,
da wir durch eine gewisse Anzshl von Vertsuschungen
der Zeilen nnd Spalten Jedes Glied z.B. en die Stelle
lirnks oben bringen kiimmen. Fei stlchen Vertauschungen
bleiben eber Unterdeterminanten Unterdeterminanten.
Mir diggsen Spezislfsll folgt der Setz sus der Sarrul-

schen Regel.

Ammwendungen dreiheihiger Dstami%tﬂ.

1) Berechnung von Inhait und Schraunbungssinn eines

Tetrgeders.
Des Tetrzedsr ABCD habe die Bekpunkiskoordinaten

5 8 ¢ 2

i .'?'i gl ot

Wir bilden dis Vektoren AB (yi - i) » BC ( 2t~ ;ri) S
und €D ( wt - gt Y.

Dann liefert 1/6 ( AB,BC,CD) dem Betrage nech den In—
halt,dsm Vorzeichen nach den Schrasubdngssinn des
Tetraeders ABCD./

2)Lineare Abhingigkeit deeier Vektoren im Haum,

Drei Vektorenm b Wi £ @ind linear sbhingig,wern sie
§n giner Dbene liegen, d.h. wenn der fusder, dern =ie
%  pufepannen,keluneu %m&lt hat. Ls mss 2lso seins
( A Lye )=0
Mierdurch 18st sich folgende fufgsbe: Die Gleichung
giner Bbene ist zu bastinmen,die Gurch drei Punkte
'ﬂ Q,R und S allgemeiner Lage zeht.FPoramsterdarstel—
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lung Qiessr Tbene ist 5. 30 sbgeleitet. P sel gib
lauferder Punkt der Ebene mit den Hoordineten xi T
Q hebe die " o |
g & @ " o
s n " w ui

Darit die bbens durch F,Q,R und S hindurchgeht ,miissen

die Vektoren QR, 08 und QP linear gbhingipg sein,d.h.
s muss

P e - |

(=9 WP (£=F| = 0 sein. 1

2= (=D = |

Dies ist eine linesre Glaichung in :cl, x?“ und Y . i

Die x* stehen miwlich in einer Spalte,ihre Ur.tarﬂ.ater-—ll |

ndnenten,mit denen sie mudtiplizieri werden, enthal-—

-

ten =lso nur konstante Glieder. Dis Gleichumg lautet

o, + 2, +x5u3 +ut = 0

U‘l y s und 113 gind DEUEDCOBIEISIGHEX die Unter—

deteyrminanten ans der zweiten und dritten ESpslte. Die—

%

se diirfen nsch 8. 13 npicht a1le suglsich vercolmwin—

3

den, Das ist klok, demm flir uy =u, =u; = 6]
wiren nsch S.50 = 51 QR und QS linesr ebhingig,also

QR und S keine Fuunkte allgemeiner Leze.

3) Logumg linegrer Gleichungssysteme durch Deten—

mironten.

gx +bvy +dz =&
gx +by + etz =al
&x +VPy +ec'z =4a sab ein linceras Gleiclmmge—

gystem mit drel Unbekanniens
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iir deuten

5.1 ; &= und 8’ sls Koordineten ginag Vektors Al
1 .2 ; 3 [ u L] ] ﬁ‘

b ;b and b

c‘l G;: mcl CE n i i i "t'
2

a',a® una @@ v " " . #

A4+ v.h vz =4
#Hir bilden [ﬁ,pfr }lﬁ +f‘%1 "'E"r'f:} £ [‘.-i‘l, ,'Ev-l,ﬁ)
T '

Yacl: XE. kinnen wir by + [ 2 *\ fortlasesen
P

4
d
™

x vor die Klemmer seimsn;

¥ N f A
1 = 1 'f
Enteprechend folgt aus |fﬂgﬁlﬁ*f‘q**2|f; .,»*‘-'T-l/jr J

, ey (n ﬁrﬂ'
r"‘&\/aﬂ i) I s e

- % " 5 I‘_I'l ,ﬁ.'&l'
und sus [m A Axt R4t LY = (A Y
L4

” r " &
8 GRSl C AT

iy Sohren jetzt eine Fallunterscheidung dureh.
e) |L"‘t“~| th'f:' * ¢

Dern ist des Gleiclungssysten eindeutis lésber; die
Lgsuwg IisTe

¢ - [kl (0 50 R,

3 f AT b
o By (A0 & ) Lo B #)

Tir haben zunichst mur cgzaigt, dass, ;ann gg eine Lisung
zibt, es diese sein mMuss. Degs es nun sirklich eins LUsung
-

gitit, folgt eus 5.39;'4; de zmrl.E*lﬁt' wogen {A‘ll.ﬂr,f ) # @ linesx

i Tomn A F AN
ungbhinglg sind, ist A in der Form &4 DX v Ay (=

darstellbar., 1st das Gleiclungssysien homopen, SO ist die

[
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|
LEgung |
1 A= [
X=y=2= B . |
o) (& b a)=0 Denn ist |

A

Bs ssi nicht J-‘3'|;‘5"':J = {’ﬁr’:;"‘j =l i) = 0

[
Lo
|

["m |*!?"l’:1‘.",:J

dann pibt es keine Liésung des Gleichungssysiemns.
(Aihix) cla b g)=(a) 2d] =T denn .
gibt es eine Lisung, Vorltufig sei dies nur fir den
nomogensn Hell C’." = :i = cl?’ -0 tbewiesen. Dam ib%
gg ninlich nech dem verigel Wegen r/l,-ﬁ?.ff] = drei
nieht zledehreitip verscmindends Zehlen X¥ und z ¥

o dess X M +3.DBF L z=0; desn b unds

H
'
gind Iinesr ebhidingis,
|
1
|

hl-..l
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4Jmlitipliketionssatz und effine Transformation

von Hauminhal ten.

®,, ;;3” 4, seien 3 Vektoren, die bei £ffiner Trans—
formetion Ubergehen in #,, %, W, .« Wie ist die
Bezienung ~
[0, w5, #l ) = 120, 90, 4-"5) ¢
Die Transformaticnsformeln der Vektorkomporenten

leuten

st e fe 4, %5)
LK & K ® :
(vgl.8.530. v' sind hisrbei die Koordinaten ven 4
im gestrichenen System. Es bestehen glso die Glei-— |
chungen 3 -

Tmi | M. -.-'1: / --'..:-'1_"_- b d;' - r:t 'JI‘ {"t,_ :,-"E' Il.f}
Fun ist sber ‘c.-‘.r 1t f_’_.-'; |4 : gy by ._.;.“]
nech Defingtion won ] ‘ Also
D!\ . T L7 3) | JI-." ’! JLH: t; ot '_?})
'-:f-.u;'/ ;

g | A g |
Schreiben. wlzz-{ = _trshalha:} ﬂ:rf“. HKI'

und setzen EI¥ ein
2

(1 -':r = i :. ‘e'
(] = A= 1{ B¢ LI
L1 ® = X .'r

a0 lautet der lMultinlikstionssatz fur 3-reihice Deter—

minanten:

i - 1.‘ | Ao fr. = ' ]
X p sl ko= 2 o, b ! ff 3y
x——'—w?} !JLJ{,VU.\( ‘Ib”' LK K | i ey
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Gecmetrische Devtungs Bei affiner Transformetion i

werden simtliche Feuminhalte mit einer Konstanten f

Zehl ,der Transformetionsdeterminente la.t '1 mltipli-
ziert. Die Unleufssinne bleiben simtlich erhalten

A\
~ $ ] e 0 - i ¥ . |
oder werden samtlich umgekelrt,je nachdem \ak 5 Oﬁﬁ}t'.

|
5. Anwendung F-reihiger Determinanten in der Ebens. |

Yarn 1icsen in der ¥bows § pegebene Punliite li
E W R mit den Koordinaten I
L p 1
A 4
% v E |
%™ e i |

~enn @5 sine Gerade déurch die 3 FPunkite gibt,missen

frlgende Glsichungen erfillt gein :

wyy + ouyy t*ovs =0

'u._.,"'z,!L + uaz% =2 u3 =0

hige Determinentie aus den Fosffizien—
ten verschwindet. A180 iet

x* xi' 1

Y ¥y =°

S .

3 s = 1 -
die Bedingung dafir,dsss P,;Q,R euf einer Geraden lisgen.

e
)'\ui' = 0 ist suszeschlossen, denn depn wren die Vektopsn
) g »dlinsexr ebhingig (vgl.5.69),wes der Vorsus—
Sehming Weak widerspricht.

i - 32 ist erfullt,dess nicht |

&\nie Voraussetzung Se s : _ ‘
1)1]_ =u, = Q.Denn wire W & Uy = 0,50 ergtbe sich auch 4

uy = 0, wir hitten elsc die trivicle Lisung,entgegen |

unserery Annelng.
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suf S. 50 hattenmir hierfur die Bedingung gefunden:s

[(x™= ) ( x'= z7) )
. =( PL,TR ) =0
(=-3"  ( x*-2%) 1 ’ .
d.h, Iinesre Abbirpireit doy Velloren PQ unt FR.

e muss also ein Fuscrmerhang bestehen zwischen der
J—reihigen und der 2-reihigen Determinsnte, und wir

behaunptens

x' z*t 1 (#'= ) (==) |
oyt 1= (-7 (==
g 2> 1
Bewelss
%" x*1) x" xt 1 l"'}"— xﬂ 13’2'—- :r.zj'i

. || |
y.l yL 1] = "&,"{— Iq] fy"—-x"’} 0 =1

lﬂﬁ zf, 1 | ':Z"—"I‘T{] fgL—xL) G|

-x) &=

|

(entwickelt nech den Elementen der 3.Spalte).
o= ¥
p:’-..- zd} '\::f‘— 23 |
K=y = £
- ) = il

. f
=)

n

(peide Spelten mit -1 multipli-—
ziert)

( Transpocitionsgesetsz)

)
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e J 1 "'

11, Llemente der Fuklidischen letrik.

Die lietrik ist derjenige Teil der Geometrie, der
sich mit dem Hegriffe Lénge und Tinkel beschiftigt. =
Jie euklidische Metrik setzt des Parallelenaxiom (S.1)
vorsus, wihrend die nichtsuklidischer Lingen und Winkel
einfiihrt, ohne die Zxistenz von Persllelen voranszuset—

zen. Uir wollen uns hier mit der euklidigechen Metrik

beschsftigen (Literstur: Hilbert, Grundlagen der Geo-—

metrie).

8

Wiy definieren: Ein Punktpear AB
bhat einsn  Abstand" AL oder bildet
eine  Strecke® mit der,lunge" A .

Twei Gersden g und k durch {

einen Tunkt P Destimwen einen  Win-

kel (z,k).
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II_, Blemeuts der Buklidischen Mebrik.

e

‘atrik ist derjenige Teil der Geometiie,der sich mit

Ty
et

1.-|-|

[

Di

LY

PPan Linge. und Fizkel beschiftigt. Die eulkdi-

dan

(s
F_h

i

as

dizche I-:c.-nglr. getzt dx3 Parsllelesnoxion ( 8.1 ) vorsus,
wrtirand die nidatenklidische-Linger und Tinkel einfihrt,

ohne die Exigfenz von FYevellelen VOTaLS zusetzen. nir

collen vra hier mit der suklidischer Netizk beschiftigen

(Z iterctors Hilbert,Grundlagsn asr Gecmetrie)

§ 5 Zbene.

ﬁ.usyﬁﬂn sxiomen der Euklidischen letrik folgt dex
pythegoreische Lehrsats (wahrscheinlich von den Bebylo—
niern,sicher nickt erst ven Fythagoras stemsnd) 2
T vechtwinkliger Dreieck A L A gilt dis Bezhshung
e bt alel
Tir Bezei ~nen debei die Linge
eines Vektors § mit t'/?f oder 4 .
N Ryt

£ =" X 5
Tirfihrong des rechiwipkligsn cortesischen Foorfincten—

gysions.
=iy wihlen die Crundvektoren A, A, des affinen Koordi-
naztengystems gpeziell 8o, €88 sie zugleich EKinheits-
selctoren sirnd,wobsi wir als "Rinheitsvekiorgd™ A
jeden defigrieren,dessen Linge ,'rﬂ-'}' =1 ist, Also:
) =l =4

Teitorhin lassen wir A, und g, senkrecit sufeinander

-

)
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stehen. Die frither abgeleiteten Beziehungen unseres

affinen Koordinstensystems bleiben natiirlich
5y
vollkommen in Fr,_:{’t.l Das System,das entateht, heissi:

31—
i

rechtwinkliges certesisches Koordinatensystem™s.

Ein Punkt P het die Koordina =

o p ten x :..Efl g IR
== - - e ,
F" 51 Xt ; 6p = xl/m.4 und
¢ : 2
0 X9 0Py =%, ;

0 By wd 0 P, sind hierbei die senkrechten Pro—

jektionen von O P euf dis Koordingtenachsen.

o) tygilt alsos
or - |
0P, = xgl

Wir kénnen die Koordinsten sueh durch O P f’f und

dan Winkel (/x.{,,tg) bzw. (M » 4 ) susdriicken.

(Wir sehreiben)dem Winkel vor

2
3

zufig kein Vorzeichen
> i
zu). Der Winkel (4 , # ) igt nicht mit dem Deter— £) il
u 4

mingntensymhol (4 , A ) ma verwechseln,;das in

x = f(té{' - cos(frﬂ sy )

1/[61 ccos (#sa,) ‘“"f’{ﬁ,-’l' sin (4,a,)
wobei wir benutzt haben,dass & (/tG ey ) und

27{ ( /f 5 ,a,,_) zusemmen 2inen refchten TWinkel bilden.

Die Lings von /g berechnen wir mit Hilfe des

"
i

pythago¥refischen Lehrsatzes 3

1. W) e (AP )P
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T4

Diesslbe Porwel 11t fir jeden Vektor,wie men

sich leicht Klar machen ksrn, indem wen ihn VOM

Den Velktor kimnen wir sueh durch seimBn AniEnpgs—
unkt susdriicken. Die Formel ksnn
elso flr die Entfernung sweier Punkte 7T { xi
ohd Q ( ¥ ) umgeschirisben wemden und lautet

-

5o fyog|" = (P =2 P+ (5" =% )

f und 4? die VTsktoren mii den Eompo—

&
I
ot
8
c

Mo o
- g
"o
i
=
»
e

(o
b®

)

» fugsparachret er-—-

-

gibt sich ddé TFormel:

Koglt = % (1707 HaH? H=B)P- 2t + 750)

|1
e

(4]

+ -+
. —
[ =1

w

_'.I'\J

M
!

Ties fcdruck (.,r w + _,r“x ) den wir dvech edn
E‘:;ubolfmﬂ*. anadyickern wollen, ist dabei nur won
Lingen der Vektoren 4/ u_nd/? shhfingig,nicht wvom
Foordingtersystem,obigleich exr durch Yoordinaten
guggadriickt ist; demn wir kinnen sehreibeng

A4 = P+ v%5) =172 (gl beg] - fug ™)

den
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b P

Cim
.y

Tir nennen 44 "irneres (oder ckalares) Produkt®
L2 |

L e el e R s = — T " | g
ron A und -‘-;, « nir kifrnnén e# bis eafs Vorszelchen

4
geuter zle Procukt dsr Linge css einen Vekiors

-~

mel der LEiepge dsr Irojektion des 2. guf den srstaniil

1M = | 4] co8 {ivé)

- 3 % e &
In Formel 3 singesetel;ernglten wiy &a

B e e oz o q LT = Mo
Cosipusgsts JEr pehiefuinllicyg Direipcke:

-y_ I(‘...g_a{ "=I|'1:'-'._ lL

1) Spezialfille.

VY o=

ol =
Emnist«#f.g,fj,} =0,
cos (# ,¢) =1

r2p

T .
19-4"=4] |

/ﬁ}/ér’ré[= 0

4.) wmeun -'5= C oder
4 wenn cos (4,

/ ’?} = 0, d.h. wenn z{;.l—-ﬁ‘.’{_
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R
P ]
e

Q
s
=
ek
|_1-
¢.

L3
ga
o
{1
(e}
e
by
L

~ - - - . F i
ij.f‘-_z:—;cmic.t-'vas Gezetz) / otk Jnid Yoo f"j
Mg oay o= g S e Pxtgt £ Lyt

£
b P ———

g+ (x= + yz)z?‘ = Ilzlﬁ;:zzz + jflzl

3) Vorzeichen, won Y

&

,fs:wt:j 7 E‘,TIE!'.Ilé)'; (,‘-j‘ ,r“?ﬁ) gpitz ist

41 < 0,werm & (%, A ) stumnf ist,

Jern gemiEss der Forael

4
Vorgaigen vos i 4.} elaich denm von gos [A‘f ,# )

Deutung der JoefTfizienten der Geradengleichuns.

T l e pia g oE = T A o L = perpeel, L Gy T
In: Gan bajden Former der Cersdenglel chung

1 e
¥

o

o _
o y - ( Farameterdgrastel ITung )
_——a -— | i e g ]
o = e =0 & &)
(93

(4]
fin 3
Kb
]
*

iy tnser racohliminlc ipes

eartesieches Jystom geomeltrisch deuten,
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4

B Y
% 1
% =
3
w1 2
S
- |+
JeBedA. Kinnen wir verlengen , dass
. 1.e 7 i
b =(b7) + (B)° =1 )
ver disser Annghtse bshounte o A
Derx T ter 1 bodeutet den Absisnd des Fenden
i e gy __in, T N i
Wl L0 * v S LET Rigd + & L3 5 T - X -
L o ( E’]
|
| e g - " |
14| G o T
1 Hewels schreiben wir die Gerade in vektorisller

= l¢-gi=lt - v

T

- . & mr— i o
imm nemnt b und b die Richtungslkogimas wvon b in.
nseren Sysien. loeh Definiticr der Hoeordlncten Ast
d a1 1..1— = Pt
1znlioch B = ¢o8 (B ,% )
% =oces (B , M) , ¥8il b ein Binhesl tovek—
tor ist IBEXROGEIETE

Jadem Velttor £ # 0 kamn pen sinen

zuordnon durch




B . e TR s ————————

St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929
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2 - .| T Osnn
2) Die Glelczung u,,:tl + n,% 4, =0 stellt nur den

7

a - T — - 1-5 Diagser
sine Gerade dar, wenn nicht Uy =Tp = 0 is%. 4=

411 =mei zlso gnogesoilosseil.

v T ey g % = e +ﬂ§:'t
dr fessen u, wnd uw, msmf als Yormonenten eines V

Darn leuteil die Gleichung:

SIAp b Moy = i allpewein , und My eipen
' . B

*

"ﬁ'g 55

bakiebigen Funkt &, dsw Geruden

$o

2e ist also tbergll auf der Geraden

iy wd a, dex Gersésnpglsidming be—

Ay

. e

ten+on clao ceometrisch die Korponenten eines Vektors;
- it ek e ) ] — = 5 = .
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v9

Dle Gleichfung
1 2
X X by =
By TR 3
haigst Jdescelsche Normal form, der Grundgleiohung, rfalls
R, + 1, = 1 ist, wenn also M ein EBirheitsvekicr ist.
Jir funren I{x) sls Sypbel fiir die linke Seite einer sol-
chen Gleiclmig ein und bekommen deamm {ir sinsn bel jebigen
i plet A dar wishd puf devw DorsdsnYlipcen muss. un od—
L0ROKS ’E" y Ler niebt puf desr Cersdenjlisgen mMusS, 5
. ; " R
nsn Funkt -ﬁ£ der Geratflan dis Jesisung:
i O ol - fs (= =
657“}-: M.-d.}f.-u.s = ﬁ""wg | Ty +-.-¢P-4§
De JfF 2y ) may 4 Ay = (5%, Zolgt
o = (g o=’
Ly)= wly-%)

Z/fx) ist das skalare Frodukt von ¢~

a7
mit # -4 , d.h, aber (s.0.) M maltipli-
-

”"“"\-} * ziert mit der Frojekfion & won %j-'ﬁg’] auf

. W (bis enfs Vorzeichen). Dabtei ist =&

| 2 S 2= = e
5 der Abstend des Punktes y van der Gera-
L4
" - ; _{ |
g gen £ {.."l,.:-;.ﬁp } Hg Ist ﬂbr}s % Q’,I,u,m.‘ mnd
] i -
dee | z 1 ist

Jes bedeutet: Dis Hesse'sche licrmelform liefert uns den. Lb=
stand jedes belisbigen Punktes ven der Geraden, wenn wir dis
Yoordinstern des Punktes ginseizen. Fir Funkie sul dBr Gera—
den wird denn satirlieh i"f;ﬂ =2 3
Des Vorzeichen von 53*;}: richtet sich danach, ob &L .rf’)"“‘ﬂr-‘-:-)
spitz oder stwmi ist, cder was daesselbe is%, s:-b/g suf der
Seita der Geraden liasgt, mach derw hinsedgt oder guf der
antgegengasa wien. nfi .é"w ﬁtﬁ,f&ﬁl den beiden Selten = der
geraden verschiedenes Vorzeichaen. ks gilu die Isgel:

Lisgt fg, mit dem Illpunkt auf derselben S;Eite/&ar

Geraden; =so ist das Vorzeichen ve**.fna['ﬁgd.a igh dett Verzeichen
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Anwerdung: Dewels, dess Gle [ ink celnalbierenden im Drei-
ack dureh einen Punkt pehen. Dies Seiten (1),(2) ued (3) des ‘

Dreiscys seien gegeben durch folgende Gleli— [

B

, DYROPETTT . i n - s 1 Fer it
chunesn in Essse'soher JCIMIEL Toru:

L,t{}-:‘-l = |

;EL:r} =0 .
(x) =u H

J -i

fir wihlen dabedi die Vorzeichen der Lo x) su, dass fur el=

. immerer Tunkts des Dreiecks Lj (x)0 ist. Fur jeden in—
Anibia i
neron funkt des Dreieeks ist denn Ly (x) 282 Abstenc von |
der Seite (4 ). Jede (inkslhslbierende im Jreisck ISt UST J
|

von zwe i Seiter denselben Abstord heben. Dis Bedinjung fr
die Tinkelhalbierends won (1) wad (2} ist also
L‘t{ﬂ = L,(x)
ocer 1.1(:::1 - 1.2(:»:} = Q0 ., Entsprechend lsutet die Bedinmng:
gleichung der iinkelhelbierenien wvon (1) und (30 |
L,(x} - l?ix} =0 .

Die Koordinaten des Schmittpunites disser beiden Win—
Lrelhel bieranden geniizen beiden (leichungen, also such ihrer
Nifferenz, d.h. der Glelicmung

Lz(x] - Lj{:{] =0 |

Jas ist cber gersde die Winke Inelbisrende von (2) and
(3), die &lso guch durch den Sehnittpunkt geht. .80,

Ty je zwei Tinkelhelbierende voun fussenwinkeln und die |
Finkelhallbisrende des gegeniiberliegenden Innem inkels gelten
entsorechende Scimitipunkissiize, diec entsprecnend bewlessn

werden kinnern, wobei neturlich aul das Vorselehen der Lg (x)

geachtet werden mmss
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?engmﬁ @-w s . .

ﬂ'. J’.-{-.u_XA'J- /.;-L.L,I\'l_; ,.1,13: T

K\.I ru-ﬂx-‘l i' ruh-le'L',- r Y

eyt o T TR eIy pee ' ¥ - | TUunE—
gglen zwel Gersden, Gelragt ist noach cos (I—:,'k J @18 Irulx

4 AT ap o g
tion der m; a .

L e - 1 =3 o } o
AT LUetrachten dig beidsn Vektoren

4 mit den Eoord inanten Sk g und Aty

AL mit den ¥Hoord ineten U, und Yy r

T 1o -
Jilddl 1EC i F b oalAr = A, i ~ |
ol V= AL b w L |
I\
i
|
] 1 E
y | £ ; o e by TR [
= - A T - Ll
i = | 7 = o s A2 L |
A i S — 5 I
! | | L 1 [
i b A 1 Mg
e §IE0H A Ay 415 il
Iy of THFhL - L i
— T e ——— |
|

g T 1k 0 i 3 - |
Disser Auadruck bEngt in der Tat/ven den Foeffizisesnten aer K

¢leichung ab. Insbesonders ist slsc gLk, wenn 1

len sehireibt eine Gersade hiufig in der Iorm: y =X + 1 .
Jir behsupten: Ee ist i
|

;.r-m:'s:+nJ-:,r-m'1+n',

2
Die Geraden stehen sufeinander senkreeht, wenn

11_1"?1

|

|

3 ] 1 - ] |

+ L:I.EVE = 0, d.a, wenn !
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A

tntsprochend wie ir § 5 wihlen wir ein Koordinetenvso,

“ass M, A, A, Binheitsvektoren sind und

Xy L= A,
1]
/i;_l Ay
Th o e 2 . - - 0 - 2 . m
Lebel 1gt wieder ein Binheitsvektor 4 jeder Vektor, dessen
_.f:'."-l:l =4'{i-\':r-|_l :4“{:11 ‘:A |
Der pythegoriische Lehrsgtz fiur den Faum heisst: I
1 / y L and roaad
(L = I:".I,; —G.- ¥ if.-': ]
P = : Y = - e a S
wemn M sin Vektor mit den Komponeuten o* a,': p @€ ime.
£ T e - e — - - » ) - = = 4
Lr Tolgt sus Fig. 57: Es sei CA = 4. mit den Koordinaten :
|
A = T — - ’ TR e
B i und 2° AL' sel das Lot vou 4 eunf dis Zbens g1 Y2z) |
. | - == .o ¥ = l
und es sei A'B .I.,g-,,1 « Dann ist:
N1 "
Az d
A o |
14t L |
‘h_A = (L |
v J
! % A
A4 = a | }
1) i
i
Wenden wir den Satz des Fythaparss fiur ,

E\ die Ebene (5.72) an, s0 gilt)in / OAF/'! {

| - {
||,1,~1_r1= (0,—" J,‘-} - ™ ["?-3.}

Big. Y wid . 40041
v f L h'll 11 r ?-
OA) "= ()Y

T TR 1 ol Qe€ad.
alt=() £y (2%

1) B ist zuniichst definiert @ls Durchstoss unkt der A2, ~Achse
und der Ebene durch A parellel (ALIIJ;'LE ). Offenbar er— |
hilt man sber B euch sinfaeh als Fosspunkt des vor 4 and
die 4., —hchse gefillten Leotes, Ena.lug; Iir die ardere A,chse..l




St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

man gwh folgendermesssr formukieren: Das LEn—
goncuedret der r¥umlichen Diakonele eines reciiwinkligen Priswes
ist gleich der Quadratsumme dep

a"_-'-':li. Lli.-._.t...-.l'_ [\ br,-]'- ."

Wenn wir dem Vektor @ durch seinen Anfangs—
Bus—

fayp| Gricken, erhslten wir die Formel Il die Ent-
]

5 o A%
1y Bildoen e [ in der LDE Loe %)

4 f 4™

a1 [ 0 \

3 | 1% F ,ﬁl -*Il‘)‘ﬁ'—'vf /

v 4
Hragey susdmek ist nicht vom Feordinptensystem gbhinsig, son—

dern nur von den Vekitoren A ue. 4

-.:-

0 A 'tﬁl'-
4 % + _,. ..-,l.ﬂ, =% .': c_ _.'t
LI -y

z_.n*"

+ s ,E,*J‘ '|Z~a,a +D “ﬁ‘-éiwz )]
-

b
=2 a4 = a B et it s 0’ 4

i

Dissen Ausdruck nonpan wir des lmvere (skelers) Frodalel Voo 4

if - o, TR,
ung & und schreiben:

ah=2_ 0 8"

; . P [ . terd 3 A
hs- folst donr saclu

A s b
,JJ._"{'_: rﬂ!.fy! fﬂ th.l":"',.'

Da Al vou Koordirsteusystem unabufngig ist, kOunnen
wir nimlieck sin Koordinstensystem s¢ legen, dass A und A dn
einer Koordircstenebene liegen, und dann obige Hezishung wis

mo 1k R - L S
guf S. Y5 folgerp.
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=

¥ o]

sgonenregeln filr dsg inners

‘I.:-- ix w e F R ]
ot \Eoumnitatives Lessts)
/? 0
_ﬁ w -— }J’.’?L
s =R
i3 Q4
aeA

A) (Assozistives Jesatz)
?‘w‘-’w.f" R

5 £ 3
F e o g e B i g
l\-x;- v L SUL LTIV E 3 ,_TIJ._-_.-_J,'.,:_I’I

Al Bow g

o B : 3 } : -
Lulbre) =7 44 ,5*4-{-; = > 11",{,‘{-29.'{“ = Mb+
i ATS

oder

eos {44) =0, d.h,

%
Asusseres Vekborenprodikt.

drei Vektoren »n, &

s gaien und 4 mit den Koordi—

und ngeh der ersten Bpalte entwickeli:

wobel

= mﬂAq ':“ lg}lf"!‘: L\'. *g"i‘AJ

4y die Unteoxdeterminente von &~ ist.

deiten nun
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gsich die Deteminante sls inneres Produkt schreiben:

Behaiptung: Es hat dsbel dl folgende Bedeutung:

Die Linge von U’L ist gleich dem Flécheninhalt des
Parellelogremms (b,c). Seine Richtung ist senkrecht zur Ebe-—
ne (b,c) und zwar so, dass {/?"I’EI GL) > (" , dass also
,2»! ,5!0?,;‘- denselben Schraubungssinn wie %T?.,;l 4?7.1( ﬁ;] hat.
Beweig: Wir bilden einen Vektor Ul! , der obige Ligemschaften
het und miissen zeigen, dass 0:‘.," = (L ist. Zuniichst zeigen Wir

JLJL..|J‘-F ,'—-'47/01.
Wir kbunnen )[ﬂ},l.x»,( | | ausrechnen durch das Frodukt Grundfl&che

. ) — ! - 0 - "
mal Ethe. Es ist die Gundfliche If f A fff;’ = (f” nach Definition.

Die Hthe ist die senkrechte Projektion p von v =& i
:
euf (U (Pig. 59). Es ist p = A cos ()
W A elso:
| I
7 (24,0 =[] ] Jem( )| =| 0

Mo :
Nach Voraus setzung ist (ﬂl '. ‘e‘,f) >0, 1st

: omly . )
man Al P§ , so ist'(m,m-/ ein spitzer

-g;;‘q Winkel (wvgl.S. 716 ), d.h.AL und ﬁl zeigen

nach derselben Seite von )?r 5),&3,6} und m’f.ﬁ;r) haben glei-

TNy P — N |
chieb Zeichen, also | f:{,I.fj7 fiur a < ¢ . Also in der Tat

folgt A ¢ "
\

hh = &)= (,?E,m,

N

[
Wir denken uns jetzt # und £ fest, also awh ﬁ and (U

(A-0)a=0

Ware O\ 01_4;0' , So uiisste m- (L euf jedem beliebigen Vek—

Es ist

tor senkrecht stehen. Das ist ummdglich. Also

(ﬁf-&___g’ Q.€.da
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wir nemen & das ,Hussere Frodukt® wvon A unar

und schreiben:

I_':'\Li' .-":'r?:ﬁ

e —
Aus Tig. 60 kinnen wir Tfolgends Eez)iehkung sblesen:
|"P.~ Ak

Das #ussere Vektorprodukt ist nicht vom |

= | B |} mia(8,%) ;

Hoordinatensystem unabhingig, well ¢s vonm
Schreubungssinn sbhingt, Es bleibt aslso nur

bei solehen Transformationen erhalten, die

Ty
=g

den Schraubungssinn nicht #ndern.

HBechenregeln fiir das Eussere Produkt.

Aus der Definition der Komponenten ﬂ“i von m,

!

. - |
/4 =% | . A _| Ay £ A =[,@ch
VA "" . le. I' 1
Ay L1l /‘g-&' La ’ \ ﬁl &
folgt fur bxc:z=R
1.) Fak={ nach IX," 5. 48
2.) frrk)==C LA, nach IXEB S. 47
3.)  (AEX) s A[eak) nach X,”
LY 2 " D
4.)  Eoas(big) =ln=b) <dxg) nach XIT,
Bel LAk o= L als Kombinastion von

1) umd 3) .
Amverkung: Nach der Definiticn des Eusseren Frodukts
karin man die IDeterminsnte y&l‘,fk,,{:} gulfspelten in

|:--ﬂ‘lj.;f."‘-f,';:' = -:",Ob}d;f-jf ‘;-{/E";(f'::‘,ﬂ _*.-Qﬂ'}('m},ﬁ.

Deutung der Koeffizienten von (Geraden und Ebenengleichuncg im

Tk 5
LA .
g S,

1. Gegeben ist diec Faremetsrderstellung einem Geraden:
X=X+ A
L
X=Xy AL
3
X 2P+ AR
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87
Dureh den Punkt P, wd den Vektor J,
‘—{ 4
= 4
2 %
o f’.
b g’
=2 ;.
0.B.d.A. kmner wir verlangen, dass
ol o rft.s'l. Wt
s lp’) HAT g = A (8+8. 77)
Unter disser Annghme behaupten wir: Der Peremmter t bedsutet|
den Abstend @ des laufenden Punktes P(x*) vom festen Punkt |
L-D{Ké) ,4: A4 D *;}“l
N '?;f
Jeweis durch (Quadrieren der Gleichung
=/{;E (1= 1;2133
) !
= & /f)" A
I e 1 ;__ |XJ._"X;IJ= ‘\'-—""l‘
sBd And
v-i o . hflrx. -
vl e 4 {Z
-
d = |44
a0,

2

en nennt '01 b~ und b3 dis Jichitungscosinus von b im Baum.

Aueil [b] =1, igte néulich nach Definiticn der Koordinaten
A= Fay = cos f:ﬁf‘a}z{)
£ = Bay = cos [;ﬁ-.,/ml:,l
A = hay = cos [ I #)

) Gegeben ist dis Ebehengleichng
1 2
u,tx +u2x +ujx3+u.4_[]
Diese Gleichung stellt mir dann eine Ebene dor, wenn nicht

1
Wir fessen u_I, o, und u

>

wy= U, = 113-15"131;. Dieser Fall sei also susgeschlossen.

auf gls Komponenten eines Vektors

wHEC

Al g
A

-~ =
und behsupten: Der Vektor 44 stent immer semkrecht suf der
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dbene. Zum Beweise schreiben wir sllgemein die Gleichung in der
Foru: M@ +4y=0 , wobei /@” der Oritsvektor von O
zum leufenden Punkt ist, und fir einen be-—

liebigen Punkt 'go. der Ebene:

M, +/M.,,i = 0

(- 4e) = 07
Es ist also tiberall auf der Ebene

Faéy
9 o L (g-40)

Die Koeffizienten By Uy, Uy der Ebenengleiclung bedeuten also

geometrisch¥% die Komponenten eines Vektors, der auf allen Vek-—
toren der Bbene senkrecht steht. (Dawmit haben wir auwch allge-—
mein dielExistenz des Lotes auf eine Ebene bewiesen.)

Der Winkel zweier Ebeshen.

Unter dem Winkel zweiler Ebenen verstehen wir den TWinkel zwischer

ihren Loten.
)

- ;
e: rf*rv..; X%+ M

.y 5 )
1Z : k i=1,2,3

seien zwei IZbenen.

Mysel der Vektor mit den Koordinaten Uys Uy, 1

>
/gsei der Vektor mit *® " Va2 Vo v3 .
Welchen Wexrt hat
\cos (e,f)l = |08 (/:sze\,ll 2
3 l 1
s : L 3\
Es ist Z.Ma"{"m’ = mh = ]M’H’E’ "’“f""r'e/ also:

/=4

< £l _ | Z s | I P
| ot = o] = ew(e )

—_—3NT 1
Ewey 18w

Insbesondere ist also ;

el f , wenn > Ja; U = Q’L".

424
Die Gleichung q 2 3
u,x +u2:r. +ujx +u4=0
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neisst in ,Hesse!scher Horwelform" geschrisbeny wenn

Ly w - i : i e
Ay AL, 'rrb-_:“s*‘f d.h, wenn i-“.-*.!:*./,-' . Dezeicimen wir die linke

Seite der Gleicilung mit L{x) , o gilt fir einer bolleblgend

Punlkci .rz& ; 487 nicht auf der ibene zu liegen braucht und IGr |

i

'i'g: = A dé: ¢ Ay

Jl'f"*: = J:-"- - "H"_‘g ?‘-‘“.f,.r
Liy) = (G -4 \;

Hir behaupten: fL{y){ ist der Abstand

einen belisbigen Funkt <1 der Ebene: |

& eines Punktse ;‘1 vyon der Ebene.
a ist mimlich der Eetreg der recht— |

winkligen Frojektion von ?;-(5 guf

Faél A, und es ist | L(y) = (”L[""E"""}”
lulq (e 29)
Da aber
M| =4,
o ist in der Tat Liy) =+ & .

Die Verteilung des Vorzeichens ist esnslog der in der E‘Enene?
' S. 79)
e

Arwendungen,
1. Die winkelhmlbierenden Ebenen.

Gesucht ist eins Lbene, die durch die
~ Ufty=p Sehrittgerade zwaier gegebener Eberen

geht und den Winkel zwischen ihmen

helbiert. Jeder Punkt der gesuchten
} Lhene wird else von beiden gegebenen
Evenen gleichen Abstend haben, L(x) =0

e o

653 bl und M(x) = 0 seien die Sleichungen der
pegebenen Ebensn in. ﬁassa;’smwr Normsl-

form. Dein werden dis Tunkte dsr Bbeznen
L(x) = + M(x) von beiden gleichen Abstend

heben, Also L{x) + u(x) = 0
' und L{x) = M{x) = 0 4

R

1
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Halbieren den Tinksl zwischen L(x) =0 und 2(x) =0 .

3

A o " " = . _ L N
2.} Welches ist der geocustrischs Ort sller Punkte, die von
A Begebensn Bbenen
- . = ey
-Jl{x.j '—D (l = 1:&,.4-,1—.}
Lyin Hesse'scher Normalform) gleichey Lbstendssummen haben?
Sie gesucnte Fliche wird durch die Gleichune dsrBestell t:
ang
& o
":_ "J”-:'r = g
— | |
1=4

in Jedem Jebiet, curch das keire der ibemen L =0 geht, ist

N pon, p TR - - g:--+ o . e ‘l . )

dle riiche eine bbene < Talpse)=0v Beim Uberschreiten einer
der gepgbenen Lbemsn indert sich ein Vorzeichen in der Summe ;

vpn de an wird die Iliche slso durch eins neus Dbsne darze.

J.) BSatz iiber das Tetresdsr,

wir legen durch jede Kaunte eines Tetrasders eine Ebene,
die den imnmeren Vinkel zwischen den apgrenzendsn Tetrgederflis
chen helbisrt und behaupten: Diese 6 Dbenen gshen durch eoinen
Es seian Li(:-c} =0 (L = 1,2,3,4)
lig (leiclmngen der Tetraederflicher in Hesse'scher Normel—
form. Wir wihlen debei das Vorzeichen der L;(x) so, dass
fiir jeden inneren Punkt des Tetrsedsrs Li{x),‘- 0 ist. Tie 6
winkelhalbierenden libenen sollen ven beiden sugelitrigen The-

nen gleichen Abstwmnd heben, es soll alse gelten:

-F Fo s p o ,'T- I.I

=i, =y (X) =V o [-t.} fiosY)
%L"'Jr'_:_’.ﬁ{,l;:- é#l','a:l'-a”?; #) e
: P e Doy B
r:‘:"l""l:l wy(X) =L Gi.;-,,.'*r\.:' —ale )=
J y = L 4§

Al - ' | =& - s

L S L :bi'ﬂ“.“{qin’{' =

fAlle diese bbenen erfillsn des Gleimlungssystem
Li(x) = Ly(x) = Ly(x) = Ly(x) .

Das System ist Hquivalent mit L‘I - L2 =0
1.1 - L3 =0
i~ 14 =0
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Diese érgi Glaichunger

, peetimmen sinen Punk®t

91

, Durch ihn

cehon glle Lbenen :"i - Llc = 0 .
4.) Abstend eines Punkies von einer teraden.

Die Gerade sei gegeben durch den Funkt ff, und den

vektor &4 sei ain

runkinausee

vhall der Geraden.

Bs ist demn der gesuchie Abstand

Y i I et 4
1 " A 7.

Wir

(nach der Definition des

j«#-
fb¥

Speziell erhalten wir fUr die

chiungssysieu

519~ 41

HEusseren Iro

e jl.'f

kBrnen nun schreibsni

dulet

runkts der Zeraden éas Gleli-

i Daa Tolgende gilt in gleichser izise
fir Ebens und Lawm, wur dess in deT
Hbene i i= 1,2
By 65 (Shess) ImFsmE 354,23
Bin Kreis (bzw. eine Fugsl) hebe den littelm wakt A (@ 2%} una

denm Hadius T .

wie lentet seine (ihre) Gleielung in

fechtwinkligen Xoordinaten? p(x*) ist genean damm ein Punkt

suf dew Kreis (der Kugel), wemn

|4P] -

odexr ARE - o= 0

4P hat die Koordimaten X — o wir erhelten slso
F . i t B
):fx"-;n‘) S

sasmultiplizieren nech xt .

5
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._' g ' + - & P -
&) 2 x4 = A2 akxt +ZuaY -7 =
e L A
Dies ist die gesuchte Gleichung.
Die Kreis—(Kugel)Gleichung setzt sich also gdditiv zusam—
men avus einem quadratischen Glied @,
e¢inem linesren Glied L
und einem Absolutglied A ,
das die Veriasblien x nicht enth#lt. Die quadratische Form
™ 1) 7 2 a2 a4 Z ,;\
Q@ -/ muss dabel die GestaltZiX*

—
—

‘naben.

Stellt nun jeder Ausdruck
'\2 -
Z._.k", -9—:5‘3*/4-‘—'-,’?’
einen Kreis in der Ebene bzw. eine Kugel im Raum dar?

Jedenfslls kenn men das linesre Glied 1 immer in der

Form schreiben . _\&?
%

(OtB.dchL§) ':f-‘:-.iz ﬁ;/‘.)‘:/['
— N — ' ' —— . v B [
Suht-25 a'xt » A+Z0Y =Zadht =0

S TR A) = 0

,)ai
Diese Gleichung stellt dann und nur denn einen Kreis (eine

Kugel) dam{f‘,wenn Sh-A=rt> 0 ist; T wird der

Redius, und der Mittelpunkt erhilt die Koordinaten a* .

<A

1) Lan nennt jeden Ausdruck Z caq-kx"x"
4 W

eine ,quadres
tische Form" der n Variablen x— . oFormu"™ oder  homo-
genes Polynom™ r—ten Grades heisst jede Sumie von

Gliedern N %
a.x."’,,.xzL oo xnh“ "

wenn in allen Gliedern A, +Ap+ - P m Y ist{/ﬂ‘-‘.?Lq.é_%)
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Tol e mingen:

5 1 S aA A BT L - A : " =1 s
allpeneliner Lege sindaentig bestimmt, Demn in dex Gle

2 (%)~ s Lix + 4

aenthilt XLix) 2(3) Konstanie

wonen ollen die Gleichunc linear abhingt, Fir Ilhren (iese

Untersuchung nur {1 den Heum dwrch. Fur Kreise in Ger Ebe-

ns verliuft sie analog.

aenn gent

Bin Kreis (eipe Kugel) wird durch 3 (4)

r

8

und A

ging Kugel durch 4 gepebens Funkte

92

LS|

3 &

ol 2 B518 /i Fp " und simsn leufenden
=
(4
B S. gy fo g l:ﬁr ) Byt Punkte eiper Fugsl =
niesen folgende flnf Glseichuncern gelten:
i J — / .: 4
& [gh® 325 bt TrA &
+ ¢

L
g R

:

unkte

ist sine 3.(4.), voL

, vigr unteren fessen wir suf sls lingare inhouozene Be—

. Lo e i . -
stimungsgleichungen fur disYirtesen b~ uwnd A . Damit

das System nsch B una A
minsnte ungleicn liull sein.
| T J T?. g 5 14

’;; ‘FEE- "?5 i

AR
/

&t Tx BB

D.h.aber: Wemn die 4 Punkie :1,...,134

1) Liegen Fy---I4

go gibt es keine Kugel dureh
b P

-l R
d 4

Kpens in einem duren
Lieger die Funkte I‘t

unendlich viele Kugeln d'::rch i
auf dem Lot im K 1T
Hadius gleioh

I-.-;.ittalll.:.ﬂllft M
(raise

ane liegt und cersn

gufltgbar ist, wmuss dis Deter-

gi6;

raismittel punk

picht in einer Lbsde

liegen, kemn wen genau eLne el durch sie lege n.ﬁ} air

Lizs

ip einer Bbeme uné nicht suf einem Ereiss
gie, denn disse wusste die
gehendon Krels schneiden.
eenly suf einem Kreis, =0 gibt eS

ngmlich slle,deyen
I ceT

4~
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betrachten mn unter dieser Vorrsussetzung alle j Geei=

sis guf als howogeres Systen IUT die A Grissen hi,}. und 58
A e e
A (x4 bx + A=0 |

= 5 :
£ A =

2 (%2 vy +4=0
LT (42 L b 4 A=0 (%)

ST P2 5 ~
(2. (= +2 6,1 +4=0

S (T +2 0 C*+ A =0 .

sk
Das System ist nichttrivial 1ssher(nimlich L =1 ).
£

Alsp ist

N MM
=
i
[
Ly
— - -

SR
Z{"‘N)E - A i 1

-

) IS -
= ges ( £ )} ni trivial
Umgekehrt folgt aus _l =0, desss ( £ ) nichtt
: i mieson aher nichlh in dieser Lisuang
ligbgr ist. Wir wissen cied night, ob in di

4 s 'ty B Ny . T
sede <, #0 ist. Tars mmsd =0, deno wirde cas HORO
EaI L0 . W St =

zpme Glelcaungs gystam

2 ” A=0
2 bi:; +

Il

T by FA=0
;:bi',:t-'i"fs.
o AP
b + A
Z 51
Zbify“‘—P}L:

eine nichttriviele Lusung by 305y b

]
o

1
o

3 ,A heoben,insbesonders,

T iees o ~ il DuTik
die 4 letzten Gleiciungsn. Das hiesse chber, die Punkie

+A""uj

> i
PJL. « » o« By ligen cuf der Lbene £. ByX
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L )
L

L Ty e s L e T e
e FOEAE S Wadlaair «

Leo iet sichex s #0 CLJ-‘JJ' A=A de 5. f}.

e
; . T e Crm e e, L sybia lEad A
lggsen Wit 1n aer Areifploicliuny das gaisoluia TLI0L V& .
' r r n e - TR, . N - -".‘J- co1n—
rila =4 y L8 8kl sI'el Koedfisienten 1NV er "aarl o311 50 bek
i o TS TR s reisa [ Fupel o nenn der | ittalpunks
-l ia il s LSSl el L aiall S0 Lol Yol ll) o Lrieaiis e T
NELVYOm AUSOLRTEL1eGE alb,
Farameterdarstellung von Kreis uni nugedl.
1., Lrsis: Iz der #relsgleichung
. i, 5
- 7 e ) p (LA T =P T
L= [ ! - i -p.rJ — = L_P glso
\:: = 8B J +' \ o J i i i ']
i
1 ~ P L T =1 . ~_-_,'| 1 ';.-.._ .
go grhalten #ir alls RUESLPULARLE
A ok . o T sl - _I‘!_E'll—‘
3 g Vep fahiren =208 gicn ATUCHA BEUC i AL
Pusabz: Diesas Vaprisahran lEast 8ic
wliSilve
; put  wmpe in 4 Dimgpsicner die raramg=
sioren gusdennell. d=b. Wele 4 L

tordapstel Limg einer Kugel

L , ,
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i |
(x5 Ep (2 )% =7

| ; .
5 { {21 & el S L1y ¥R -u-'.tar"..,
-
. a
A d,; CFfa &,
%
7 ‘{{'—,-'_t"!_ L"i_.; oAy
X 2= A gl vL,.M[-}L_!’ -
iy
X = 1 4 ¥ A ! "‘1.3
|
rLLETEQOTALINSTEN |
llen erhilt sie aus dem Eriiberen; indem man den He-

divs r els verinderlich betrsehtet. Dex Mittelpunky 1is%

jer Sinfachneit Kelber als der Hullpunkt gewihlt: (<=4}

1. Lbena. Gin Punkt T wird btestinmt durch den Abatend
. ki r von anfengspunkt d" und den
nainkel ? , dern OF mit einer fe-
| '*":’.‘1 sten Lchse x° bildet. lNach Fig.6é
y ) T et :
x =T cos ¢
X x~ =r sing
Iurch F & P £ ox
g, b€ .

i |" LA -'.\._ rﬁ_
L)

erfassen wir stwtliche Puakte der Lbene.
Uie Kurven r = counst sind konzentrische Iraise wn 0 .
| ¢ = const sind Geradem durch den iHttelpunkt.

Die,liivesulinien" r=const unc

La] r
== f =const sishen slso stets sexc—
racnt aufeinandsr.
& o I 2. REumlichs,sphifrische Folarkoor-
-r’"‘""" dinaten.
Bih Pumit P wird bestimmt
fe'g- ":’JL’ durch den Abstené r vom Null-

(¥

pun_ktﬂ} dia%a;hischa Breite x - 'S und die geogrephische
Linge ad , also
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. 1
\ 5 X' = r cosg -'?Z’
= ) .
\\ ' m’%, ::2 = sin & Eﬁ'SIL}.‘
N\ x7 = 1 sin :]J sin 27

Uwreh Veriieren von r , S00QuES

durchlaufen, demit slls fugslpunkte erlasst werden.

Dig ”.'.i‘u'i.-‘,auili..cimn"

(4]
ct

sind Fugsla tm C',:

sind Ebepen durch dieé z’—i—‘t‘.‘:ns:a 3

r = con

o

One

Il
O

sind Kegel von O aus en den Breitenkribs

ct

 ; cons

f = const.

sueh hier stehan Gle Diveaufltchen paerweise senlrecht gul-

ol

alnander '-"\": {
Sie Durchiringungslarven der

Hivesuiwimm{lHchen:
?‘ und Y =conet =zind Gereden
' durch den Mittelpunkt

» undad =copnet.siné Lingsnkrei-
se
¥ o unuf =:8ind Breitenkreiss.

\
B ! {
fastia il #
il
Fe @lhmerimorci,in&teu im Eeym,
) . A L
% L In Zylinderkoordimnten Wird ein
“ 1"‘. - . . — .
{7 Junkt F bestimumty durch das Zablen—
.3
|
{4 {

i tripsl:

; 0
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g8

i I__ i
- % —
a
. L]
1
- -
et AL " oy e
BlaC0aGE hig -nu_;:: L]
4 ’ £ (!
e S e . L PSR .c{?
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5

§ 8. Bewepgungen, Symetrien und orthcogonsls

liatriznen.

Lelinitionsn: Eswerune oder Symmeirie/nennt men jede effine

y 4 5
| e b -SaTs Ty Age T s o 3 &
Irensformation dsr Dbene (bew. des Hawms), bei der all

Lhpeen wid dinkel erhisalien bleiben. Bel Dewegangen bleibv

ier Umksufssimn ( oaw. Solweubiuzesinn) erhalteny bel Sym—

. ¥
: | L :
gtrisn Lletot er umgekeirt.

Bestimnt die affine Transformetion (vgl.S5. i3 )
: * A gl
e /d '-'i & k A
x“i _..\_.__';-Aﬂ‘l:
eine Dewepung odor eing Symuetris in Jartesischen Xoord inn-—

3 -
184

[

ten, 50 rennt man {tl';‘] gipe orthogopale llatrix. HisTree
i =i L = - . T nes &

die Tatscclhes benutst, dass die Lingenyroun ULd Winkeltreu

mizr von ten ;?_,;‘,: abhéngt, Dss ist chne weiteres klary, Geis

i at ) E I | =
geins Verindaming cer ,ﬁ wirde pur eins Trensistion Z l.
.'
- o |

)| e --—.' o ey N il r . "
4% kinuen suech von dar Vektortrausiormetion i

- z . 4 mrallarn 3 1 di Taea e ornms—
(in Cartesischen Koordineten) susgehen und die 1ransiorin
i i 3 - s e o Frk o
A3 AT 1ETEe - winkel trausn Vektortrenss=
tionsmmirix ‘D,;:I giger lingel— VNG WINHKSLWY

Porwetion als orthogonele Metrix definieren.

Gine Trensfommation, die durch elne OrTTACEOL ale Na-
trix bestimst wird, wollen wir als Lorthcgonale Traniorua=
tion" bszelichneil.

= et -, ' '-l 5 1- ;'-
GizenschaitBe ortiigponnler letrizen: Sul die Orthogonslitilt

: e Badi oy d g 1 iy Fix
von {a_ﬂ sind folsende bedingungen notwendig und hinred
Hy L

chendi

|
."U ﬂ;]:-".tr' 1
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Jegen Ger Lingentrewe bleiben Dreiecksinhelte (bew,

retraederinnelts) bei Bewesungen und

Syumstrien exhael

ten.

Lin soleker Inhalt wird bei affiner Transforuetion mit dem
!;LS[:_'.;—L;-TJIJLI. : r__.::.;[_‘:_.__]_ der |*-|...J_Lu1'l:|_|:- e ULU_J.A..IGUL":]I'L.J.JL ‘q,:‘ '._E.u.:i._'
ClpilZziart. Us miss glapn |fg,':;-,| sein. s ist:

= '+ ? 8 B OIS ITLT O

—-kia gl el gy J-Ln.

(LEn
el

%]

erhalben

A BS1INIE

;;,' =~ fur

o ST
= CELT BALC UL I

ey §

- - 1a
SymME Trien, oa

cginn wakenrt
der

T s o

die dia Grung valktorsn AL tberieban
*
R -“""
4‘1-3" g:‘”
S
Qﬁ
w
ir heben uns suf den Fall des Certes

Ay die LEnges 1

- o 1 s T,
tis haben alsg

M
,.{.J,UQ_‘.: Deresus folgt die

aulsinender

Wle LEnFon
blaeiben, folit die sutspreciiende Glielenun
toren
ol om! =g
% T i
und Ge
I g f
‘.(;1,*.4’1;1*-.2 445{‘1 )
..1{.'.].;.1.--
&)

2} sind notwendige bedingpngen LUr

1) d

vou LQ,*:J' . Dedingung 2) #st aber fir die

'ﬁ.q.

e g,5., 3.08°)

Definition von

unlenls—
olelibt, alsc \Il

der Umlay

.I'E._n.'- L

-
L-'r-o.- .

Soemrmau—

=
ufssiim bew.

n’lJ.\.lr l_..l.ﬁ'- rﬂ' I{ﬁ-‘l

Ay , in

velttoren

ba sehirinkt

?E.I‘."JU iss

g l:rl,l

-~ e oy
(B.E3)

die Orithogonal itét

Er-v 1-! v G
inreichond.

_4
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Cedingung 2] besugi piwlich, dass
: | &
"'m'q‘i ! ’my‘ = e Wt
ipt, dass wies dis Fildvektorsn der Grundivekioren wiedsr L
g¢in kartesisches Bystem sind,
' N i .
Fiir die AbbLildung o —2 N

= i)
11t man L) #' a2 viay

) o2 v 2T v A

'
(uadriert und sddiert wen und bericksichtigt, dass sowohl
= - - 2 - o .
die Mj sls suck die M) kertesisch sind, @0 folgt sus o) |
=1
i i
al'a S Tgat)t g

1

und gus  § ) /g"'zz_ (i) "= 3 (i

i
also W = ,,.v*,;:"‘
|

s bleiben elso vernige Bedingung 2) Lingen erhal-
ter und demit such Winkel, dea man jeden Winkel duren ein |
Dreisck bestimver kann, mnd nech dem 3. Hongruenzsatz jedes
Dreisek big aud Syometrien durch seine Seitenlingen bestimmi
ist, Pedinguog 2] ist also in der Tat hinraeichend [HUr die
orihogonalitit der lmtrix (A%) -

Saptg: Mine Fetrix ist daym und nur ders cribogenal, wWern

3dae transponierte Metrix zugleich die inverse Matrix

r)

(s

5t (vgl., Antieng ;:.31%?}
Baweis: lat {r.l‘;-,.) erthogongl wud bewirkt A,—T ——J,,bﬁé 20 5il‘q

i !
,ﬁ_:’ = g ALy
Lenn .:1;' ist die i-te Homponente won 4,/ . lack S.75 erpikt

man sie dwrerk Luliisliketion von &' mit dem Grundvekior sy
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1oz

Jie zu {iﬂ jnverse Matrix, die die Transformaticn

4L == A

bas e, sei

-~
)

/

i
&
h

o . s ! f : A==l
l Jemn wise sich wegen der swisdhen A =P und Ll —P A baste

r v . s 5 s
HAEOUEl oIS L1 sdnrelx

fen lgasan

fa inners Produkte komwtetiv sind (8.76), Iolgis '
| 1
h-t * ‘\ — f b ] = '
T k=] Mg e )
_ s B
Das ist sher = |W ./ Qa8 .
Jun rmiss noch gezeipt werder, dass diese Bedinpang

hinreichend fir disulrihogon

dess die (fir Urt

Zu 2o l*_-_'ﬁ;_- 3

o] 1l
ist. s gedlgd

alites von (%)

hoponelitit hinreichende) De~

dingung 2 eriillt ist.

Dage {ﬁ ) zu (R%) invers ist, ist sun guivalent mit
s A /

dew Gleiclumessystem (vgl.S. 326,327)

LT .
o S
X) le by =€ 'y
L=y J
Uann setze ich

-l iy [
o et -7::_:’ F]; ¢ h
Psa
i ‘.u.lr
e¢¢ miss T bellebigen

cz:g 1)‘“‘ Z 4:’

: 1
stats 1wt gelten; nun

el At
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K
Dieses Gleichungsgystem ist Ilr belisbiges /‘s’fl dann uni
of fenber nur denn eriillt, wemn  y) erfullt ist.

b + e " - i
'J,' it pber nocn der Vorsussetziung E’H

| '-.'_-,_,' nivalent u..:l.t

a)iﬁ.

Azt

i

ﬂ'e:c e84

prnmerkunsen 1) Ir die Orthogorel ITET ver lﬂ.}) ist ebsnad

wie 2) auch das System 2)° 2'_1}_&? " 2»{ notwen— e

dig und hinreichend. Dem 2') bassut die urihogonal itEt wvon |
f - 4
T k.ﬁ' «C:‘ 24 H_ﬂ-g)

’ - 4 . 3
z}.f\l . 18t \@ ‘;(‘} oribogonal, &G 1
invers, £iSc &ls inverse zu siner orthogonalern Metrix

[ﬂ‘

= : _ Ak

shenfells crthogonel; ist umgekehrt (ﬂ-;} orthogonal,
f o r - L

so ist [4}) == (%) invers, slso eberiall orthogonel.
A / N .

k

i ; 1 1 %
a4 na L = e - I
L% = | 0" Ay | {'Iv@h,_m._,m.ﬁf

ra
-
&
[
1_]
[
[

Dener begeichnet men die ,_g,;'r auch els die "Richktungskosinus

|
|I
einer orthogenslen Transiorumet ion.

5) In n Dimensionen heisst eine lie trix [a,;") orthcgonal ,

K
wern fur bel isbiges v' (q e, - - .h} wnd for
u : l
" ¢ i
F * ] g .
v F[;i-‘"_ q’;f s E(--ta'f«L, u.J |
et § .4l b T |
et jL'V‘.-]' = %{nﬂ']l |
Azy -"'7'4' X

fuch hier ist die Orthogonal itEt fguivelent dawmit, dass die
(_ﬂ. ‘;{) inverse Latrix (Hﬁ. ) = (a ,-) wird, dase alsc

die Glesichungen gelten

&7

L
AT P . e
E.--.',ﬁ-;ﬂ?- £ [r‘: :-1';,,-4-\} ﬂ';r'-l"'-uv./l-t)
=4
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§ 9.Bewegunsen und Symmetriegn in der Bbene. : 4'
Jode orthogonsle Matrix in swei Dimensionen (g 3'-
118t aich durch sinus und cosims geines Paremeters {p s
Polpendermassen susdrdcken: Aus 2) 2') ergeben sich
die Lelstionan

) 82 + 1% = 1

5 ) E.E + GE =1 i

) 6% + 8% = 1

Jaee + bd = O
liech ~ ) gibt ea ein reellead , U S poder -4 < ¥ = 1 2 7
sodess & = ¢osy , b = siny . sus P) folgt e =7 sin ¢ .

pus 5 ) Polst dm Fell ¥ £ 0,4 : d= ; cosy (obers

bzw, untere Verzeichen won ¢ und d anﬁsprac‘:len ginander).

im ¥elly =0,7 , ¢ = 0 folgt aus }): @ =21 ,al80 wieder

d =% cos (cberes odsr unieres Torteichen frei whh1baT) .
- s s o : ab : :
Sowit het jede orthogonale Matrix | d} die Gestelt

cosy sinf .
(B ) cder

- Biny @08y \ sing = @08¢ /.

¥ i+ 2

sede lLetkix ( B ) oder ( 8 3 srfullt &), ) ,5)s Diese
Gleichungen sind dss System 2t) (8—<C0J) im sweidimen—
sionslen Fall,sind slso IUr Orthogonalitiit hinreichend.
Daher ist jede vetrix() B ) oder ( § ) wirklich grtho-
gongl. Die Determinante von ( B ] ist coszqf + sinEuF = 1;
sbense ist die fon ( S Y: - cosz{ — ainz{ = -1.

( B ) gibt elsc die Beweguugen, { 8 )xdie Symmetrien

der “bene.
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GCapnmetrische Diskusgion der Eewegpungen,

Die Matrizen ( B ) meststten die 1'bersicht dber

alle Dewssungen der Lbene, dis einsn FPixpunkt heben,

d.k. sinen Punki,der in sich selbst transformiert Wird.
Denn fur diesen Punkt els Koordinatenanfengspunkt
fellen in den Trensformetionsgieichungen dia Tralis—
letionsglisder fort, und die Transformstion heisst

1 .2

( o0 stalt 3, = ;;eschriahan):

X = cosfx' -+ sinyfy"’

IVl
¥y= = sin l{’:?:' + ccslry'

In Folarkoordinaten x' = r'-fos t', y' =1zr' sin t',

X=r o8t , y=rsint wird VL 2

T cos t = r'(cosf cos B' + sing sin )

r'cns(t'-—tr)
r*(cos fsin t' — sinlf cos t*) = risin(t'—f )

i

rsint
Tiersus durch Cuadrieren und Addieren (r 2 0,r' =20
voreusgesetzt):

- i i
ilso fur alle Punkie v £ 0 z
cos t =cos ( ' -4) , sin ¢t =gin (t' -Y),
folgiich L= %' ~ ‘1-"' . (bis suf genzzehlicne Vidl—

fache von 2T ). Dissg bedeuted (0 Anfangspunkt,

Pt beliebig,P Eild von P* vermige XVI s

OP* geht in OP iiber durch Dyehung um dep Winkel ¥

im nesativen Sinn.

Jede ebene Bewepung mit Tixpunkt ist eine

Drehung um diesen.
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Wir beweisen jetzt: Jede fimpunktfreie Bewegung ist

eine Translation. (Demit sind dann slle Bewegungen

erschipft).

Fizpunkt ist nimlich jeder Punkt ( Xp ,¥p ), der das

Ca

ystem erfullt Xp = Xp , ¥p = vy o Dies System ist

o]

ach (B) Bquivelent wmit

Xp = coslfxf + sin@y, + A

I

Ve

oder

- sinlpx, + coslfyf+ B

() (cos{-—‘l)xf+sinlf’yf=—}x
~ siny x, + (cosf~-1)ye= - B
Die Bewmegung ist nur figpunkifrel,wenn (¥) keine Lisung
%ppyp Bbat.Des kenn mur eimtreten (vgl.S. $4 ),wenn
die Determinante von ( F ) verschwindet,®XEHd also

flcos ¥y - 1 sin :
Lf f = cos%f-— 2 costf-H + sinesp

2( 1 —cos¢) =0 ;
cosP=1. , sin f = 0.

- siny cosf — 1

1

Die Bewegung heisst also

%= 2+ K
y* + B

It

e

Das ist eine Trenslation,g.e.d.
Deigpiele.

1.Die Piinktspiegelung X = —x! , y=~-73 ist eins Drehung
umn U . Denn die Matrix (‘O" _‘,'1“) ist (B) furf =T -
5.Die BeweguugeniDrehung um ¥ ,Translation,Drelungen
um —{ geben hintereinander ausgefihrt lwmer eine Trans—
lation,wie auch die Fitpm:kte der beiden Drehungen ge—
wihlt werden. Denn Wektoren werden debei in gleiche

Vektoren ubergefihrt.
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3. Bin Ureis k' rolle im Innern eines/Kreises k vox

dopneltem Hedius, Die Beln eines mit k' siary rerbunde—

nen Funktes ist zu bestimmen (spezielles FProblel: aus

der ellgemeinen Theorie der Prochoiden” bzWe " Zykloiden}

d,h, der Dehnkurven sines beliebigsn baw. rFeripheriepunk—
> &

tes giner Kreisscheibe, die auf einem Krels oder el T

; T, |
Gereden rellit).

S

Fi

"" 2 5 ey Lok = o e e
rwanees: Dodut,. werds nip dis Behn &ines Funktes A'Y betrachk
A AL e W e ey

| Barinn der Dewegung ( A" = A" mit den
tet,der Zu Beginn acsl LS WEEURE (. ¥ 25 } 3 r 1
:..-_..{ Loy glap L ible

- Lo r Y = 1 ¥ G L e T %
Uittelpunkten EXX M , £ W' =1 ¥ von k, k' sussmicn—

=)

piiqe, ' sei Aufungspunkt eines =it k' starr verbunde—

sogeitiver

i TormEt o nie W -1 5 UL 4 - =
nen kertesithen OSysteus X°,¥ mit M* AT &l8

et

<'Richtung. Denn het A' die Hoordinaten x' =a =0 ,
-l - LR D.-
vt = 0. % sei suf k der lsulenue Lertihrungspunitt Voo
o g - = - o A

! a5 =B Y: B" sei derjenige Funkt euf
k,k' (Aufangslage 3 = By }; B' sei derjenig

Beginn mit B zusamuenfall - rollbewegu

k*,der zu Beginn mit B zusammenfellit. Zle n0LL Zung

y

4 . % T 2 et B
Auhre M' im positiven Sinn uwm Ul nerull. Jenn ist BB
£ . I 2

Land Loh E21(s . w
(suf k positiv durehlanfen) gleich BE'(enf k' 3

% : ot Ad e Dadinition des Rollen
durohlaufen). Das ist die Deflinition des 10 lens.
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1ohp

Sed f.i-'EC_ » MB )= ‘-I(“gc;.'-".-at:;:t.j;&n_-i folgt wegen
SR i e = 2 - :
A = 1/2 UB: & (U'B,U'E*)= - 2 P ,J_HQ%C (;..'E‘,.'_LBO:’-‘-?
lun sel LM der Anfangspunkt und B, die pomitive x-Rich-
g mit k¥ lest verbundenen kertesithen Oystems

J a4

g
(x,7). Dunn bestehsd zwischen X,y und x%,y' die Formeln
(fur M* = 1);

Z=gos + cos¥z' + sinlfy’

sin s}"— s;nr’:{‘ + C0S ?0:;'

Der Puukt A' ( x' =8 20, y' =0 ) het also in x,¥y

L=
Il

die [nor '.liL-_-'L'.t: 1l

1

i
0

-

X=(‘i+&)ccs;}", ¥ =

b inf-;@ .
Das ist sine Ferswmeierderstellung Llf’ala Faremeter)

der gesuchten Kurve, Disse ist fir & ;# 1 sine Ellip=e,

Benn sie erfilllt dis Gleichung
2 2 '
Ha)- i 2 ol
- 2
(1-g)

Fir & .%"I ergibt sich y = 0 ,sdso eine geredlinige

Belm und zwer léngs dexr Jeraden LIBG. Largus ergeban

gich verschiedene Ellipsenerzeugungsmechanismen.

J‘n-.-!-.-—‘ﬁ
Tergleiche hierzu die Modslls 6704 380 Easeiesmmnersy
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_Geometrische Ueniung car Symuetrien.

= o - L
r=r', %t = 2 .

; I IR -7 ’r =
Setzen wir t -_‘ﬂ:v:, t! -""-’:"{’ , IOXZ d.he betrachien

% 2
i dis Trensformation in einen sNGeTrSk Tolarkoordingten—
il L ot [T e . o T LR - e el S ey

3;"-141-"1‘-1 Iy L mit dem-ssiben AnIadpgsTiullhu 0 S1ner

. : e @8 oy
Achse,; die um -~ gegen t =0 gedrent ist, 80 nivmt die

Sijnmigvrie dise

Im kertesischen Sysuem ?-;-1‘ mT’I. &ﬂ:T‘MT heisst
die AXEMER Symmstrie g’! Y = -
Das ist sine Mmklaprung Wiz -cllﬂf —hchae.

Die ellgeneinste Symmetrie least gich dsmme D%.-L‘G.
Lran

sepsatide Systemmahl suf dig Torm bringse

£ w L

R N
U]
i,
. -
-~
n
|
——
-+
'Q.J:J

Betracaten wir endlich die Symm gbrie in dem Systenm

B “ / e ' 3
Y = __g_-_"hl ___j o =_.1E\Ei_,_g:_-_,

|?
_ o

so bekommen wir die bearste.lung

Vo= YV 4 B Y= —7%°

FiA L £ - -

Das heisst in Worten: Jeds gymimetrie lisst sich




St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

§ 10 Bewegungen und Symmetrien im Reume

Bewegungen.

Drehungen um eine Achse nennen wir jede Bewegung,

die slle Punkte einer Geraden ( der Achse) fest liésst.

Wir zeigen nachher,dass die allgemeinsie Bewegung
sich guf diesen Fgll zurtickfithren lisste.
Der Nullpunkt des Koordinatensystems liege auf der
Achse, Dann bleibt er fest, die TransXEXAGHformation
enthilt deher keine Translationsglieder und heisst
( x,7,2 statt x| ,12,x3 geschrieben)

x = ax' + by* + ez’
ax' + ey* + &2 (1})
gx' +hy' + k2t

Bie Drehungsachse sei die x—Achse. Dann ist der Punkt

¥

Z

( 1,0,0 ) sein eigener Bildpunkt; sein Bild vermige
{ F ) heigst sber x =a , y=4 , 2 = g . Also mst
a=1,d=g=0.

ab e ) : ‘ 2 2 5
Da (ggi)omOgonal ist,gilt e+ b= +c~ = 1 ,

1:b=c¢=0 . Die Transformation

i

also wegen &
heisst also

= X

ey' + fz!
2 = hy* + kz'
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Lie Mﬂlaicmngan besagen,dass die Ebene x = 0
affin in sich tremsformiert wird und zwer n.V.

lingentreu. Also ist (fl E) orthogonal und

1 0 0| ‘e f) L
=0e f|] =+ 1n. Al istLh k/ nech
Ohk

|2

s in¥ : il
§ 9 von der Form (Eﬂgiiﬁ? Eag:‘q,). Jede Drehung um die |

*=fichize hat glso eins liatrixz der Form

\

Durch cyklische Vertauschung der Eejlen;Spalten

o ‘i 0 O "
fj cog f{ siny )
k \Cl -siny{ cosy/

L1 S = T vl
o o

findet men fir Drehungen um die y—ichse die llatrix
(eosYd © — siny
C 1 C
\ siny O cos Y /

Fag 73
und fur Drehunganfrfnz die z—-Achse:
| cos o sinf O
(-&én ¥ cgs . § ?)
Y heisst der ,Drehungswinkel". Die Ebene senkrecht
gur Achss wird um -=Lf gedreht.

Drebung um ein Sentgum nennen wir jede Bowegung,die

gine-n Punkt ( das Zentrum ) fest lésst. Ist dieser
als Mullpunkt des Systems gewihli,so hat die Transfor-—
mation wieder die Form ( ¥ J , und umgekshrt stellt

"} La.trluan heissen gleich, ( ak ) el bk ), wenn
bi fiir glle vorkommenden i,k.
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( ot ),wamL ) orthogonel FgY wmit positiver .
/ i

Determinante ist, eine Drehung um den lullpunkt dare.

m g

b e
e T
bk

Behguptunz: Jede Drehung wn den Fullpumkt ist eindeu~

tig erzeugbar gus einer Drehung I um die X-Aechse i
(Brehwinkel ¥ ), einer darsuffolgenden Drehung II

uww die (vermbge 1 transformierte) y-Achse (Brehwinkel ¥
und einer Drehung IIT uw die ( vermige IT transfor— i‘i
|
migrte) x-ichse (Drelwinkel X ). Dabei ist it
0S9Xr LY <2 [ O =x< 2T
Beweis:te , & ; € bzwea', { 5”' seien die im i
Iullpunkt angehefteten Grundvektoren des urspringlichen,
bzw, des gedrehten Systerms. L‘I‘reimr.g I um A fuhre &4 ¢
in qffsn) £'c” folgendermassen iber: 4£’'s0ll auf |
der Lbana-&fﬁ‘[liegan ; und der Drehungswinkeli & seoll
nicht nepgstiv und m8glichst klein sein. Dies st auf i
genaw eine Teisgse erfillbzay. Denn liepgt f!'auf der
Ebene (b ), =0 iet]¥ =0 zu wemleny F= 4%
Sonst sei g die Schuittgerade von (4 ¢ ) und (3% ).
Dern ist 4 Ger eindeutig bestimmte Binheitsvektor suf
E von O mus, der BL{ mif & siren positiven Winkel Lfc:"T."'

einschnl iesat.

Fig. T4 — T ¢

%

Drenung  II um B funre 4 A%" in a4 (= E"); x

d

ek gt i =
so iiber, dass . = M~ * wird und zwer durch einsen
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i mtglichst kleinen nichtnegativen Bra].-m’.nkel‘}v . s/ steht

- o Lw

e it ) ! 3
nEnlich auf £ senkrecht yWeil £ 4in der Ebene (4, £ )

R gl o P T . ) - i i .
liegt; 4" liegt also in der Bbeme (< 4'), die
if |
vermige II in sich t¢bergeht. ¥ ist der eindeutig be:—:‘timm—i
e Klatiaha 5okt - , ¥ ! i |
€ kleinste nichinegetive Winkel zwischen 4 und a4 ”
: ” T2 iy L 2 sril i
in der Zbene (a4 ,4'! ., Dabei ist der Drehsinn positiv, 'i
I
— 3 . . . o (¥
JdLwy < 2w einceutig bestimmt. W ist auch derje— i|1
i

o e e e . N
der- in <t {iberfihrt. Offenbar ist YW im Intervall

nige Winkel bei g , um den die Ebene "3';-"1“ ) um g i

i "
gedreht werden muss, bis sie so mit ( b e ) zusammen— l'
fillt,dass ( 4'+' ) wund éas Bild von (%r ) gleichen

Urddmf=inn erhsl ten. Q'

Fige 75

=

Drehung III ist dis Drehwng wm 4 =4 , die mit mog—
lichst kleinem nichtnegetiven Drehwinkel 7 Alin §'
tiberfihrt. ¥ ist eindeutig, dex<ii . % ist der .

positive Winkel zwischen g und 4' ir der Zbene {f?}':nc-" )

Fig. 76

< !




—r

"a b e 1 0 4] 'casl_yc simp1 0 0
Kdaf = 0 ces/{ —sin) © 1' C Occﬁi{-a-i
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Die Eulerschenb.'finkel liefern eine perameterdorstellung
abe

der lletrix (:1 e f) , analog dem Fall der Lbene, Zur
g hk

Vereinfechung der Formeln sei dsbei die latrizenmul—

tiplikation eingefiibrt,
T o s g 4 D o m i i 2 = 3
Definition: Das Produkt ( ak}(bk ) Dbedeutet die

vetdbr  (Je by = (e ) B

T T T T e i i 1 1
LGBHO,}_._._..._E“ ist (ﬂk)( bk } #(bk) (&kj. Tichtkommtative
Ml tiplikation t )
(et ) (vl (o ) bedeutet das Frodukt -i) (bi] i} .
&% k k (og) (B (o)

Bedeutuzy dieser Definition:Bestimrt () die Abbil—
dung x*-5 X durch die Gleichungen x* =Z a.; = s
A

urd bestimrt ertsprechend (”i) die Abbildung x'* — x° l
so bestimmt (a;‘)(bi) die Abbildung x'* —, X.

SBeweis:
] = 5 4F i—-.1 1t i .1 Ny .
x _%%alﬁt -;%alfz_hk = ==;:' (%i';i by o
K
De nun die Drehung ( D ) sus I,I1,III entstaenden is,

gilt (mencin den Formeln fur die Achsendrebung beach—
ten,dsss diesmael im posetiven Sinn gedreht wirde 1) :

g hk, o] sin;{ coeﬁ' —siny O  cosy sinlf co
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Demit ist die lptrix der allgemeinen Mullpunktsdrebung |

fiir ein belisbigzes Koordipstensystem dureh unabhiEngi-— | l
|

ge Parsmeter darcsstellt.

Behauptung: -

Jede Drelhunz wn einen Punkt ist such Drehung um eine ||
1

Acnse ( die durch den Punkt peht). "-,

Jede Bewezung lisst einen nichiverschwindenden Vektoxr %
fast.
i i |

Die zweite Behsuptung umfesst die erste, mur sie werde I
deshalb bewiesen. Die gegebene Bewegung transformiere
dies Vektorkomponenten gemiss der Formel '
v =S el |
Rir den gesuchten Vektor # KEEXME gilt #= #'
Tir uA¥drsuchen zunichst einer Vektora#/mit #=Am' > B
alsc mit nicht stimtliech verschwindsd Komponenten
art e X gk . Diese Gleichungen sind Zquivalent ,

mit " |

Avt = %:ai, v

oder wegen T o= Z Bf:' :

(¥) S (ap-rep)v*=0. |

K
Zine nichttrivisle Lisung v ( k= 1,2,3) von (F)

soll existierem. Dazu ist notwendig und hinreichend

ap) = |= -Ae =o.




-
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I TR 1

s( ) = 1 K o igt ein Polynom
E 2 o
d 4 4

2
dritten Grades ®) inX ; a( ) == NiRA +E’,_R:'—f% .
Es ist &y = a(0) =[a§] =41 o L

Aqys A, 5ind reell. Deher kann uen (Bewels 70 334 )

a( X ) in der Forma( A ) = {?;-,'Z}?l.r?*ﬁz“w [f?\ﬁ-?‘:i}

gorstellan . Debei ist A geine reelle KonstehitesAy A o

gind entweder reells, oder konjugisrt kouplexe Kon—

stenten, Es ist a( A.) = a (A) = g( Az) = 0 und
Tediky = al0) =

Also kann kein /) verschwinden und eg kidnaen micht

e

%, My, ., stotlich negativ reell sind. Auch ktmen

nicht A~ negetiv unﬂ,?«. A2 !;onguglert konplex sein,
-y h 'l '

- - f | L
demn dsan wire M4 M1 r’\-;. =48 (= 5 (L=< ‘--rw;.wf- vl “{Fif'*r

Also ist ein A, > C. Die zu X = ?“1 gehbrige nicht— |
trivialfe Lisung v won (F) bestimnt einen Vektor #

Bl > , 50UESS d-f-;l{.; &' « Wegen der LEngen—
= o) W
treus der Transformation ist f?n,eﬂa:g | = .M = fﬁF

wegen 1{‘;:,_, :1,_-.: , e A geceds

e —

*) a(\) heisst ( in beliebig viels: Dimensionen, fur
beliebige nicht nur orthegonale (ak) das ,charskie—

rigtische Solynom" der latrix (ak). Dieselben Betrach-—
tungen wie im Text lehrsn: Die w Pigrichtungen™

L ] L]
v =AvE" Ger Vektortransformation vt =Z e.i o (e
sind nichttrivials Lisungen VDnZ (ai —?Le;) ‘u‘k =0
(i = 1=.....n),wobeiAder Gleichung galA ) = 0 geniigt,

cder wie man auch segt:,cherskteristische Wurzel won
in
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Bebhanybung ;

e " = S L . Tips & =
Ir BLzbar 18 8iner Drghupp wm eine Achese und einer Tians—
latio lines dep ol A4 & = , I K e Manae ] a— |
Lol AeTes Jder LAchaa (%1;: g Lremane unc less [(Prantis |
I h r
.

= AL s T P Y 5 - - 2l o s
vion clirfen euch die Identitét seinj. i

Der Fixvektor der Bewegung (R) sei parsllel der x-
Achse. Denn schreibt sich die Beweguus

x=@x + A

y = qugwm?’g%ﬁ

. =4
- —a-;.fy’+mr,-.'ff",= 5 (R)

s
|

Die Bewemmgz der Ebene | F ,"5 in sich, dis die eingerahin—
xxten Gleichungen dexstellen, ist nur fizpunkifrei, fslle

Translation (§9). Dgnn heisst

Desitzt das eingershite Systen einsn Fixpunkt ?n =yt ‘ |

2o nimnt (R) in dem kertasischen System

;.:t, .J-E:,:;,Lg‘, §22420 die Form an:
%
2

Der Translationsvektior L;eissiliwlyl-‘ﬂ lisgt also parasllel

zur 4 =fchse, dsr Drehachse. g.€.4.




Bemerk ungen,

1) Dess jede orthogonale liatrix ( al y mit ek‘ =+1
eine Drehung um eine durch den i lpunkt gehende Achss
definiert,gibt eine neue Darstellungsmigl ichkeit von
{&k) durdh drei unebuiingige Parameter. Nimlich durch
den Drehwinkel und durch die Linge und Breite eines
Punktes dsr Binheitskugel um den Nmllpunkt , der auf
der Lrehschse liegt.

2) Behranbungen mit perallelen Achsen um gleiche Winkel
sind identisch bis auf eine Trenslation. Denn Achsen—
richtung und Drehwinkel bestimmen die Transgformation
%t '=;3'ij- 2 1% bis auf die t*+ ,

3) Zwei beliebige Schraubungen 8, , s, hintereinander
ausgefihrt, ergeben eine Bewmegung,alsc eine Sahraubung_

S} » Im folgenden s0l1l Achss und Drehwinkel von s gus

3
den Achsen uné Drehwinkeln von 84 » 8 konstruiert

werden.

poiilegung® heisse jede Drohung um eine Achse um 7

dede Schraubure ist Houivalent zwel mlesungen. Seien

nfmiich g, %, LF bzw, Achse, Tr&nslatiunsmai:tor, Dreh—
winkel dexr S ¢hraubung, seien A B auf E 80 gevEhlt, dasz
A B==% ; sonst beldeébig, Seien 2,b Lote guf g in 4 B ,
S0 da (a,b)= =X. sonst veldsbi D ist ai

S0 cass &, T 0ns e g « HJann ist die
Sehraubung #quivalent einer Umlegung um a und einer zwei—
ten wm die Grade,die nach der ersten Uanlegang aus b ent—

L
s sy oEF W
steht. Sind umgekehrt 2,0 hel%h;:ga- Gerade,ist A B das I

i
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gemginsame Lot ( bzw. irgendeines,falls &”h}, S0

| fass & auf a und B auf b liegt, und ist¥( a,0) == i

]
Yniioow B . -
‘ S0 sind eine Unlegung ewf und eine zwelle ull das Bild |
I P
l. von b zusammen #quivalent einer Schraubung e die ;
| - - ) ) . i
Achse AR mit derTranslationsvektor — 2 AB und dem II

Dremginkel — 271 . Zum Bewads ﬁfwﬂ,ff.'?ﬂ;rm'w der Leser, |

lzss die Achse dis richitige Trerslastioh in sich er— il

fihrt, und ddie Vektoren die richtige Drehung erfehren,
Sind nmun s, 8y zwei Sehraubungen mit ]-

der fZchsen B416Bp und ist des gemsinsams Lot won

Eq28s ( bzw. irgend sinss,falls &1 ” 8o ), so zerle— i
ge men s, durch Unlegungem wit den Achsen &y b, der— |

art, tass 'l:ldI = a5, = 1 wird. Zu gegebenem 1 ist das

enen die aus 8, , €y resultierende Schraupung s
iquivalent ist, finden die beiden mittleren um die-—
selbe Achse steti, g,ebe_n glso die Identitidt; s ist
dguivelent der T.I[:jle..3;;1;Lr-.d:,,',gr‘-"M‘v:.1 und der um das Bild von h2 .

Woraus nach dem oben gesagten slle Daten von s be—

stimmt sind.
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Symoetrien,

Bestimmt die liatgix ( a.i ) eine Symmetrie, so be-
stimmt (- &i ) eins Bewegung. Denn mit (a.j’;)' ist auch

(- E-E;} orthogonal , und 88 gilt

ist Ia,ft

--ai’ = 3 dern Na.Ve

= = 1 und nach 5.67Z ist {— E;J = {—13("”("”]'%

=-[J4 g

- ' [ -
Die Trensformstion x =Za; = 4+ ¢ l#sst sich nun
1
zuganmensetzen aus 1) yi = =

2) x* Jmal Fatb .
1) ist eine Spiegelung em Mullpunkt (S. ¢, 2) eine

Sohreubung, weil durch dis Matrix ( — e ) bestimmt.

Jede Symuwetris ist slsc zussmmenseizber sus einer
Spiegelung an einem belisebigen Funkt und eine® Schrgu-—
bung.

Ist fer ‘Schrsubmmgswinkel T , so werden die Vektoren
senkrecht zut Achse nicht mur vermdge 1) , sondern
auch vermbge 2) mit — 1 o multipliziert, slso im genzen
unzeindert gelassen, Demnn ist die Byumetrie, wie man
zeigsn kunn, Hguivelent eirer senkrechien Spiegelung
an einer ILbene (S. g0 } und epner Translation

perallel diessr Lbene,
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§ 11 lLhnlichkeitstransformetionen.

Definition: Eine Zhnlichkeitstrensformastion igt eine

winlkeltreue affine Transformetion.

Eg sel aine sﬂgche durch die latirEx ( G; 3 be—

( C}ic )= (A ﬂ.f; ), wobei (a.;;} eine orthogo—

4

pale Metrix ist upd A> 0 .

s}

Zum Beweise betrachiten wir die Grundvektorsn Ay, L

L

= .9 = » !
bZWe M, 4, a, und ihre Bilder a4 4 bEWe A ' Ay e

EaiDIL_I=/:?.’,,,GAE=4¢_£, damn ist 0 A, A, ein

gl eichschenkligh rechtwinkliges Dreieck,elso sind
die Winksl wan .&1 Lq gleich, also amech die ent—

sprechenden im Rilddreieck{ O'A; A} , slso ist anch
dieses recnotwinklig gleichschenklig, also al’ﬁ*lll = mila

'l' »
Kbense folgt M| = %3] ( im Reum).

nse
!
+ ; I : 0o A
Setzen Wir ,-ch.i’l =A , 8 iIZENS 0. ALy —-»-;-,‘-41.

ind zueinander orthogongle Einheitsvektoren,die

= P
Transformation . —> 4. ist orthogonsl. Sei (ak)

= o

deren jﬂh_x.,(ck) die Vatrix von £, 54/, #0 ist

)‘E{; GuGeds

. # X W= -
Die Transformetion 4A; —> .4/ fhrt jeden Vektor #

=

%k

1]

in A4 iber. Solche Transforgmtionen heissen

L] 3 = — ! -

Streckungen., Aus Ger Zerlegung von A, ~24. ind =g
/ f folgt:

ol &

Eine fhnlichkeitstransformetion lisst sich ersetzen

durch eime Bewegung cder Symmeirie und eipne Streckung.

(Literatur fur §§ 8-11:Lagally,Vektorreschnung und

Bianchi,Geometria analitice).
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¥ 12 Stersographische Projektion und Inversion.

e) Stereographischelrojektion.

Ls seil ein kertegisches Raumkoordinstensystiem (x,y,z)
vorgsgeben und die Einheitskugel K um dex FEullpunkt.

Denn erfilllen die Koordinsten F, Y { eines Punktes P

auf K die Cleichung
5 ) -

TRUC s o

] ! ; 1
Der eine Durenstosspunk?® r z—hichse mit K heisse N

(Kordpol), der endere ( 0,0, =1 ) S (Sudpol).|

Bs sel P AT, also 'f# 1. Deon liegt die Gerade P N
nicht #in der Parallelsbene T = 1 durch N zur
(x,y)—Ebvene. Also hat die Gerade P N sicher einen
Punkt Q mit der (x,y)-Ebene genmeinsar, Die Lbbildunk

—

P —C nemnen wir die stereozraphische Froijekiion von

K guf dis (x,v)—£bene vor I sus.

Py 72/ ang 2979)
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Ry

7 hebs die ¥oordinaten x,y,8. Um x uné y durch gl_uu
augzudriicken,fillen vwir des Lot PR ven P auf N B &

Darn ist P R [[ 00, denn P R und O Q liegen beide

in der Ebene ( N, 0 , Q ) und stehen senkrechi suf K ©

Esiist

?L= I'{EE - ji+ "fz
r= 0g2 = 2% + 72

Die mbene (N,0,Q) bilde mit der (x,z)-ibene den

Tirkel ¥ . Denn ist

=r , cos

2

g
I

Tach demyStrehlensatz ( N als Scheitel) ist

r =08 =1 , G2 ON = 1 und RN = ON « OR = 1 —]
—— 4

Daraus i‘aigt
= 5
1=
g (8)
!

1 =

Digs sind die gesuchten Trzosformationsformeln.
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Dehguptungen: 1.) Den Kreisen guf der Mugel snbsirechen

bei sterecgrephischer Projektion dis Kreise und Gersden

guf der Lbene.

L |

fms
2.) Winkel b;nibe“’éﬁ:/;rengaphiﬁher Trans—

formation erhelten. (Dabei verstehen wir unter dem Winkel

zweier Furben den Winkel ihrer Tangenten im Schnititpunict.

Beweis f-iir 1): Die Kreige und Gergden der (x,y)Ebene sind

gegeben durch die Gleichung:
T. LL'[,#IJ'{-IJI} boArX -r-!':ia.f-ﬂ'.:gp

a # 0 gibt die Hralise, a =0 dis Geraden. Ilun folgt au.s{ﬁ):
Xt ‘3‘1"' ;:*w.]z. i ,-i-;f]‘-’- 2 -:Lfi
I gibt also'-glzj cie eﬁ’cé;ﬁ-échendan!;ﬁnkte von K :
1T ‘?.I.-:J.-fl\. _él‘b.;g.*lﬂ"%_—‘:j_{rf—f}: i
A7 ot

de P#I ,T’ﬁ.-,,; “ , hat II' einer £inn uné gleichbedsutend
4
!

P

+ ﬁ”-[’\‘ =

W

1) 4ol ) i BF ey
L J { Al
Dies ist die Gleichumg einar Lbene € . Alle Bildpunkte F
des Kreises I liegen sglsc guf der Schnittlinie von K mit
P, also anfl einem Kreis. Umgskehrt erfdllen die Funkte
jedes Kreises auf K eine linsare Gleichung, nimlich die
der Kreisebens; diese lineare Gleichung lisst sich stets
in &:‘; Form II 'DI“&.II&'BI:L und zieht fir die Punkte F#N I
nech sich. 8§ =0 erzibt sich damn und nur dsnn, wenzn die
Koordinaten 0,0,1 wven T II erfullen. d.h. ein Ereis

guf ¥ wird dann und yur demn in eine CGerade sbpebildst,

wenn der Kreis durel I geht.

Beweis der Behsuptung 2). In Fig. 79

~

sei { des stereogrephiscie EBild von

P . N sei der Pol. ti’ 1:.2 seien
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zwei Tanganten an K in P , die den
Winkel T bilden. Ay seien die Bil-

der vor t,,t, und sollen den Winkel ¥

-13
== e = = [ iea
~ bilden. Dern ist zu zeigen: ¢ -‘r’
; /
e Q A&y Liegt in der Zbene &, { *T’
) bt
& « T 1 n n " (= ')""I.f 4:1_1
b
N ,ﬁ*{%f seien die Tangenten
2
gf tf a N in N an die Bchn
N ;
iEF oy kreiss von £, und €,

o e e o . ; A o o SIS
Sis sollen den GFinksl 'L cingschliessen. Hs ist ‘I:J'l di= Sehnitt
gergde von £, und dsr Tangsntialebene an I airen I

und 4 dig Schnittgersds won £, und Ger (xy)ibens. Da aber

1‘ *
die Tangentialebene durch I yparallel der (xy)ibene ist, #&
& g
folgt A ||
I
Zxtepreckend .'ir" A slsc T =¢
e w T ST e SEL
lun muss nur noel bewiesen werden : (=0 . Iun diesen Zweek
petracnten wir dis Shens ¢ dureh J" , dis
¥ auff TP sgoezkrecht stent (Fig.80). Wir

spisgeln senorecht an € o Dena wird
’ rF 'Eq -—‘?E‘,
g ¢, —2 ¢,

.‘:g 80 P I

f
o~ o
L —==L
g o 5
De aber Spiegelungen winkelirew sind, so ist ( =i ge€.8,
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b. Inversicn. ] ‘

o

Fig. 81 ‘ I

oy

N
| Definition: Dis stereographische Frojektion eines L ‘i
]

" Ur . -
Puckies P won Il gus und vom € aus éﬁ@n 2 und Q' . Denn

=

-

Leisst die Trensformstion Qe=——2 3' der (x,y)-Ebene

Inversion em Kreis x° + TE =1 . Die Inversion an

einem beliebigsn Kreis ist bDestimmt durch die snge—

gabense Honstrulction in einem System,wo jener Kreis i !
Einhaitskreis vz den Fullpunkt ist., Fur die Hoordi-

naten x,y voen § gilt:

1=__f_1_.g 3 ?=_{__1"ﬂ_f 3 x ®F *® _L_'i_t_,_é .

Intsprechend felgt ©fixr die Kocrdinaten x',y' won Q':

= 3 ;y-=1; ;R'2+F'2=1';

+ ¥ ¥ 1_.{.. 3
! ! | 3’
Llso x =x y FoEm. b
xl2+yl2' x12+y'2
| 4 L §
xz-i-:;rz

3! kann such gufgefesst werden als sterevgrephiseae

Projektion eines Funktes P' von N sus. Dzdbei emsetent
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T @l Gl sy - 5 A i g
<7 auren dulegsluncs won P an der (Js.,gr}hﬂ.;-aune (Fig. 81).

Hoavgi me Tead e L. X i
Seweis: ZJel der Opiegelung geht dber:

P ——s Q*
P

U[
e

also RQ'P' — — .. SQ'P gee.ds

sugcneulich kler und niekt aus ( J ) zu verifizieren

ist der Satzi

Joeon wen am sslben Ereis gweimsl invertiert,so bekommt

man die Identitit.

Wir kimren slso die Inversion als ,Spiegelung an einem

Hrais"™ beseichnen.

Konstrukticy der Inversion chane rEumliche Hilfsmittal.

%8 sel K ein Einheitskreis+ Q40 . Denn sind Q und Q
invers in Dezug auf XK , weun

O —_— -TF_-:
Q TE;"_, ( Fig. 82 )

und wenn Q' , Q auf einmsr dureh 0 gehenden Geraden

guf derssiben Seite von O liegen.

A —y E
8
o
Fig. 8

Beweis (durch Ausrschnen):

Wir fibren Polarkcordingten ein und lassen den IMittel—
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sunkt deg Kreises gum Iullpunkt des Systews werden.
]
x=r .cosY x=r2x" cogl_ff
v ! f
y=r.sing }sr' ain'f
Deun ist:
x'=1 cosy
T
yt= L siny
Ir
fse Y= Lfl
=] g.Ceds
rl
Damit ein Punkt Pixpunkt sel,ist notwendig und hinrei—
chend r = 1 , Genn denn und nur cenn ist)
i
r' —; J—:"r.l‘ ? = -
r $

D.h, fest bleiben elle und nur die Tunkte esuf der
Peripherie des sp iegelnden Krelises.

Der Purkt O hat kein Bild und kein Criginal. Demn

( J ) versegt dann und nur denn,wenn x> + ya =0 ,

sdlso x =y =0 «

Behauptung: Die Inversicn ist kreistreu und winkel treu.

(Dzbei ist die :.'-eraﬁa%ieder als Spezielfell eines .
wpeises zu betrechtien).

Die Winkeltreue folgt ohne meiterss eus der #inkel—

+»aue von stersogrephiscien Frojektionen (S. 124/125).

e P —




St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

e

Bewels fUr die Kreistreue.

I a(x®+ y2) + bz + ey +d=0

ist die CGleiclhung eines Kreises falls a # 0, einer
Geraden,falls & =0 ( 8. 124). x* und y' erfullen demn

die Gleichung

a+bx*+ey*+ad( x'2 + y‘2 Y 20 o

Des Bild ist elso auch ein Kreis bzw. eine Gerade g.c.€é.

Gersden gehen bei Inversion in Kreise durch den Null-—

punkt tiber und umgzekehrt.

Deweis: Gereden, die durch I dergestellt werden,
wobei a = 0 ist, gshen iiber zu Kurven der Form
bx* + ey + d( x4 y‘2 ) =0 .,

Das sind aber Kreise durch O (deun das Absolutgléed

fehlt). Die Umkehrung folgt analog.

Beispiel fir Anwendung der Inversion suf SHtze iiber

dinkil .

Die Wink&lsumme in einem Dreieck,das aus Blgen dreier

durch einen Punkt P gehender Kreise gebildet wird, ist

2 R, wenn P susserhalb des Dreiecks liegt.

il
A \\...I- - 7 ."I gr
) ! .
Pt ¢ —w - ‘s \l f
5 5 = o q
Al {r—-__
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ABC mit den Bigen m,;b,c sei das Dreleck ( gig.ﬁj)-

Iir spiepeln an P als Inversionszentrum. Dabei gehen
a,b,e in Gersden &',b',c' iiber. Digse schliesssn

dis Winkelsumme 2 B ein. Wegen der Fingkltrsue schliclt

also guch ABC die Winkklgumme 2 R ein g.o.d.

Die ALbbildung sllgemeiner Hreige.

1) Der gesspiegelte Xreis liegt immerhald ven K ,wenn |
der ursprimgliche Kreis susserhelb won K ll&gtaM~& -

2) Bchneidet ein Kreis Ky den Spiegelungskreis X ,

B0 hei der Cildkrels KE dieselben Schnittpunkte mit K
und denselben winkel. Wir kinnen ihn slso zeichnen,

wie es in Flg. 84 angegeven ist. Speziell gilt dann:

Bin Ersis, ds krecht schnaidet,

T

sent in sich salbst fber und nmgekeshrt.

Fig. 84.

P

o
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frelge, 4i

y d4ie sich im Inversionsgentrui berilhren,wer—
den perellele Geraden wmd umgekshrt. Dass disse Krei-
86 nimlich (Gerader werden, ist bersits geseigt. Da—

mit man die Geruden sich nicht schneliden,also parad—
lel sind, ist notwendig und hirvsichend, dass jene
Krej

relse keinen Punkt ausser O gemsin haben, Sie miissen

sich also, wie behauptet, in O beriihren.
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§ 13 Orthogonale Kreisbtizchel.

Die Gesermtheit der Kreise durch zwei versehiedene
Funkte nemnt man ein Kreisbitischel.
Sel @' invers zu Q beztglich K; Q liege nicht euf X ,

also Q # Q' (Pig. 86 ). Denn gent jeder Kreis desch

durch Q und Q' bei Spieselung én K in sich tiber,steht
glso nsch § 12 Ende auf ¥ senkrecht.

Beweis:

Jeder Kreis K' durch QQ' muss K in zwei Punkten PP,

5

Ve KJ

5
K
sChneiden, denn von den Punkten § QY liegt einer immer—

halb,einer susserbolb K. Bie vier verschiedenen Punkte
QQ* P1P2 werden in QF Q P1P2 gespiegelt,das Bild K**
von K'¥ geht slso durch Q' @ P,P, ; ebenso K'. Also

K't =K', ds ein Kreis durch 3 verschiedene FPeripheitte—
punkte bestimmt ist.

Umgekehrt: Stelien zwel Hreise »it den Schniittpunkten

* sankrecht eufl einem Kreis i invers zu

g beziiglich K ( und jeder Kreis durch Q , Q* steht
aif K senkrecht).
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Beweis: Naech § 12 Ende gehen beide Kreise bei Inver-—
sion an K in sich iber,also such das Tunktepaar
Q, Q' . Entweder Q ~3 Q* , Q' —> Q, oder Q'—> QY
Q —~— Q . Der zweiée Tell bedeutete,dass Q Q' beide
suf der Peripherie von K l#gen,das geht nicht,denn
denn gibe es nur einen Kreis durch Q ,Q' senkrgcht
auf K.Also Q= Q', g.e.d.
(Um alsc Q' bei gegebenmem Q , K zu konstruieren,hat
men mur zwei auf K senkrechte Kreise durch Q zu
legen; Q' ist deren zweiter Schnittpunkt; als einer
der ¥reise kenn der durch Q' gehende Durchmesser von
K gewshlt werden.Falls K eine Gerade ist, liefert
die Konstruktio%jdie senkrechte Spisgelung an dieser
Gersden. Sernkrechte Spiegelung sn einer Geraden ist
elso ein Sonderfall der Inversio?)
Die Gesamtheit ( K ) aller Kreise,édie-wie—K-auf
sllen-Kreisem,die wie K auf allen Kreisen des Bl—-
schels ( K') durch Q Q' senkrecht stehen,heisst auch
Kreisbiischel und zwar das zu ( K') orthogonale.
( K ) besteht aus den und nur den Kreisen,beziiglich
derer Q invers zu Q' liegt. Der Iittelpunkt O eines
sNochen Kreises liegt auf der Geraden Q Q', und jeder
Punkt O dieser Geraden susserhslb der Strecke Q Q'
ist auch Mittelpunkt genau eines Kreises aus ( K ).
Der Redius r°:> 0 des gesuchten Kreises muss némlich
nur der Bedingung rg = 6Q . 0Q* gentigen und ist

dadurch eindeutig bestinmmt.
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pie Bisehel ( X ) , ( K') migen an einem Ereise rit

dem Zentrum Q¥ und dem Raedius Q ° pegpiegelt warden

K
fit
&) |

I\ (&

nayn gent ( K') tber in diw Ceraden durch Qund ( X ) '

in das zu diesen Gereden orthoponale Bliscnel ,slsc die f

ropzen<risghen Kreise wum o

Higrgus Tolgt: Die Kreise des Dischels,des suf elpenm
Biischel durch zwel verschiedene Punkte senlkrecht steht,
schneiden einsnder nicht.

Perner: Konzentrische Kreise sind ein Bilschel ,ebensc
die Gersden durch esinen Punlkt.

ils Buschel beseichnet man auch diec Gesemtheit ( K )
der Ereise durch einen runkt Q,die in Q dieselbe Tan—
gente t hsben. Des 2zu ( ¥ ) orthogonele puschel ( K')
bestent aus allen Kreisen durch @ , die dort dieselde.
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Tangente t' +t hsben. Dass alle Kreise sus ( K')
senkrecht auf allen Kreisen aus ( K ) stehen,ist Klar,
Dass es eusser ( K') keine solchen Kreise gibt,folgt
durch Inversion mit Q als Zentrum ( Fig. 89 ). Demn
diese fuhrt ( X ) in perallele Geraden ( K, ) iber

( § 12 Ende). Jeder suf ( X ) senkrechte Kreis geht in
UK etnen Kreis ( bzw. eine Gerade) tiber,der auf ellen
Geradeanojsenkrecht steht; das tun nur die auf (K,)
senkrecnten Geraden,und diese sind Bilder von (K'); also

gehdrt jeder auf (X) senkrechte Kreis zu (K') g.c.d.

@)

; i i |
= ;':_'?-w.‘-: R : I ' | ;
_ (k) B i k)

Fig. 89.

Folgerung: Alle zu einer Geraden Perallelen sind ein

Blischel.
Bemerkung: Seil
%=31(x2+yz)+bix+°iy+di ( 1 =n1,2) .
Dann ist offenbar
o K + LK, =0 (B)

fir jédes Zahlenpaare , o, ausserd, =&, =0 / Bie Glei—
chung eines Kreises oder einer Geraden,wenn wir noch
voraussetzen,dess es keine Konstanten gibs%, 4, ot
fir die ( B ) identisch in x,y gilt. Unter dieser

Voraussetzung lésst sich zeigen:

=ra— —
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(B ) stellt,werne, , «, alle Werte durchlanfen,ein

o . _ en
Kreisbischel gemiss einer der Definition dieses § dar,

und umgekehrt lésst sich jedes Kreisbiischel in der TForm

(B ) derstellen.

Die Linearitét vom ( B ) in K, ; K, ist der Grund, warum

men solche Mannigfaltigkeiten von Kreisen betrachtet.
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§ 14 Inversion im Raum .

Sei K eine Kugel wit deywRadius r umf den littelpunkt

O, Q ein beliebiger Punkt # O Inversion" oder

* n
n Spiegelung” en K heisst die Abbildung Q —s Q', wobei
Qf folgendermassen konstruiert wirds

Q' liegt auf der Ceraden O Qu, sodass O nicht zwischenm
Qund Q* liegt, und so dass 0 Q . 0 Q* = :r:2 ¥

Die Inversion im Reum hat analoge Eigenschaften wie die

in der Ebene. Sie seien im folgenden kurz mit blossen

Andeutungen der Beweise genamnt.

1) Ist Q' invers zu Q, so auch Q zu Q' (klar).

2) Ungetndert bleiben alle und nur die Punkte von K
(Klar).

3) In einem S¥stem mit demNullpunkt O und der Einheits—

strecke r stehen die Koordinaten (xi) von Q miﬁden_en

¥ s
vc:i@(yl) ih der Bezdghung:

v o= x> (1 =1:2,3 )
(x1)? + (x%)% + (22)2

(Ausrechnen mittels Polerkoordinaten).

4) Die Gesamtheit ald% I{ug—llgn und Bbenen geht in sich

tber; den Ebenen entsprechen die Kugeln durch O und

wngekehrt.

(Jll}ie'b Gl?ic‘mmg

& Z'(lcl)'2 + g a,ixi +a; =0 geht gher in

auéii a,-_sri + aé:(:ri)g 0 )

Rl

ud
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] 1% & e = ! . - " s = . 5 1%

24 Lie Cesanthsit der Kreise urd Geraden gent in siech Uber.

Lay ":_ roeT s e =l - 4 Ta
rensll Rhuoprelosn die Kreise durch C .
\LTeise ozw. Geraden sind die Schnittlarven von Fusel |
bzw. Ebenen.)

0, S=d ol DU Oie hugeln ung ireise (Lbenen und '.;'—er.r;.dm;)
-

sasn in sien Uber,(enthelten elsc mit jedem Punkt such dsn
invercen, die X senkrecit scaneidesn. (Zuriekfubrung euf
4l ‘oversion In der Lhene. Ule Lbenendurch 0O wund irgendei-

&8 betrachteten Gebildes gehen definitionsgemiss

i1 Sica ubser und erleiden eins Irnversicn an iarem Seanitt-

) Jie réumlichs Inversion ist winkeltreu. (Die Ricntungen

E durch ( miger in dis Ziechtungen tf, t'; aren
~berpelec. Damn lege men durch § disjenigsn—eindeutiz be—
Stimuten + Ireise 1-;1, 1\2 , Gile @uf E =eenkrecht stehen und
in @ dde Richtungen ‘:.1 tg heven. lachk &) gehen }5,1 ks
durch &' und haben dert die Richtungen ‘r.’1 t’g « [un ge—

e e

nigt fUr dem Beweis von 7) dor dllgemeine Satz :

Sclneiden sich zwe i Kreise 1-11, 1«;2 im Haum in

zwei Funkten § Q' , &0 bilden sie bei {Q und

«' gleiche Winkel. |
Beweis: Spiegelt men senkrechit an der :.‘.bEJJ.aEm die im

Iittelpunkt von ¢ Q' euf { Q' ssukrecht steht, sc gkt |
- in Q' iber umnd die Hreise k.1, k, genen in sich iiber;
denn sai Py ein Durchstosspunkt von k; wit e , so wird
des Punktetripel By 4 J' durch die Spiegelung in

T; Q' @, elso in sien lbergefihrt, elso such kiﬂ-weil
durch dieses Tripel eindeutig bestimmt, und weil dis Spie-
gelung an @ faine Symeetrie ist (§ 10}, slso Kreise in
Ireise iiberfiithri. Da Jjene Spiegelung auch winkeltreu und
dor Winkel von ky k, bgh Q in den bei {' Ubergefubwt
wird, sgind beide gleich:;
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IV. Kurven und TFlichen 2. Ordnung in affiner Behandlung.

§ 15 ., Definitionen, Schnittsitze .

pWuadratische Form™ in n Veriabeln x1, xa. . » %
heisst jeder Ausdruck Fa

Qx,x) = ﬁi%ﬁ &, if |

- !
= il

1

wobel die B3y nicht VO X'« o o xn sbhEngen. fth

Uir setzen voraus,dess die Matrix ( ay, ) symmetrischy I

ist,d.h. &y, =&, - Des ist keine Beschrénkung,denn i
weﬁen e xl& ist | f i

k i |
xk Z: a.k"l Z—— l(aik-!- a,ki)xxk .

f |

wLinearform" in x1, . . . X2 heisst jeder Ausdruck ' ’

. | = |

L(zx) =2 a.ixl 5
=7

wobel die &y nicht von x1. e ebhé&ngen. !

“ k=1

S s e

S e

auadratisches Gebilde" in x1, S xn heisst die

Gesemtheit aller Systeme (31,. ¢ % gk ny,die sine

Gleichung

x,x) +2 L(x) +A=0
erfiilllen,wo @ eine quadratische,L eine Linearform in
x! ,x.a. ‘. x* und A eine Konstante ist.
Schar quadretischer Gebilde" heissen die quadratischen |
Gebilde,deren Gleichungen in Q nnd, L tibereinstimmen, |
wihrend A, der ,Parameter" der Schar, von — ©2 bisto? :
liuft. Jede Schar bedeckt den n—dimensionalen Reum ein— {,
fach wnd lilckenlos,d.h.zu jedem System ( ;4. & }"") i I
gehort gensu ein Exempler der Scher,nsmlich dasjenige

A=-2L(f ) —q ({j})
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T
Ein quadratisches Gebilde in x} ,xz, %’ heisst

Fliehe 2, Ordpung, wenn %V pans .x3 affine Reumkoordine—

3
ten gsind.
Zin quedratisches Gebilde in x,x° heisst Kurve 2.

Crdoung, wenn x1,32 sffine Koordinsten in der Zbexne

sind.

Bin guadratisches Gebilde in t heisst Punktepssr, |

wenn t EXTTHEIOGEIETROETHET GETHIE] Parpneter

einsr Ceraden ist, d.h. wenn eine Gersde durch |I

xtext #t0* (f=1..n),(n=2,3)

4 & - = 1 [ ‘
gegshen ist. I Z*‘ 7 "'} ‘ ’
Eus disser Definitionen folgen die ,Sehnittsiitze":

1) Bine Scher von Kaurven oder Flzchen 2. Ordrung wird

von jeder Gersden in einer Scher von Punkiepasren "

paachnititen.

- 3 - - n - i 4 |
Teweis: Die Schnittpunkie der Geradsu X ql + tb 2

mit Q (x,%) +2L (x) +#£=0 f

gehfren za dsn Ferten t , die die GFleicung .
G(y+thyy+th) +2L(y+ 1) +A=0 oder i
2% aik(sfiﬁbiﬁ(ykﬂbk) +2Z a(y*#td?) + 4 =0 oder

[ b
127 e, 35 + 2 t I e +7a gt + Q(¥h2 L+ A
=0 oder
tE.-sc*.. +2t4,+ A' =0

erfillem., , «., hingen nicht von t und nicht von A

ab, A* lhuft mit 4 von = ©“bis + =2, g.e.d.
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2) Jede Scher wop Fbchen 2, Ordnung wird von jeder

Lbone in einer Zchar von Kurven 2. Ordnung geschnitien,

Sewsis: Ist die Lbeme pegeben durch
xi=:.ri+sbi+t’fci (2= 1. . 3) (b%c},
50 sind s,t affine Keoordinaten in dieser Zbene (S. 22) ,
Die Schoittpuokte mig

Qx,x) + 2 W(x)+4 =0
8ind durch die Wertsysteme s,% gegeben, die
Ay +sb+ t&),y+ sb+44) + 2Ly + sb+ t€) + A =0
erfiillen,
Hech den Potenzen von 8,t geordnet,erMElt diese Gleichung
die Tomm
A, 85 +24, st 44yt F 24, 8+ 24,5440 =0 .
Debei hingen die * weder von s,t noch von A ab, und
Pir —oc ¢ A L +o¢ durchliuft offenbsr A' dasselbe

Interveil. g.e.da

BEX Juedrstische Formsn in x1. . X2 gehen in guadrsti-—

sche Formen in :r1. . - jn {{ber, wenn ppn die Transfor-

metion X = f. t:]:lL tk vorninmt,.

Scharen von Gebilden zweiter Crdnung in e o 2 gehen

5 . e Ty B : ety n
{iber in Schoren von CGebilden zweiter Crdrmung in 3r1. . oF

Wenn mar die Transformation

;{i:.-f_- clligl'k +ti
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-

16 Lormeltypen der Scharen von Punktepsaren,

i =
YIS Y ml T e = & 1 ITier
LUIVaen und I'lienen 2, WIOUL LT -

~i@ 1in Anhang § 7 gegebenen Typen scllen inm den Fillen

0 =1,32,3 angewandt werden,

“Ur B #C 0 die beiden zu z = Q sy:metrischen Funkis
EGEIE z=+ B . ur3=0:2=0 . Fir B §0 ¢
Zein reeller Funkt.

o) Ly =
Bz+ 88 =0

L) b #&A 0 fu.r Jjades B ein Funkt .,

3) b= 0: Fur B =0 slle Parkte,fir B # O keiner.
Damit hsben wir die volle [berasicht tiber den Schnitt
irgend einer Sgchar vou Gebilden 2. Opdnung mit einer Z
Geracen. Wann tritt b) ein ? Mir den Perameter t der

e o i > - - o 3
eraden F X~ = ¥y + th™ gibt die Zleichung des gegebe—

i

nen debilies @

aikbibk-i-ztci.-zl.:D :

Tk
Fall b% ist Equivelent mit
ik
b =Q (B ) =0.
%, a0t <@ o2)

Die Hiechtungen,deren Fomponsntsn bt Q b,b) =0

erfiillen,neissen Asyuptotenrichiungen des Gebildes.

Wir haben den Sstz:

Eing Gerade, die nicht Asviptotenrichntungs het, schneidet

die Sehar in Funklerpaaren vom selben Vittelcunkt.
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Oder: Triffy cine Yerade g das Cebilde Py dm PyQpy und
Urifft g des Gebilde dersslben Schar ¥, in F,Q, r. 80
ist B,P, = Qy Q& (bei richtiger Benennung).

Seueis: Die Pyuktepsare y Gie g mit F‘t ’ FE‘. gewe in

REs @i et =
Hst,sind n.V. nicht vom Typ b), alsc vom Typ a).

5 & II?.,}?. ?;{-?!/II;
s linesere Glied lusst sich fortschaffen (S.Elar;

i

(§°)" +3%)" +h =0 (1)

rialten elso dan

= |
I
[t}

mir A Y0 genigt kein Funkt dieser Glsichumg, fur A =0
nur Gew Punkt 50 = z° = 0 . Far 440 erhalten wir kon—
he ireise um diemen Funkt, fslls des Koordinsten-
gycten kertesisech ist. (E) stellt desisr furA40  Kur-
ven day, die durch affine Trensformation in konzerntri-
sche Kreise {beriUirber sind, Diese Hurven heissen El-
lipsen, Jeode Gerede scuneids | Konzeulrischs Irelse, al—
0 =gk Ellivgenschsren in Funktepaarssvom Typ Iaj; Ellis—

o

gn heben keins Asyurtotenrichiung.

3
b) :‘51:';;'! = 'r}f!-"i Das lineare Glied liaat

sich fertschsffen. Typ
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Mr A =0 heisstl(H 2 Te k) 5= R =0 ; Stell®
]
= 1 = ; R =
also dis beiden fersdern 7 - doy. Fir 4 # U heissen
dia Hurven 68 T T = vy | Jrera TR o . e 1 o
i rven (H) Hyoesrbeln. LSgreptotaenrichitung Oesitze JE€

Ao Ua - 4 ¥ y , X ~
der Vextor =T 4 ] s ger die Gleichung srfillt

ffad ! -._ . i = = .
(4 i=0 , elsc 'L £2 = (] . Da lyperbeln

oy e

Asymptotenrichtungen heben, Ellirsen nicht, kann eine

Tompga. pm 3
8

Syperbel dureh eine af'fine Trepsformetion nicht in eine
sllipse ibergehen. Die Geraden 77f %2 = (¢ heissen

Agyuptoten der Hyperbelan (H); es sind dies einzigen Gersisz
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¢) @ = {y")2. nuch 5. 22¥ sind zwei Taflle mbglich,
Je nochden das linsars Slied feklt vder nicht.

) (zM)2 + 2244 =0 &N W

flle Furven der Scher sind durch die Transletion

51 :';:1

22 & & = o

in die Hurve ( 31:‘2 + % =0 dberfubrber,die dem Wert
A =0 in ( ? ) sntspricht. Der Translationsvelktord -
_1:1' =20 , 1‘.2 = E.“}h&t Asymptotenrichtung { ‘B‘.1 )Ei‘: Q.
weitere Asyuptotenrichtungen gibt es nicht. Die Xurven
( ) sind dsher weder einerHyperbel noch einer Ellipse

effin Zgudvelent. Sie heissen Parebeln.

8) (st ¥ +a=0.
Tur A » O kein Punkt,fur A = O die Gerede z' =0 ,

fiir A £ o des Fasr zu 21

R +
Geraden z' == q-— .

= 0 perelleler und symmetrische:

A)1¥ O : 2l + 4 = 0,perallele Geraden.

e

3)L=0: A=0;8ur A+ O kein Punkt,fur A =0
die ganze kbene.

®llipsen,Perabeln,Hyperbeln heissen . nichtausgesrtete®

Kurven 2.0rdaung. Die tibrigen heissen  ausgesrtet”™ .
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1IL,Bgum; ¥lichenscheren 2. Qrdnung.

a) @ =(y")2 + (322 4 (y9)2 . Nach S. 33F kann man :

des lineare Glied durch Tramslation beseitigen.

Hormaltyp: I
(21)2 + (22)2 - (25)2 + 48 =0

Pér A > O kein Puakt,fir £ = O der Nullpunkt, fur

A ™Mo A4 R 3 > s : = s
A< O Flichen,die Kugeln um den Iullpunkt sffin Bguive—

ct

875
481

sind. Sie heissen Ellipsoide. 4us der affinen
Lguivelenz mit der Kugel folgt: Lbene umd Ellipscid he—
ben nichts, einen FPunkt oder eine Bllipse gewmein.

b) Q= (3’1)2 + (;;rg)2 - (y3)2 . Linesrglied durch |
Trensletion tilgbar; Normal-dyp:

(22 + (232 — (22 45 =0 .

Die Flichen dieser Schar heissen

A ) fur £>0 : Zweischaligeg Hyperboloide,

3) fur A =0 : Kegel 2. Ordnung,

J’) fir AL O : einschalige Hyperboloide.
A)AD> G, (35)2 = (21)2 + (22)2 + A alsolzf’]é ]-E.

Die Ebeneyz’ = const = ¢ schneiden fur lej<E das zwei-
schalige Eyperboloid tiberhaupt nicht,fir ¢ =i}.’ﬁ?‘ ent—
2 = 0und furle) YY&'
schneiden sie die ¥lEche in Ellipsen. Die }:-'Jben;l'a 2t = congt

schnekden Hyperbeln sus,ebenso z2 = consts

o
1’1\

halten sie nur den Punkt Z 1 = 2

1
I

- __:_‘Hu_;_
f‘cj 73 / | >
J,z_'i: ", - 34
[
:\\\
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3) A =0 . Uit jedem Punkt P(z1 ,-za,ZE) liegt asuch
W4zt ) & 52, a(zj) fiir beliebiges X auf der Fliche,d.h.
Jeder Tunkt der Geraden OP; hiersus folgt die Lrzeugung
des Kegels 2. Urdnung. durch Projektion;

In einer Bbene ¢ sei eine Ellipse E gegeben,ferner ein

Punkt O susserhslb e ; die Gersden von O nach allen

Punkten ven E tberstreichen einen Kegel 2. Cednungs.

Iachen wir némlich O zum Nullpunkt eines Koordinaten—

1,22,25 s 80 dass e die Gleichung 23:::: 1 be—

gystems z
s a3 W Sl TRE 142 2\¢ Ay
kommt und B in e die Gleichung (z')° + (2°)% =1 =0 ,

su Z£€X erfillt die betkmechtete Fliche die Gleichung

(21)2 + (22)2 e (23)2 =0 , ist alsc ein Kegel 2. Cxrd-—

DUNE o i
nung y
748\
i\ -
f ’ s : .j | ')

= - e | i .

Les. 74 / +£

1, 7 C ‘

0 heisst Scheitel oder Spitze des Kegels. Allgemein
heisst Kegel jede Fliche,die von den Geraden Uber—
strichen wird,die ei;:m;':astsn runkt ( den Scheitel des
legels) mit ellen Punkten einer beliebig gegebenen

Kurve verbindsn.

Llle nichtauszearteten Kurven zweiter COrxdnung sind

Jepgelschnitte®, gensuer: ebene Schnitte eines Kegels

Ea

2. Ordnung. Wir haben des fiir die Bllipse schon be—

i z
wiesen: Schnitt mit(’rz'} .= const. £0 (c:a-i-{za)z-(z/)2 = o);
Die Hdbene 33-21
e e S

I 83 = Jopret + . Hxﬁmé% x:)m/g ? A.
&}C fﬁﬁw}’g{t‘. _/s'/i/r\r,l . &

= 1 schneidet in siner Psrsbel. In
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Dann ernilt das einschalige Fyperboloid die Gleiehu
wim® - (B + -.?3}(3 - g4) =0

z

D= W) B#w

<>

=
o

, in Determinenteniorm:

I
L)
.

Foaik wiie T g g e = et ’
Jater Furkt P der Fliche erfiiilt D=0 , liefert also

Slhe nicoiiriviaele LUsung ( 4 des homogenen Systems

'l'l:"r.l} 1A
24 (3 - #) + uw® =0;

denn D ist die Determinante von ".}1 {v;_;l.S':l!"l;Ba;}.

Jie Glsichungen G‘l bestimmen zwei Ebenen,die nach S.23, 26

weder pearallel ngch identisch sind, also eine Schnitige—

rade gy besitzen. &4 geat dureh I ,denn P eriuillt Beide

Gleighuingen.G

4 = B4 lisgt auf der Fleiche,demon in allen

T Flrem s aie s | oa T T 5 — = i

FuLkien von g, sind belde Gleichungen i‘l erfilit, akso

b= L-' LM oreadd e =T i anreon B (i ey B i~ A@gTe

is o 4wl TWeLILE TRl = aurehn =3 wiis ;:,l"__;a L ke
=

Flgche liuft,lisfesrt in epeloger Weise das ing o horoge—

(G50 1) ¢ Wl o (B -w) =0

e (B+wl) 45w =0.

i

Denn auch (1}2) hat die Detverminente D, g, wnd g, sind

_ F T t = T L i %

verscehieden, Deon sonpf hitdsp Eq1Bp Busser P {(w) moeh
Die

. . L - i i
einen Punit :&.{ Q ( ¥v") gemein.

v! wirden ebenfalls
ﬁ‘l 3 GE erfilllen,also wilrden dils Komponerien c:i = vi—wi
des Vektors PQ dis Gleichuncen ertifilen

1) 2e'+ el =
2) p!j le? =0 /\‘?,_f)

3) S'»cj‘ - oed =0

il
|
=

P
I

r
sl
|

)

-‘-".-} (1'024‘?03-&0.
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| 4 e B4 S T . L =
Ll B EQ 2 VATSCLWInden nieht alle 1 TersCOW1nOsn 1N
2 @ @ 3 Ters
N . ey 1 - = %
v & 31t bedie, denn felgb aus H O 4) 3)
| A o |
g = - 1'.’.".-— £A - '?
I % el
1 3 5
P TR Ty 3 Y e ; £k . = & 3 = - -
PERCELLVILNEn Ry 07 B0 ist nobtmendip e % 0 ; 8lao felgs
- P
‘ Bib it =y “‘1:’
M A—"l'l )] -
" e =
a 3
1 1
Nl >Te igata 1 - PR e = B 3
e, SRewied + e =) Bter allen Umstinden gelioeb.
| LTl il S P
’ : 4 b -
£ " g ) P
| ¥ + g ?) = {
J, g o y
Y
£ f - s i = :
| ' f @™ i G el
g
1 =i TEeny verd mn = b .= . P P i | 1 T < = -
&-50 wenn wWix %1 14 mit s G 1) mit =L maltigiizieren

. und edaderen (g =Leo) b =0 , elsowmegen B # 0 :
]

CWeESA po+da=0 2 gup =L =0

Ba rach Voraussetzung nicht 4 = } = (0 oder ¢ - a=,

% = Ao . - . ] i- P " }

Cleilen nulrr aiks _._h-;__lﬂ._}{t;;uuj_. = O = ,:'J ’ ﬁ L= £ ==
i { S A=

oder A =y = Oy A ¢,7+ (¢ . In beidep Tillen wirde sus

(s | A o - | s Fat - g

',_\1__:' b..1|2.,' Toagan [+ ..U—'i = [§= g = s 8480 E =0, uss

L
gickt der Fall ist.
Die Asympiolenrichiungsn ¥~ dsy Schar

liegen elso, vom Nullpunkt sbgetregen, euf dem zur Schar ge—
TR e K '”'l l: 8 = U Y N{aaa™ Bai t 3 oy EYER e e e 2 g "
MI'__T:ML AE.E-,G . X, /. L1le8er Lglss (q.uledt:g,lL 1Phgq.}'mt'tﬂteh——

kegel" der SBchar.

i {

i.-:it(.ﬂ:;*.'ﬁ ¢ 3* )2 4/, 3 )2 wnd ( 47)% ¢4 )* | )
i (i} {
gind die wesentlich verschiedenen Normasltypen von Q(2gx) ‘mit
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drei von liull verschiedenen
¢;erschiprt, Alle anderen Vorzeichankorﬁi.nationen lassen sich
/i

: durch #unnerieren oder Iulti-

_ 1y |
P//—me?,%f’f plizieren mit -1 auf diese
A Gprtrind beiden zurtckfihren.

/

¢ 4 T | e
S g, e) Q= 7 P ¢
Mool

a ﬁ‘/f a‘&f, oS Nach S. 33¢ sind durch Trensls—

~ tion die Flle erreichbar:

Pyts y 4) Aeps

oder 1 ) L

C{) \/_,3 ;)2 ﬁ'ga./}c‘lf.?sf_A:O

Alle Flichen der Schar sind durch Trenslegtion mit den Kom—
bonenten 0,0,4 ineinendsr Uberflhrbar. Sie heissen ellip—

tische Paraboloide.

Schnitt mit 27 = const = ¢ : Fur e+ 4A) 0 nichts, fur

¢+A =0 ein Punkt, ¢ +4<¢ 0 Bllipsen.

Schnitt mit z‘I = const ¢ Perebeln.

Asyuptotenrichtung r™ ; ( .}J/?- *( rt)e= 0 ; 7t =0, (7/ A

Also genau eine Asymptotenri chtung. Darsus folgt, dass ein
elliptisches Parasboloid keinern der bisher betrachteten Fli—
chentypen dquivalent ist.

¥ (e 4 22 i

Ay (52 gy A =0

" - 3 = Ut 3 i} }
williptische Zypinder". z

"'"‘i»f
kommt in der Gleichung nicht =8 2
vor., ZB = const sclneidet in

einer Bllipsenschar. Mit jedem Sww/d P &e?/»f aut A -t,iﬂ’ﬁ‘* sotete

Pankt Q auf der Fliche, der in den ersten beiden Koord ina—
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(Zylinder heisst jeds Idiche, dis von

einer Beraden uberstrichen wird, die

- entlang einer beliebigen Kurve

o if/
T 1_.-'\|1 M I‘_:-f_

N
L
aial] divasaaniahit )
UL LELlVergelllof .

£

o} gvom il | =
Lo | &= kg
{ ] ]
~uren Irensletion entsteht (5.23#) einer der Typen:
E 3 i ¥ Z [ [} i _
i) Y Rl o' A o -4 =0
F 1 - =] i 3|
_ [ BAY)2 iR 4 4
) 6/~ A
|
| ﬂf‘l rrerbel daniia arabolaoid" adev e d 4 ST 3 n 717
| d pead VEIOC L LECNEE FAETEDQLDIA QaeT - L}:__'Ct ELT 608" . AlLE
! -~utaen der Jeher sind durch Treeslation (eo,0,A) ineinen—

,'... "f'zn__-';-"'t '&'-:_.?

18T Lheritiirber. Asymototenrichtungen »~ & [

Las Blod glle veztorem parsilel den Bhansn 21 + " = 0.

- e

ver Typ stimt also mit keinem der friheren tibersin. {ﬂ';. 13)5*)

1..

% = a = " 3
A £ann men gls determnantensl sl s schraiben

das hyper-

Fu
§
(8]
0

e belm einseheligen Iy arbclb’:’. Iolet daraus,
bolisehe rerabolioid doppelis Ilsgelifiiche ist.

%)

5 = 2 = el Ay z P a = T f-._
1) 4 # C ,hyperbolische Zylinder® {9

4 =0 dis Jl‘uz';:nz.l -+ < = 4 5= .?3

-

\ ) _._1«.|'-' ™~
2) o F '\J 4 T

) (f)EHET &+ A =0 |

[
-
Ly
I‘-d
+
[
L=1
ol
]
<%

A »0Q nichge, fir A = (0 dig Ebene 2" =0 , far A2 0

4 = A -_1
' dis woengsw :-.:1 =4 <A,

) = -‘*L:‘ ;;1 + A = 0 perellele Ebenen.
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(‘3) A=0; fir A # 0 nicahts, fiir A =0 der gunzse
Raun.

g
Die Ellipsoide, i’iyperbol{de, und. Faraboloide heissien

poicht eusgeartete" Ilichen 2.0rdming

H'e

§ 17. ldittelpunkiseigenschaften der Sekanten.

Der Vektor (bY) nabe beziigliech § + 2L + A = 0 nieht
.:;s:,cﬂ__.-totenricntung) elso Q (b,b) # O . Dam sclmeidst jede
Gerade parallel (b‘z) das Gebilde in einem Puxkitspasgl vom @X-
sten Typ. Wir sucken dessen liittelpunkt. Dieser seil (yi)- Deann
kenn die uwverade in der Gsstalt geschrieben werden

::l = :;'1 + tbi .

Fur t erhikt men die Gleichung

— i 3 I i . ,
S ey lyt+ t68) (¢ +t°) + 2J a (3" + ) + 4 =0

£2 3(b,b) ot 2t[Z agb” +7 aikbiyk] +A' =0 .

Da k:{l) der Sehnemmitielpunkt ist, missen die:furzeln T die—

se Cleichung entzezengesetzt gleich sein, d.h. der Koeffizient

von t verscawinde t:
. L, ik . n
(11) éaihz 4 Z a‘ikb ¥ &0 .

(i) ist notwendig und hinreichend dafyr, dass (y*) Sehnen-—

nittelounkt ist. () ist eine lineare Gleiciung fur die 3o,

mit Koeffizienten, die nur von denen des quadratischen Gebildes|

und von den bl abhingen. Die Cleichung stellt eine (b*)

nicht parsllele Gerade bzw. fbene dar; in ihr liegen slse die

Mittelpunkte aller (bi) parallelen Sehnen.
Die untersirichene Behauptung wird indirekt bewiesen.

Tptwedsr wurde sonst (i) fiur keineqoder fur elle Punkte, oder

wenigstens fur alle Punkte einer Geraden parallel (b*)gelten.
(1) gilt sber fur mindestens cinen Punkty ; demeine Gerade

perellel (b') durch einen Punkt P dos Gobildes bestimut eine

PR T

i

R
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Sehne mit Mitieliuekt (der evil. mit P zuscmeenfEllt) - '
\

! e ELE 1Y L e - == ] L. H x , N Foza b P
(=, Bi°% men nicht fUr slle Punkte einsr ] ;‘&.ru_lﬁ.p.ﬂ-t :

= DEWEE L] | "_ir-. i lat iht = WHnliad S - -5 hatoh. i einn ;‘;‘::::__
ALOE, OOl sl 16T g20% a5 DOMNSTEeNE ingn 49 il

§ == IR 4 o -, % PR = o T oy ]
o haain lig el ok l-uiJ- BIQG _'-_ﬂdr_._. b t'..‘;-l‘ _'_ULL;',L._. - 4 s
3
3 Yhlear 5% a2ta 1 o Sivas Foordinstensysionms
GAT Wullern (0 jels 2 —A0DBE elrngE nOLTGEINEutlaf ot 1

in dem susserdem dde zu (b~) gehidrize Mittelpumkis F-

Ferede dEw. = Hbene e Glelchwing
] i ; vere WL
ernilt, Das geht, weai (b*) jener Gercden bzw. Lbeme nicht

8420 flix k> . |

— e

L

-

Donn Gie B werden nJY. 470 0 ;(K) wird slse mach Division

i

dureh B! #01 ) %
. 3 .
ag *) &g ¥ =0 i

1

ke

const sei, dist mot- \ 3

.
b
(=]

it disse Gleichung Hquivalent ¥

wendiy und ainrsichend 845 ﬂ_==‘:15:' = 0 , wie behauntet. 14
2 e -
(vgl. S. €5 ). Im Fellae der sbene ket § dis Cestelt
1
a2 BB ek o s o e
| ] = :L.I.Is.z‘) - ‘F‘EE{“ )¢ , lisst sick gleo durch Dilstetion |
B

auf lormeltyp bringen. Im Fglle des Haumes hediegt 4 i |
o

20, 5%k 65505917 = 0 (=) + G2 | '1

Lag Gliet @&, képnen wir nun zun Verscarinden bringen, in-—

dem wir in dex Lbene :1=C- dasgelbe Verfanrseo nochmals suwen—||

den bezlglien R'. Dawit ist cle 1D Ainheng § 7 gegebens Re— |
duktion guedraiischer Formen aud Lormeltypen im Fall von 2

und 3 Dimensionen peomsir igch pedeutst.
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Gezeben seien n linssre Gleichungen mit n Unbekann— |
ten dex» Torm

1 2
c1x+egg +|;::5:-:}+........-{~::!1:-v:]l =ﬂﬂ

4 a__L
CAK + BL:{ + - - - - - 3 - - - - - - + E_:ZM o 'ﬂ:
o . 2 .
,":"‘4'-‘-'- + EL- + - = s = o® B &2 = ® & @& » + G”I = G:
- - - - - = - - - - - - - - - - - - - - - - - -
HEFEXEF 0 o v wman & 460 s PEXE =g
e

o ' e L — L
v* X*‘I" E;)— + - S - - » = ® & @ T + Gﬂi{ o ﬂ.

ir nennen sin solehes System iphomogen, wenn nicht

- g S e . oy
alle ¢,( k = 1,2,. . «,n) verschwinden (bezeichnet

mit dem Duchstsben J). Wir nsnen es hanoren, wenn
F Hd e A e R .
alls ¢/=0 sind (bezeichnet mit ¥ )} . T heisze dabei

das zu J zugehfrige Systew,wenn die linken Seiten

von H mwd J dbersinstimmen,

Tir definieren ols Vekitors in » Dimensionen jedes

Systen von n Zahlen cé,c‘?, 03, i a d e ,cn

)
dabei nennen wir ¢© die Kouporemten oder Koordire—

. tern des Vektors .

A} Vgl. zum Folgsnden Carathecdory, Desclle W ionen
S »
S. 7 £,
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S

£/ sed definiert als d,Vektor m.d.Kontponentenﬁw' Al

)‘ # L " " " " " 2“724?} L

"Mullvektor" heisse das System 0,0 « « » = = o = = C
ieiterhin cchreiben wir 4 = 4 ,wenn cl = 6.1, . o !Cn - &%,
Wir konnen jetzt unser Gleichungssystem in der Form
schreiben:

() BX'b XM oL X™ 2 A,

(E) L X el 8% o s k™ =

Binfihrung des Begriffes der linearen Lbhingigkeit

fir k Vekioren.

Wir definieren: Die Vektoren /A« /Ly~ ~ = % heigsen

1inesr ebhingig,wenn das Gleickungosysten

aﬁl}} —l—,raxz + o s e s os -E-thk =0 eine nichttri%ale

Lisung ::l,. a W ,:x:k hat. Dabei @efinieren wir als

nichttriviale Losung P& eine solche,die nicht trivial

ist vnd als triviele Ldsung die Tullldsung,d.h.

a0

Die Aussage ™ H hat eine nichttiiviale Losung"™ ist

elso identisch mits® /g‘:fft’“ . - 4je sind linear abhiingigh
Ayy =~ o 4y helssen linear unabhingig,wenn sie richt

linesr abhingen,wenn also aus 21’1- x'=p folgty

x+ =....-'Xk=0+

451

otz l. BXEHA Sind die Vektoren ,ﬁ', Ao pos Ly linear

unsbhineis,so ist J eindeutig 16sbar.

@der anders folrmulierts

J ist eindeutig 15sbar ., wenn dsas zugehdrige System H

nur die NulllSsung hote

T
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&) Bewe 5, dgss e nmar eins L¥sung gibt:
L"L i =} Vi vies .
“hgenommen, wir haben zwel lLosunzer x!... 58 und z z™
Denn ist “
- 1}
< LK =T
ey
A
2 L 2t o=,
As
A
Dt ‘CI.. .uU.b L Z ' f .I 1 -
traktion folgt: = FilA°=2%) = ¢ und da
1_“:]_{'3 v 14imnae o n—' 1 -1
£, linear ungbhi ngig sind,
-K"‘a__ 2 ’1= C‘-"'
A S o A - A
) x AT E » Ceh. beide Lisungen sind zleich. c.e.d.
b) EBew i i 1
D) Leweis, dass eine Losung existisrt:

Jir Denutsen i 1 deon T3¢ :
matzen hierru den Hilfssatz 1, der noch zu beweisen ist

= ﬂA.. TT 3 >
wit n¥l Unbekannten ist inmer nichttrivial l&sbs

“ineur ebhingig, d.h. es gidbt Zshlen ij'f, C . aw

i |
nicht alle vsrschwinden, sodass

* ;
{wnuf

Da ’f";"‘-:h . - - A, linsar unebhingig sind, so muss

X" =0, so gilte die Beziehung
5

S X =

wo nieht "= . _ . . x"afWEre; d.h. aber/f, z

wiren linear abhingig, wes nicht der Fall sein qolW

diirfen also durch xoﬁ 0 dividieren und erhslten

i/c;’i_ +h=

Asd

. ol
Wir

Brsetzen wir jetszt —-;—% durch gé » SO erhalten wir

M

1 ’:,‘[«‘1 » Cﬂ

P
424
‘&/ﬁ E also eine Lisung von n {

Er lavtet: Bin Sv7s } ;
~avtet: BEin System von n Aomogenen linmesren Gleichunsen
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aﬁ“""‘mf d-F'M' #r’m. j"?‘i&{'ﬁf ot !
L7 T 1]
Wir Tfbren den Beweis durch Ipduktion. Tir n = 1 gilt

der Sate sicker; A% 447 =/ het imer eine riehttri-

viele Lisung, denn
_’ﬁ-"
) 1 #¢ o3 Dim Wilthrirss i)
© ol 4
™ " o Lr i 10 iy3 Lisw
Denn ig® xf=z4 b, _ 44" eine nichttriviale Lisung.
]

Lo | e
) ‘fg#ﬂ

K

ann igst x¥'s ) owi. 4 eipe nichttriviale
Lisang.

Angemumen, der Sgtz sei bis n-1 bewiesen. Wir beweisen

- » o ) o ® = f-""
-ﬁﬁ"-"ﬁ{)‘f—- x # Ko AT & [
uof : - ST |

Hir batrachtern vorlEufip glile (lesicEmepesn gmmger der letzst
Dae &ind n-1 homogane lirsere Glsicihmmgsn wmit n + 1 Unbe—

karmtan, €8s wit R nemren wollen.

8 x L - i L
- . o wenih wm . ¥ e L o g T, e
Satven wixfs r, B0 WArG o8BS i 210 oys8van voi Ii—1 Glgionipe
- .
= - = a1+ ar gt =, i e Ty nacy T 1] -
3 1) 1 Iz VvLGURRE TG X e aws A oa JIBEH OQ n iGolehos
¥
: s i by ST i R S e . i 43 ma X
tionevorpisSatiing 2iNg TICOUErAVIEL G- LU 950 g yeeng¥ e B A

¢ 1} 3 * o ] ms e A ,'-
etwra ;’;1 'f_‘,.-':g?". Setzen wir noch ,-g"zﬁj' sy BO ist ,y-‘:é,-ﬁ I,,r,zfj}r..._q_}

1 " Y 1 H | T2 v - 7 A | » -— ] = g fa b= oo o
ping nichttrivigle Itgung von K'. ius gnasiogen Gribyien be

z T Ty T ORI .~ - e A . w i
sitzt K' sine nichitrivigle Lisung X P, wo K= 0, Ve

9.
can der Homogenitit won X' ist such e 3-3 - hf“"h—.rdr . u)

bei beliebizem }-L i eing Tisung von K'. Run suwhen wWir
|
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Ble Titemareremeers

e : . ‘
REEh iGe verachyindends Zahlen X w , sodess)
,' PR > )
=T e g t - e v e 2
J{ Ir ; 4 A:; | %= Fa‘l‘ o e gl B1Tme 5,|\J-J-|...1...’J_._.: yon ..r"lr - Lta
i ! -t ! -

Diese Lysung ist nichttrivigl. Dem ist A%/ | oo ist

iy o S VI e i
W EaT ? ;f} =00 ¥ Lr‘-ﬂ'f-?-{ o IB% r= 5 S0 A%

’*
# 1 - &‘
. : = - . . Le
MG AT = et . Verschwmgnden slle X%, g0 auch slle
f J C
2 -entgesfen uneevar Ionstrukiion.
¥ 2+« n-reihige Determmirnsnten., 1. -
—— e — . r!

Fir definieren als n-reihigs Uetsrwinants eine

funktion der Momponmsnten vor n Vektorem 44,4y- -+ 4 7

-~

(wobei ¢, die Homponenten "-.T; ,*t;'

wir folgendsrmassen schraoiben:

- R habe), dis
Lol = = gd

{'-L "R 5

== |
fta
H
<
m
H
'_I
i
0
o
=
A
=
i
i
I,.l
L]
o
f
=
cF
i
0
= |
o 1]
i
o
&
£
ot
-
]
8
e
e
=4
o
W

wobei A jede Zalhl von 1 bis n ssin kenn.

LY

.'-. . z - _lF|- d_
2.) { .,_,.*f"_,--"fwr Y o =

1 b &

(3ind irgend zwei der Vektoren £ -~ - /&, einander

gigieh, go goll die Determingnts l,[f:j;lllwarﬂqhwin&e__
5.7 A R '_ {x*“pﬁr' ¥ "f“:= ;{-1 « e M - I AR 7 A .-»45',-' T \

(Distributives Geswetz: Steht an einer Etelle die

Summe zweier Vektorer,so gell die Determzmnante

nach digoen Vektoren zerlegt warden kinnen.)




‘onglen Hpwum, die dis Koordinevsn €7 haben,
.:: = ; ] 1 e o s -Ii——l ‘-.1-: e i w
.-ld —
r..-h -
i P
B =
£
B
= = i
R .
>, B 1
A,
2 = 0
K
B iy = b g A 2 A
;3 e 3 o KJKI.:. " '.l..ll
e"'{- - O A #?‘.
ef = ¥
!
(2.2. het Ay die Kompomenien 1,8,0,06,...0,0,0)
g I8¢ 8L=0

b8
=

=
[

= 3
L]
i
*

Ui, T =

.
"
=
o &
0 ©

no O
2o oy

Oy
ot T .Y
b, T
A

b
o
g}

=

N
=

004D
Co0oo MM|

L
=y

L
>

1 z oy i Y ey e e o Fadmitan] Jall o enl =
ir gaipen im folgenden, dsss, Wenr es lgtouon _lcl =07
] ™ o it 1 mir sk n—rainhisa Foterninsn—
che IRELa CNe EIDRG, e WEER EhE I ginlag JoTarrinen
ten deliniert heben, wir mit ibpen Gleipimngssysieme VoI
= o g, . i oy T, SR TRRRCT (- R e T
n limearven Gleiclmngen mit m Unbekannien lbssn Kin

totsixohiieh Doterminanten in belisbig

Ln wa Sl £3

ot
]
i
i}
"
—
o
=
4]
3
o
il

L 3 3 —2i s |
. Dimensionmen gibt, wird ersh spits: (c.34 ) bewie—
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L]
o
o

- o {H.l' .
= S = 4 sel ein zscleolvs Gleichungssystem.
I trzdate dim stareingg
Ay, - -2 A o \ -
b o I ST R r i i ~
bt oy e ) = /4 = e ‘.4‘;1"\
- 37 4 &l L] ol = = =t
N BN L= — i e 1-: i ._|1|'| ’_’,

—i = %
8% : g0n ‘S50 ART
- Y N\ ! ™
- o e - g ' I | =~
e (X =t - . N e —
: A - 7 i o LAl <t ':‘-j
&
wir o i". e
i folrt
-~ 1
~ -
='{-‘“ o S T";I"_”-"',-l-'-"r."le
| Wy i " ".'
Tit a Tadkmdan T e o LR - S T x 1 %
Dle Jlegtzte Klawer ist gledeh Mull nach 2),.Bs T,
o = . - = - = -
EWelnrgl vorkemits. e ist also tetsichlich
o~ - L - - \ -_— ! - ot
- k
- - 'J_’ N T \-' e - (5
> I}
\,..-*.
— 5 = = e Mmooy 3 = + | b1 -
Tural migd ige srwendung dieser Formel unc 1) folgt
LET
Fs
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Andererseits ist e .. T a8 4 A
' e 17 K )

wegen ( J ).ilso besteht die Formel (wemn wir

Ch =t g "lra-.' - Fa !

T4

ek, f.,.)—?' wnd [ - e T -6'..-2;‘setzen}:

£ I <

iy = x |

Dlsse Formel lieiert als Losung von ( J )3 |

f? 1

{ L ) 0= il LL‘-.. Uic=1, 1:'5., ":.k+..'x';£-ﬂ-—.l— = Ak ol
|_ i ".g. 't_h ! -:)

Vorausgesetzt,dass D¥d. ' :
L8 fragt sich nug,was des Verschwinden siner Deter-—

minante bedeutet. Teilweise wird das beantwortet

durch Satz 2 : Sind n Vektoren 4, £, --. £ linear ;;
gbhingd 7 50 verschwindet ihre Determipante. |
Beweis: Die Vektoern ¢ ¢,,.-- tm sind linear |
abhingig,heisst:Es gibt ein System von Zahlen in ¥ .'J-

wobei nieht glle 31 = (0 sind, sodass

1
Uy Li * ..'Lt"{+-~-» f}"‘-‘u':ﬁ_

I}
|

0.B.G A, kinnen wir annshmen? y‘n #A und nech Maltipli-
|
kation der Gleichung mit einem geeigneten Faktor: XX

¥ =-1. Also

-

ety 8, F g5 s ._: PR b
In die JB't'EIIITﬂiﬂEUI‘EE [ gy ) = 7 win—
gesetzt,ergibt fi::.l |
D =/ 6, Cany _'_1 y )
-—'if_'j"'L.t,I, o By 42 (Regel 1)
Iun ‘istt; aber fir 1 = 1,25. « « «» 3 D—1

(.r,,...l, € svn Aggy f") =T (Regel 22;

Algc in der Tat

D=0
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«

Setz 3: Ist H nichttriviel 1sbar, so hat J im allge-—

meinen keine Lisung.

Denn nach ( L #* ) wmss jedenfalls,wemn ( J ) eine

Losung heben scll, B, = 0 gelten. (k =1,. o » n)e

Das ist eine notwendige,aber keins hinreichende Bedin— g

5

pung,wie wir spiter sehen werden.

M

Satz 4. Ist B nichttriviel ltésber und het J eine

Légung,an hat J ymendlich viele Losungen.,

L)
:1,22 . s s s » 22 sei eine Lisung von J 1
% ,x2 e s e e Xt ®™ 4 pichttriviele Losung von H
srn ist auch z +)~xi eine Losung von J,wobei M jede | =
Zehl gein kemm. Denn es ist 3
= ¥
2:. 2 = £, I r
Exie =1 s
2 |
g_.l,'-}hrlx*} Lo iy geeads
Hach ci;.'csen Semerkungen dber den Zussrmenhang ZHi— :
schen linesren Gleichungen und Determinenter gehen i
| A

@ir deran,die Determinsnten selbst explizit aufzu—
stellen.
Ainslog dem 2— und 3—diwensionslen Fell zerlegen

. S = o e "
wir die Vektodrn nach den simheitsvektoren My (Lznl-

Ly . i . -
Es git nEm lich Fes 5 ;Cﬁ’?.;j
i Laff
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Unter Beschtung vor 3) und 1) und der Regel fur
haltipliketion von Swmen (S.60) folgt:

A
l|" e 1 1 L ] A f 5 N
I"f.',u - )= ﬂﬁ d:,‘CL-‘C3 v Geoup el .'ﬂ"g'ﬁi‘!f‘ﬂ?;"Jhﬁ"
— |3 . . Lt raq
bie n Indizes i,k,1 . . .r haben in dieser Swmme unsb-

bingig won einander von 1 bis ®» zu leufen .

Lo 88t ( n~, »,, 2, © #y) =0, wenn zwel Indizes -
gleiech gind,
delchen Wert hat( 4, Ay, Mg, - 8 ,5;,_,) ;eonst?. ﬂ
Ein Schritt zur Beantwortung dieser Frage k&t folgends C |
BRESEIEXEIXETR Logel: - 1
Die Determinsnte Hndert ihr Vorzeichen,wenn zwei Kolon-
nen vertauscht werden.d.h.
5) ‘J--.J-L‘_..r,};..:f:.-—I:_.. Jﬁ‘:..!ag':.._“l_ §
Beweis: Naech 2) ist:
( Lt ’L.‘-;,f-r i, - - ) =0 i
s &#t sber nach 3 i
LT I Y J:'} RS R s T ;,-‘I-f-’ RS .

-gr-l.". .’AF' *?ﬁ"--r‘”r I]
TJeiterhin nach 2) 34

s ol Vs [y )= 0

also: (- &, )+ (- - %£-)=0 |
sleot (- g ) ma (oA 50 ) aenuts
Wir kinnen slso ( .-"r!,,-I g My, My ) BUS
( gDy Ay, = - #y) =1 (Regel 4) berechnen,wenn wir | 
beweisen,dass ik, .1,ece.cs.s® aus 1,2,3 o . . o0 r

pomry 5
“gmch eine [Earade oder immer durch eine ungerade Anzghl i

Ton Var‘baus&t%g&nim erzeugen ist. Zu diesem Zweck machen

wir einen Exkurs in die Permutationzlefre.
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§ 3 Gerade und ungerade ﬂermutgtianan.

Jp Fax "W Eus e'{ﬂw v HLe fr-sﬂ{&’t-f_
<?ﬁ¢am.ﬁﬂ£¢& Rj;u? }‘§ e

a)Definitionen,

Jede inordoung der Zallen 1,2,3,ec..-. .y0=1,0 nennexn !

Wir eine " Permutation " der n " Elemente™ 1,2,....0.

Die Anordnwng 1,2,3,....... heisst die"identische"

Fermutetion. Unter " Transposition" verstiehen wir die

Vertauschung zweier verschisdener nlemente. Z.B. geht
3
1 5342eausl 234 5 durch die Transposition (5:2} #
|

herver.

b)Sitze.

Hilfesatz 22 Jede Permutation lisst sich durch endlich

Vviele Trensrositionen eus der IdentitEt erszsuben.

(Z.B. geht 3 5 2 4 1 eus der Identitéat durch Trans—

vosition Tolgendermassen hervor:

dir Pikren den Beweis durch Induktion. Der Ssiz gilt
fir n = 2 .EBr sel bis n-1 bewiesen.
Be goll mun L 2 34 ¢ s s o 4 oIt in

1 klnm .. « o s+ + o r tlibergefthet wercler..;
iir fihren zuerst die Transpositicn ( 1:1 ) aus und
erhialten die Fermatation
i234 ., 4601740 .

Jetzt meg noch 2 3 « o 1 « o dn k1 . . » > Uber—
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geflhrt werden,was nsch Induktieusvorj‘ausse‘tzung duxrch

eine endliche Anzghl von Vertauschungen moglich ist.

Damit ist der Bewels fertige.

Hilfesetz 3: Die Permutaticnen zexfellcr in zuel Klassen,

gerade und ungersde. Bine gersde Perrutetion kenn aus

der Identitit nur durch eine gerade Anzshl Von TransSpO—

sitionen erzeugt werden: eine ungersde nur durch eine

upgerade Anzaihl.

(Die Idemtitit selbst ist eine gerede Permutation, da

sie durech 0 Trenspositiornen sus sich selbst entsteht,.

len kenn nech Iilfssatz 3 aus ihr niemsls durch eine

tngerade Anzehl von Transpositionen wieder die Identitét

erhalten).

Beweis:

Es seien n Veriable IFX%X Xy o5 Xy s o0 o X

gegeben. Damn betrachten wir die Funktion :/

B XKyy e e e Fy )= (e =T (g =5 ) (2 %0 ) o o (X))
5 (xa—xB)(xa_-x4). (xx

- » - L] - - - -

’(Jit«-?xn'
Ist X ik 1l .. .r eine Fermutationvon 32 By
dann ist ersichtlich £(x;,%s. - X)) =k (xy,. . . X, )
7ir definieren: ( 1 k1 .£ .r) 1ist eine gerade oder
ungerade Permutation, je nachdem
f(xi’xk poa A xr) =% f(x.l,. & 7ol & .J&L) oder

’;"‘f(x1, > & e e xn) ist.
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Zun Beweisa .

Bess diese Definitiog die verlangte BDigenschaft nhel,
geuligt es zu zeipen,dess sine Trensposition,etvsa
i.ekeeleer =i o celeakenr

eine Unkehrung des Vorzeichers von £ bewirkt ,dess

(E')f(«‘ii--xﬂ ..:&l..:{r]—
o (G PP PN W

Denn de jede Fermutation

-

.
—p e as

ven Trenspositionen ( etws m ) zu erhalten 1s%t,

£
¢
&
'_T
i~
[nn
]
H
'_
(8]
1
L}
i
.
I:'_.-
|
5
———

ergibt Formel ( B )z {zy,. X S £(Eqe )

iy
e P s - 3 o L T S T T (}: - ) H i
t;.-1 ..--..2_alt.1-._..i ‘"jJ L 1 1 f'
. - - - - - - - - . L3 - - - - - L - - ) : y j
f‘:;"'.-c_ i1 Ale b G5 B s SRS (:i;ltr._j"r:l].‘j o
) {J:J-“}[]_+1 } - - - - = Lxl_xn) L.
& L. ﬁjm— £ . P & i = s = - = -

e

rird muf einen dndern Hege dieselbe Peruutation k!

durch m' Trenspositionen erhelisn,sc ist nach
! oy 3
vormel(P): {-—ﬂm = l-—‘l]m , also m und m!' sind beide
A e
gerade oder UNEeredt.
iy fukren 0.Badeh. Gen Baweis von der Identitit
i gebenenfalls durch

gus,da Wir X 9% ¢ X, ESE

| 3 rsetzen kinnen .
neus Verisble ¥ s¥p» + -+ * ¥, ovsets "

A e ' = iz iE iiber—
wodureh £(X;,% » ..ﬁr) ind (¥, Yn) {ibe

g,E‘-:',—'.tt
¥ig. 36 sei des Scheua 8T Funkbion T(x ,.xk.xl..xr)
200
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0

— BLp Bl o np o = Ry . " J.a.
=Ll TN .1 | - i 1 . K i rrg ~1
-}: WM saia .-,}rl_._. T ! —— ) e b -
L) . B
—iolak brie8 mit =T
19 XY Zilschen x, und =, mit o+
el Lix die Treansposicion | x o Yx. )} wus. In dew
= _ sECalen 1eans, weid 'der Lnur TFakioren der
(i) e T e o . . e . .
-= = Jgelifolger vou Xx') aind. Dic Verlonachuag von
%, and X, st elso nur die Vertsuschu scleiter Fakioren
i JOLEe, Wourca das Frodulkt natiurlich nieht geiindert wird.
LU Cew Selleve CLET gesehieht ricntes, weil hiesr nur
21 vorkomne n, T
T
(2 = Feyq) (% Youisk ) ( ( )
S T P ha a5 . = e %X, =X S ==
C ol K bYWttt 14 Mk ’Ll—[—'ya“‘ “k T
o - b - -
["‘}{..I_1}-M-I:+2) - L C—— --I = we @ = . w Ex}c+1; - J‘:n)

i II.".'
iun batrechten wir das Gebiet BCFG (Fig.307) . Im Sebiet
CFGI Endert sich¥nichis, es werden mur die erste und letz-
te Zeile vertasuscht. Wir behalten jetzt noch das Dreiecks-—

gebiet BOI (Fig.dpl) dbrig.

(Be=Xepq?) (X)) o 0 oo s spe e Ky =36 :
(xk{.a[_xk._},gj 5 e ® 8 8w wm e ww (x]i'l";—"l)

Fig 300
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B F e
bs kenn nur in der Zeile %~ und der Spalte <& eine

‘nderng eingetreten sein, denn in dew Ubrigen Gebiete

e LR
kommt xk und x.lnicht vor. Die Zeile e—i heisst:

(xk,_xt'l't) (x}_—x| ) % § . .(xk_x!li) (x‘l{—-ﬁ)
3t
Die Spelte e% heisst:
(g - %) (x' ";__l:)_. Xy 4 —i),
Fgeht also/ - o~
Jeder Fektor der Zeile &b /bei der Transposition (k,;_,.l) L

> 7 .
in einen Fsktor von %4 mit entgegengesetzten Vorzeichen

. : " By L B3
iiber, ebenso jeder Fektor von e—¢ in einen Fakior von

mit ent gegengesetztem Vorzeichen; da &% und o4& einen
und nur einen Fektor, nimlich (%, — %;) gemein habem, wesh~
gseln im genzen 2(k-1) — 1 Faktoren von f(:ac,1 xn) ihr
Vorzeichen. 2(k-1)-1 ist ungeresde. Also in der Tatl

{C IS S X)) = B Xy e ..xk...zn).
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£,4. n-reihige Deteminenten. 1IL.

: f > - .
UM, 4, - - drlaus (%, % &) zu berechmsn,

¥ .
=

(vel, 8.309) fuhren wir des Symbel fur alle Per—

o
LoV, A, SRR

rei Limensio-

b

muteticnen vor « #,-. ¥ ein, Hfhxlich wie in
! 1l

nen (8.8.62) ¢+4...vsoll men folgende Werte eunnehmen:

¢ & wenn ¢ Indizes gleich sind
+4 wern 1,k,...,r 2ine gerade Fermitation der ek

L

J - ¥
(‘t len 1,2,...,n 3ist,

wean i, k;...,r eine ungemade Fermutation der
n . Zeblen 1,2,...,0 18T,
fur alle tberheunt migl idhen Fillle definisrc.
o
A pelisbige Vektoren und ist

Wir beheapten: Cine A, 4,

ik r irgend eipe FPegrmutation der Zehlen My2ye+»30y

.-"45_ e -7 'ﬂ"'} = rjl:ﬁ' ey f'ﬂ"x‘ml.i' ' ’ﬂﬁ}
pum Deweis unterscheiden wir drei F&lle:
e) DPwel Indizes sind gleich.
Jam verschwindet die linke Beite nach S5.304 Ird
2, dde recate Seitse nech Definition von ﬂr“___,.

p) i,k,...r dist eine gersde Fermutation von e I

Dann ist _
J '1- =T 4 - ] » . -
- R asch Delimition m--:_;/l

: 5 naeh Hil Pssatz J .
|-‘..“-‘ \l'\..-" ~ w |"j11'_| = +(‘a1f"ﬂl[' s -‘1..'"'--:)

=
L7 LY

¢) 1i,k,...,r ist eine ungersde Permitation von 1,2,...;0.

Dann ist

M

d«‘w- ve—4 und

{A:L"l..mﬁl-' "“&‘T} :__‘Anﬂ'-"ﬂ?-" SR =L rﬁ-.
Also gilt sllgemsini

[ /
L. oy Sy S PR L S #a) g.e.d.

Insbesondere ist

— — —— v
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W oAE ERA ) e S P T g it it TR e e o o el

=il GBS WUCSIOgUT T L8 e inante I—-Lel orXetael gloT, S0 O=sbol

s e s
=165 [= 0 .
sis Cie Form (€4,C05ees0 )= S ovef .. o7 J

e 2l Ay ) A AR -
E

iy niigsen noch zeigen: Dieser Ausdruck erfullt wirxlieh dle i

- F - A - i
UL MEsy 1y BI8 & VEDL 0. 3ut,

[
s

Der Vsktor /£, hebe dis Hoordinaten

e
het b=
s ist aberxr - ;
i _‘,-.4 i “rf' - I {:"‘I{W 5 Z {"'6{_ i_'

T 3 =, e = dom i o wmm  mer 1 4= . B | P o B
Da man in der Sunme den gemelinsamen Fakiox ?\- aller Glieds

H

e F P - TR, Y gt
Wl LT SO ]~ ) B - R TR '4—'...1— . *

und beiaupten

In der Sune '

Damm ist




St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929

JJ;—U-ilth&al'eLL J_L_&:_EQE Slﬂl. Ealal o

fter Grisse EeCTLnst

in diesem | {

-4l.0 dirien wir also die Fektoren wit gleichen unteren 13- I
diZes vertauschen, I'I
R i ¥ ? ¥ |
= L ; . Fad o
1'( '{. " '-{-! -t J’|1-£ R
e
5 18t mber
Ii\l ~
Ch  d.¥.,.r=—0, '
A K, £ aawy
denn durch eime Transposition geit eine gerade Permutetion a
|
adnn 11y L . | T S Toa, e |
1l elis ungereds Uler und mperKelrt. 4
"
= A . M e i ; e ;
Y -~ . I o ., A Py . € _‘.1" iR
T - NP = - v g =v v 1
o oin fg G":’ b P R e u;r—e" .ﬁ' g z = 1
X = =X |
al80 x= 4 Q.%.4. 4]
—
L]
3. e € $4 VY= (1 = ZYu L i)
A -I_ -? e 'd\'.f - i A’S’ F o I /f;.‘ . J‘F'fll Sl M. |

Sumien naech f}” X )

5 a X, 2% ¥+ = 4 i o
< e 4‘-,‘ "'ﬁ:.p (ol R c‘f sEnCa -Gl e 1
— L
"-E._ (L 5" L?fj.q- e ,p":" - i
I I
[ - - . l"Lq
4. ) (", m. .. m) =4, wobei 4, der Tinheitsvektor ist wif :
1 = M 5 4 l e 4 - A
den Koordinsten € =0 fir i #k und |
ek* =1 fir 4=k . ,
Von der Summe :

Ve,

L ——

| g Ay
b i

hlaibt glso pur das eins (lisd
Jie #ibrigen siné gleich Imll.

e, ¢

Lol

-
—

[, 24

™ s A0
wg ist Oy, , =  dem i~

tation, alsc eine gerade.

Al

- {
[ C‘llnf" T

n ~ i
“.an m@,‘_ﬂhﬂllg/

-

4

o

o
< SR

w

. 1gt die identische Penni-
i
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61 ces 8 = +1 nech Definition dexr a8 .
1{ -
£lso gilt wirklieh
[ {
| Ay My ‘.rt,“‘ =/
damit haben wir diedaul 5.30% behasuptete Existenz n-—reihig |
2l |
zer Ueterminanten bewiessen. '
jechenrezeln, Entwicklungssstiz, Transpositions-—
sstz, lmlfiplikationssatz.
irengpositionsantz: 3
=
]
e it
'._.'\.J.J.I.} ] :l = [B'l{
| Seispiel:
| 5
1 077 ¢ 174 69 | I
| 54 87 24 82 0
p ~| =177 4
L4 ¥ 4§ 1392 &
g ¥ 7 A
’ 5 £ e J.." ' v ‘3' ! .'j_u.'."
Beweis: aq o
£501 =5 paex --:‘vcf:-
" Z KLy ty- Sl
AR s P EA
Lf | -n, i i -~ !i—».li
J’cq'.l—_ E -{1{_{-* 'f-."vrﬂ'."f...\"
) AWs man i

Crdnst men iu letzien Ausdruck die GE 80, dass die unie-

ren Indizes die ReihnenTolge 152,00t eraslten, 50 isl =

= 7 7
i ATl 4T i |

T % ... T ist die inverse Permutation von ik eou -
TR i = : :
g it L K ese v #as 1 2 ... 1 duren dieselbe Anzahl b
! L3 d = <
von Trenspositionen{ wie 1,2,...,u aus 1 k ... n; also

duren die gleiche Anzsnl von Transpositionen, wie i k1 ; 3

Also ist 0(.41;‘...-\-: IFY-‘;-'"
a‘la 1 2 LR 3 nl’

ir kitnnen jetzt schreibeni

v

P A

k] oT e ot
1
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Hierbel gont die Sumetion zuniichst tber die ungestrichenen
ik cor . Wir kinnen ater ebenso gut tber ;, Ky .. T sumnie-
Tén, Denn wenn (i k ... z) alle Permtetioner von (1...n)
Curchliuft, so wt die inverse (i k ... T) dassclbe.

nys "y sy oM = = — = -
LrIetzen wir sceniiesslich formel 1 ,... r durceh

1l e T, 80 argibt sich

K =-- o i
['tc’ 265 of ¢« el

f g Ualip. oy

alsc ]',:fll }(H ‘ Qe 8. e
Iid% Hilfs des Tremsyositionssatzes folzen sus sllen fur die
Spelten einer m—reihigen Determinante bewlesenen Sh:tzr:}, ent-—
Sprechende fir die Zeilen.

Zur Zerecimung voun Deterwins rten beadits mgn,dgss

Jedes Produkt je einen Fakicr aus Jeder Zeile und Spalte habe:

mass.
"[}\" L Ta Das in dasr Figur bezeichneste Protukt
L PRI 1.2 n e X ;
4 €y Cp «eeC = memnt man das Hewt-oder Di-
. "| agonalglied. Dis Determizsnte hat im gan-
’ |
A < e :
L - © ™, =sen nl Glieder, weil es) n! Permutationen

der n Indizes gibt. Dem Disgdrelglded gibt men positives
Vorzeichen. Denn nat ein beliebiges Glisdy das durch k Ver-
teuschungen von Epelten in das Disgonalgl ied ttbergehen mige,
das Vorsceichen (&1 }k . %ﬁ?ﬁnwvwm éfmw%y:m? Ahoak A
L&'ghcasehax Lntwicklunegssetes fUr m-reihise

Leterminantern.

47 lemtet: Teilt men sine Deterwinente durch eiugn wegeroch-—

ten oder senkrechten Strich in swel Tedle, so izt

der Vert der gevizen Determinunte gledich der Swmme

der mit pessenden Vorzeichen versehenern Teildeter—

minentep deos einen Teils, miltipliziert mit den zu—

gehipicen Unterdiefierminenten.

Debel versheiti men unter eimer Unterdsiersiisave o
Debel b n unter einsry Unterdsierodng A
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B L Lo e el e ! £ L5
. Lost 1 1 slch als ginreihd terde bo rudnenien
|
él. 1*'
wila e a = Ty s,
. ’:[ rxs c]{ -te =13 o L =4 MG S B > &8 7R =kl Y L L A -
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Iir bewsizen den Entwio Klungesatz in vereinfechten
¥ell TUr die Ertwicklung neeh den Elementen einer Spalte.

eyl o4 o ] —_— Tisnm & S - 4 2
“yieutet dann: Der Jert einer n-reibipen Determinsnte ist

SU1CH QBT Suume sus den mit pessenden Vorzeichen versehe—

nen Frodukten der Llemente eirner dpalte mit den dazugehiri—

Een unter E'Letermir.an‘tan .,

Ch
Die Unterdeterminente von nf';ist hierhei die Determi-

verte, die duwren Streiclumg der i-ten Zeile und k—ten Spelte
srnistelt. Die Urterdeterminante von af; hadsse Gg . Denn heise

der Entwicklumgssatsz

9% ef €

[ T

=i

Heaweis:

Wir vertauschen die Spelten der Deterwinsnte 50, dass
die Anordnung Ger Spelten K,1,2,..k—-1,k+1...n wird. Dazu sind
k-1 Trenspositionen ndtig. Der Wert der Determinante ist slso
mit (=1)%1 miltipliziert worden. s haben dabel folgende

Cbermginge stettgefundent

k=

is geriizt also, den Seweie flir die Entwicklung nech der ersten

F

nalte zu fthren, wobei men D und damit esuch D erhilt. Es

L

3

ist slso noch zu ceigen:

i _‘ -—"- ) "I‘ ‘:_r
- L L R ‘f (=4
£== ":-b? f._. SR bl T Pl e e T 'y
+ = ey
£ret

Dies ist bewiesen, wenn wir zeigen:
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"
Sel nun mit C::‘::f_‘r Gie Zehl 41 oder -1 oder O bezeidhnet,
Jenachcen k.,.r eins gerade oder ungersde Permutetion von

Tyeaayi=1,i4+,...n ist oder zwei der Indizes 1 K ...> einan-

der gleich sind. Dann wird

*
1"‘,| '> Ly ™ J:.-n
B Ly~ ek g
% LB -l
'

| 1ist also bewiesen, wenn wir zeigen

"

i ; ﬁ#- i
¥ b, i Ty f
.-4.-' d;"‘:]-_r - d-’LIC‘--- (l )
(¥) stimut offenbar, wemn zweifder Indizes i k ...r gleich
gind, demn denn verschwinden beide Seiten. Andernsfalls mbge
Ke..r durch m Trgpspositionen sus 4eer i=1,4%1 ... Her—

vorgehen, also {’-_’“’j_f ﬁ{—ﬂm gein, Dern kann msn Ao o W

dureh mbi—q Transnositionen sus 1,2,...2 erzeugen. Denn i-}

Trancyositionen filaren 1,2...2 In 1,1,2,.00,8=1,3%1,...,0
{ber und diess RxmmEpasiiiex Fermutetion wird darch M weite—
re Transpositionmen in 1i,k...r tibergeflhrt. Eeide Seiten von
(F) heben als den Tert {—-‘l}i*m-i. Pamit ist (F),(E) und der
Entwicklungesatz nech Blementen siner Spalte bewlesen. Aus
dem Transpositionssatz folgt eine sneloge Enmtwicklung nech
Zlementen einer Zsile.

Aus dem ptwicklungssatz ergibt sich eine Regsl gur
prakti schen Ausrschmng einer Determinante: .
Jern men etwa nach der 1.Spelte entwickeln | 0

[ = A
willl, muss man daftir sorgen, dass alle Ele- | & -

sorte disser Spelte bis sufl hichstens eins lljl; o I
versehwinden, Das kann man aber immer erreichen,durch Addition
geeigneter Vielfaoher einer Ceile sur anderen. Damit hat man
die Determinante n-ten Grades suf sine solche (n—1)ten Grades
zuriick ge fihrt, die daun entsprechend weiterbehandelt wird.

Speziell ergibt sich, wie men sofort sieht, der Satsz:
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Eins Determinsnte, bei der suf einer Seite der
Disgonelen pur Nullen stehen, ist gleich dem

Diagonalglied.

abtec...zn seidie Hauptdisgonsle.
Wir entwickeln neach der srsten Zeile

und erhislten s.&, wobei A die Unter-

sei die Unterdeteruinante ven ® in A
».: i L | mn LH w (55 in B
15961/ 8
Sderhalten wir, indem wir dis Unterdsterminenten
immer wieder nach der ersten feilc eniwickeln

-{'1=C||:».=C-01:-|-J;=-s- = .....T-'Ex.:’:l.c sea O . q_-—a-d--

sind alle Dlisder an dsr anderern Seite von a b e ... mn
= £
2

so wird déer enisprechende Jeweis fUr Spelten gellhrt.

Linssre Transformagticnen und Multiplikstions-—

satz Dir n-reihnige IDetermirenien.

Im dreidimersionslen Eaum hetiten wir linesre
Vektertransformetionen dergestellt durch eins Dezickung

dey ok

M

i
i
P

2% (%%

B
i
a

oder vektoriell geschrisben:

= !
g =< alaF
=1

ir deiinisren pun fir n Dimersionen sls linekare homo—

zene Vektortransformetion Jede Abbildung b—5¢ der Form
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SEBDE] fat T - = =
wEHEL 8T B ah Stellie won J,r Eetrs

B,
SEERR AAy ABL Jedeu Vektor © sin Vektor < eindeutig

e ded

“GUEL. Lomponentenweise geschrieben, bedentet (A):

Mrlihar oy i : w ! £ ’ i - . s
ALLAer mng A in A dber. An Stelle won R tritt fad.

da e 5 M
gLzt ngsara T Pressma S e ] 4 5 o o Fe
JEAEL e - UNSETE lranslicrmation hat die Eigermscheft

#e in thguberzufthren. s geltey zunichst
[
o J"{'_ ]

2
4 ' Fol

darn ist .
%EF

o sl
ey %-4 ~ ‘E.

und da | svs ’
!

,&_4'__ "~ fur L+ K 2o

£ 4 it 1

foles .:G e !

— "L{ - d‘z’j_, {.-L = &_{ |
ALBO S

by —7 ey g.8.G.

Oind die Dildvektoren M4 der Srumdvektoren limssr umsb- o

héngig, SO gehPrt nicht mur zu jedem P eindeutig ein £,
sondexrn auch umgekehrt zu jedem 4 eindeutig ein b .

: X : s pAaae BN el R
Uie Trausiormgtionsiorued (T = E L b kKbnpnen wir nimlich
E !

By

els ein System von n linesren (leichungen mit den Unbe—

s s = st i ] 204 3
kf;.].lilteﬂ & 4 (o T .= ‘& Euliasssn, 1 WiBscl (E-;‘Gl—jc'q‘},

dass disses ESysten génau eine Losunz b hat, wenn die ,.:-éﬁ,

linear unebhéngip sind. Sind die i :iageg.%!lincar abhingig, |

g0 gibt es im ellgeweinen zu vorgegebemem < keine Lisung _

0

b; wenn e& eine gilbt, €0 glbt es euch unendlicdh viele (5.30€

Lindeutige Umkelrbarkeit der Transforustionsiormel (A) ist

also Hquivalent wit linesrer Unabhingipgkeit der ¢4 .
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225 ]

: AR s
0y, Ty, ¢+ (*n ssilen n Vektoren. He tranformiert
B li.'.:l._ "I'.;‘iI'L".,L‘;:___B ‘:_-h.} '-J..:LE: :-"-f:TAj r,_lir,r._r 'B:_.' [i- e ’) ) A ‘-'\) ;

ke gabe {iber

. "
P i e Ery 4 = ".r) §
o 5
7e habe die Xouponenteu &£, . Cein Dildvexior 881 ©¢.
L ) : H‘: R‘

enp ist €o =2 — Ly /
- fr=oq 5

elso =

, - - = 3
- K = 0 v . L
e by g w2 4 -'.’L,,”r_ L = T K/ i)

ung distributiv susgerechnst:

-,A.
ﬁ A=
2 Ea | = ‘I'-_} g '] h. UH. ';.Ip 1!\’ -(-"t--r) il
. arolr
ps ist aber:
™ 5 s
{ ¢ R P ] = e U iy, <y ._g_,h) ..5;”5“)
)
= = i
('l ks Fia e ) 34-?1-5:
— o ﬂ h
r ; P : “ :""!.q EL e “féh)
I~ 25 1 ‘be.'. é? Yo e / Al ’ :
s i ransiorma—
Hiegiet At Mty ooy dbn ) =] & Q[ 688 (TEEUESORTET
i te" von (A), &i ey Summstion nicat
tionsdsderninente" von (A), die von &sX Sunme:
g thin % aleo als Tsktor vor dis Swmme gesetzl werdsn
Linin AT ) i = ]
};.1.1.1111.},
FJeiteriin ist definitionsgemiss:
Ve
I & 'rwa ; 5 " ,
1- r'; l'cz t éh o l k
alesc folgt: |
2 4 y
\GEE;IEKP'AK‘ . : bei
; ' “ b dis & und b aus, WOLS
Dricken wir nun noch ‘.«: K] durecn s B
. ; _
6= £ ag ist, sc srnelien yir den Delermilen—
CK‘ .-*4 O Ag

termultiplikati ppEsaetil

__A
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!

4

‘|
I

S
= =
o
B A

_f@fw

P
'
n,

Den Maltitlikatd anaaed s Tk it a ]

“en lultiplikationssatz kdunnen wir dureh Amwendung des Trans
LositionszmmkzEzsatzes, also durch Vertauschung von Zei- et |
len mit Spelten in vier verschiedenmen Formen scarsiben. Die

urei snderen sind:
’i: f | 4 - | Q":" &, [
%R[‘Q;l ﬁﬁﬁ

A

4
loa 1 1 -kl ' .
b Lyl = ,;!_/gfqﬂf,' g
. I 1 < |

!

zq
o
=
=
i

Wir haben end 5.306 gesehen, dass die LUsungen eines Glei— L6

chungssysteus von der Determinsnte des Systems sbhingen. BE
Bs interessiert uns deshalb, wenn diese Determinante ver-—
schwindet und wenn nicht. Zu diesem Zweck beweisen wir =]

T ! . T

Bine Determinente von linear umebhinzizen Vektoren me

v 4
nig verseiwindel,

W
E:
[
o
[

Foures s o = y4 & I : \.‘2'--,..-, S e B
begwels: L& seien Ay {,( ::1!3,“5‘ . .”.f: ~loger Unaoningle.

Demn gibt ¢8 n eindeutig bestimmte Vektoren, die vermige

faY 5. & oA ST S o f;’ .
(A, 1n 79,,_ Ay, - - &, Losrgenen. ole migen p 2elSsSen und

(]
die Komponenten ”T'i hegben. Dann ist

%K "'2___»&2 qk

oder komponenteuwslise gescihrieben:

\ S FARL)
ey =5 aj 17 [l = R—

=4
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IpLikellionsgoltoes XA LTen Wil

. 1 i 100 Y
'ﬁq_,' Aot —/IT = | -H||I|a';

2d 54 U 1ne 29ul i Zanl, s8L80
A | 3 Py
6%
<k e S P BIOELTE o r gl 106 S 0 Il SEERS
.-i_'_ = - TN BRS o ! g i |
1‘ Al . o g P, S P

.- " k 5 _pfl?_l = ’-«J 4 BF B iR LA O EE L LD Ttk

LTIE LTElIiocrmaclion sl oM (s) Wirgn dis Qe in I

TRyl

1 i =5 AN P = Bouk = AT & = F 1 T
1116 Vol a ) y 2@ SLHLIRCIL 0SS r{' WL iiaT o e
el wrdh eusrecinen,. Fur den Bildvekior £ won b gild

e
A 2Eopa

theg A4 (£oditin o0 A9)
He I

b

ranformieren WAT DN Vellinlge & s 50 ist der neue

BehGpnbung stimmy . Wip

-4
.
n
M
: ?_J__\_
s
B 5
ES ﬁ/
(N
=

o1

"

o]

Ll

FL:
L3

W,

]

S
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=iy
= L

L . A o ! .,'-1“’ o " A ]
A K=Y U hts gd gt o 47 e o

i =R G  MTyay) e s oy ety Mo s h =h
i blE LI ELCrNAT10Nnen .

YT 32

izt
1

- leligtle A, | K = 132 veuit) Elneay abhiingiz,

LEINT] i - 4 il W B ot 73 1 - .= =] - - =]
i ousbesn adear eile £ Uriginsle; haben sie eins, so ha-—
beL sie uuch unendlich viels (s.0. e 308) . W3 1
wde waliTILLL L L8l (=1 o WG o S0 ) g ig [achny
Hell o l= o | 5w gmm = B c - = <4 T Er e e -
HHHHH <30 L WIBRLAINgnslaonse g HEUN peneTkDeT?

e
5

ey, Deq BINL linear abningig, heissi:

I

a

[l
i“"
I
("\;l

R
N

3
s M

=

&=
.
—
LEer
aanusd

g2lB8C DET CAas 4000 Fens SYELEI

"

~m )
, \ta
AR

=

= [h=1,.3)

eine uilchttriviale Losung A4 [s.4, 1) . lultiplizieren
» Lg

wir die k-te Gleichung mit una sumsisren {iber k , ‘=0

ergint sich i _}1_«. &;A’f“- or glso wegen {,.'.)J:

.

L |
L
- N ——
# *
o SR =2l
AEA

d.h. die Endpunkte cer von Gj;?aus ebgetragenen Vektoren

{es in d 1 1y B =] 7 a 1 H 2
A  liegen in der durer (O gehenden zbense hﬂXJ-?L!X-j.?.,:x:-f
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sul uisse Llene werden wiw alsc vermibge (A) ells FPunkte
4es Leumes abgavildst, S6d7. a*rv:m--j)aine nichttrivia:

le Lisung won

Han o 3
oz, ¥ -
Z "':L'.-rq =y
Haea
P ks e s T N 4
(wegen [&l=V existiert sine soiche L&sung) und ist
3
A= by B
l Ayt » 80 ist such (vel.5. £p9) bei belie-
LX)
bigem 1t
3
"y 0¥ L1
f:;{:- I-'L'l‘lz _,Jrl -Hlp; -
Haq
Ushe die Punkte der Garagdan
"5 #
A= A& "’JII:-:‘ oA )
bzw.
.y i
o= 0]
b ¢'+1 %

heber alle das gleiche Bild.
Die sbbildmg A kann sufgefssst werden als

Ferallelprcjektion des Ratmes in Riohtmng .cg, auf die

)
£ Eharse N 0 - e
Laens ) fvlrAT = L e
| A |

I‘/..r‘

Tl

‘Ei?&

(Die Eildpunkte A breuchen abexnicht -ma Lbene
pars Zu eritillen. Bie kbnnen auf eine in dieser Ebene
durch O lesufende Gerade oder guf 0 sllein beschrinit

sein. )
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¢ 5. CGsometrischs Anwentungsn .

cingr sbene?

L. lisvin liesen 4 Punkta im Baam gnd

kil i § i
d & B e | i b= 18 Tvfl 4 e roin E 5 &
Die Funkte P g % 8 ulgen-Gle Koordingten == y~ Zi,. i
hieben, (4 = 1,2,%)

-6 LoOrdivaten disser Punkte solle

ollen ein und dersslben Ebensy
sLelichung senlgen, d.n, 8s bestenen dis wlelchungen

s i e i

I — 2
* L™
- v - AL & I.-I"

belauptung: DLie Leteninente des Systems muss verschwinden,

a8lso

Wir subtrahieren die letzte Zeils von ellsn {ibrigen und ep—

4 .
YR a8y
- LS lle

und nach den Elewenten der letzten Spalte gotwickel t:

S A S
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vies isl eber der Zeuminhalt (8P, S, 8R) des (uaders, der

auren die veXtoren BF , 80 und SH enfpespaont wird. Dieser

dsuminnsl t mGss verschwinden, wenn B8P, 5Q, und £E in einer

Lbane Lliegel sollen, Ls muss also tatsichlien

Ao F sein.

vilenbar ist diese Gleiemire such Hinreickend.
dir kSrpen jetzt dis vierreilige Jetemainente ais
Sguminnel © euflessen ung bekommen als Inbelt 1 eines Tetra—

eders mit den Eckpunkten P(x*), a(x*) , alz'), Ej"'-.:i}

i

2. ligon gehen 4 Shepen durch @insen Punki 1—'(:&1} ?

-r_.-'_,'.‘ '{r%‘—ﬁ-

seien die Gleiclungen der vier Ebenen. Wir fassen sje gle ein |
T ey 1 2

heowogsnes Gleichungssystenm MUr ale Unbekannten x ,x%,x7,1 suf,

das eine nichtiriviale Lésung hev, da eine Unbekarnte den Wert

s T | £F on A - I e P SN I - st o e &
1 hat. llach Bats 2 ist es n@tig, dass die Deteruinants des
J¥ el Verscehaindey, 4ass slsod

b, iy, A L=

Jisse Zadimgung ist pber nicnt durelichent, dson sie ist offen—




N
L
s

bax enen eriullt p VBl Zwel e Lisnelnn 1N &l SUDELLGL. . e Ldl
Swkl@galslone cellen 1 Qe Letermnants , 838 TelSCENIAnsy
+ > - =
4L i 4 i e —_ 3 e

reufformation von genssehlipgsn-ufl GitterdrotiEyemas

1 iits & " R T e O SUNL OLEFEE GO Ga.
.
= 1
i o L =13 Hid= |E g Wl JLET |:_l'..-..-j E 2 1L NG F-'EJA-'.-_;
P
. 2. By, R 13
jede L 2l d e Bl fg DALl 2Ly
— 5 % e 5 N 5 e &
P i RS a e ® ,.-_.a._....-'- fetn kLG, SleLlida s BeX
a e i An e o oo A oy
oy ¥ i i &1 2} SO Celraciit B0 1Y <Gl ILoEnIh aaes

3%

gicliend ist 2)

%
=

oo R T b
2} Delaunneeln Wil.

M
une il:|='f.

inveloend: 2us 2) sllein folgt:
Lkl tbe il

N £y
Pg,“.i‘r.-' —_— .'g_f):’-

O, T D P S PO, e P, S e
A8 ITenlt noon die UMESIIUIif.

D=t els ,-?K EBNS,
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g inversenu Trenformetics 3=t

¥ (o e LN

B
2L | K LIS 8l dexsel ben Urunde ranzzahaliy g in, ie
3 A - = 2 j
Gig ¥ =l 19 A e e o e ” s b o
i D-‘_" s Sea Qasadl Wag LELEPNINS N S | 'r"\ll - LD 18 % B0en
|-—-"
g E A —— I
A Vg | ="
S150 USss
| = A 1
2= an) =
, 4 i R
" |
SQ4in. 1.8,
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f v 1l 4
6. Xubische Gleichiungen

—

28t 1. Jede kubische &l el churg
2 a
P =X wadt+ bArvrec=0

f4 a,u,c, DLesdizt eins reelle Turzel.

A 3 p
(Y= X[ % o 4 , €.
b [ :1+T'*:ﬂ,)

Also fr hinreichend grosse| A (e‘;‘t-m:?\f >8>0 )

A ) f;i.', _
= { _;:-n C S
L |

Aso pRI<s " A -4 pR)>0 mr A2+ |
p(P) 1ot fx ~fE NS 1 g atetig, besitzt elso in die— | 4
zem Intervall eine Mullstel 1s. ti. 6.0

b
gatz 2. (2] (definiert wie in

atez 1) liisst sich inder
Yorm derstellen

P) = (=) [a-ad[a2y)
dabei ist A, reell und 1."\1_,..-%, sind endweder beide reelly
cder zueinander konjugiert komplex {),.L{,g,m,{ '.i.}f ﬁ—,::'e{—.c{d)

Bamado- B il - 3
Beweis: A, 1liésst sich nach Satz 1 reell so withlen,

o,
§
ir]
i3
-
"
_:":l
e
il

' « Algse iat:

fn.*?.j-:, M*P ,* -,, + A S b +/'?-PL;’~

]

FLEPTT s
=.:a}|-"?'~.-1:."|f?l. l-f-:,':k "'E‘\

4,T sind reell. Die Wurseln der Gleichung ?L!LJ-E:‘:‘PH-S:?"

S 11;-—?1'1::}:_1 . }*_{;-—:.-"W- ha;hj

sind reell oder konjugiert komplex. Bs ist Eﬂ_’?ﬁr—ﬂ'

';‘.. 8 = g M ] [
AL T2 MO0 () = (X0) () (2n,)

‘_u-l
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§ 7 Transformstion gquadratischer Formen und Gebilde

euf lorwaltypen.

.
ada s | 44 3 5 o ' ¥ i k =
Jede quadratiscie Form Z_ &, X X Ax,x)

T
" L & - B i
lisst gich durch eine Transformation :»:i = Zgn,, Gk

1y2
(= 1,2...0,8) mi% }ef;] #0 in die -Eaataltg; & (y™)

bringen,wo die £, die .erte 1,0, — 1 heben kinnen.

Beweis:

m

genligt, statt durch eine einzige Transformagtion mit
nichtverscimindender Deverminente , durch endlich viele

Trensformationen disser Art hintereinander 4 (x,x) in
die vorgeschtiebene Gestelt zu bringen. Denn ist D die
Transformationsdeterminente von x — y , B die von

¥ —> 5,80 ist nech dem Hultipliketionssatz D.E die De—
termingnte der Transformation x-—» z, die sus X—y und

¥y — & entsteht; die Deterninante von x— £ ist slso
von Null verschieden,wenn es die wvon X —» ¥y und wen

¥ —» £z sind. Durchh Induktion foZgt das entsprecheande
fiir die Zeteminurte 4 einer Transformeticon,die aus
endlich vielen hintereinander erzeugt ist; A ist von
lll verschieden, wenn es die Determinanten aller erzeu—
genien Transformationen sind. :
ir bewsisen den Satz nun durch Induktion nach m J Tur
n=1 ist Q= a11(x1)2. Entweder 844 = Q , darm hat @
hereits Lormelform mit ET =0 ,oder wir setzen 844= 11’31 1}

1 1 : 1.2
(g, =+ wdx' =_1__ ¥ ,gsoQ=¢ () .
%14
Wir satzen den Setz é.:lf- Formen von n - 1 Verinderlichen
iy
als richtig vorsus, und bstrachten Z 84y xi x.k 5

"‘lp-*—ﬁ-#
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dir unterscheiden drei Fille:
) azlle 84y Sind Null,Dann iet nichts zu beweisen,Genn
. hat echon dis vorgeschriebene Gestalt mity = ...=£=0 .
4) elle Koeffizienten 854 der guadratischen Glisder sind
Euld, n::»ifr -‘;""ik #0 (i# k). Durch die Trensformation
gUliniimerierung der Verinderlichen" (Determinsnte + 1)
léiast sich dann erreichen By # 0. Die Trensformation

%1 =;r1 +;,rE 5 = =3ri ( i=2 ) mit der Determinante

11 3 8% 5 =

U 3 0« = =

C 0 1. « . =180 |
S S < |
8 . &eed

fyhrt hieraud u(x IJ —Zaﬂ xlx—k tn E:. hik yiyk |

| g,tf -!..:ﬂ- F

ibar,wc ein Koeffizient eines aua.ura»lqcnen Gliedes vom |
il verschisden vlyd wman findet nzuil ich

bop = 844 + 2 85 + 8508y BVe 8,4 =8y, =0, dleo in
dexr Tat by, = 2 a4, £ 0
flse bleibt rur der Fall zu erledigen
:” ein &, # 0; durch evil. Umnumsrierung ist dsun

844 # 0 zuzerrsichen, Bs ist nun

x,x) = 8,4 (x M2+ 2 f; S x4+ 0 (x,3) ,

A=
2
wo Q' eine quadratischs Form ist, dis nicht von x1,
sondern nur von :-:2, e ,xn abhiingt,
ruc ist fur &, = 219 (£,=+ 1) vud fur
&14]
> :?
- N I T
i | E “U%T FEew
“ 11| : A
P o o2 6 20, 5 ey wlek /T IR K
| x + 2 8.y X + /L
B R e~ L

| also Q(x,x) =¢.ﬁ&y1}2 + R ( xa,. v e+ X)) , W R eine

=T " 2
| quadratische Form Ia x= . | | | xB 5.4
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Dis Transformetion

. ;:1 = l.l!ﬂn! o e . E B oak xS
Vext(i122),

" .———1

[ DGﬁEPIdinﬁﬂtﬁ ﬂ..t 1| - - - LI
L]

| f.art alao [ tiber in
"'-i_{:ir_-i)z + B (_YEI. i & = t_lyn)i

H ist eine guadrsetisciie Form in mur n — 1 Varisblen.

Jach Induktionsvoraussetzung gibt es sine Trensformation

1

FeZ s (i=F 2,.. w0

k=1 .
mit !cki | A 0, dis g B(y%,. . ¥ i) e (242
| R

{iberfunrt.

Daon Pibrt die Transformeticn

vt =g}
yi= *’l clj{“zk ( £ =250 o oyn)
{Le't;[:f-:.-;ilmntﬁ | TG € ° o |
IG.
|0 o} A
It-
& \ )

%
Wx,x) dber in die verlangte Form é - {55)2 §




t St. Cohn-Vossen - Analytische Geometrie | - 1929
358

Jun betreecnten wir die Schar cuadratischer Gebilde
sie
(@x,x) + 2 L(x) + & = 0 . Nsch dem Frubeven lisstfsich

dureh .Jj_ci-lt‘;_‘_"]_::‘ J1_,-;_1“r;;“;[.=_] Trensformaticii £ —-}:."' fiherfikren
£ L
T s LV i ; ’
{3 ) ‘5’;(:{}'1-22.- 5.y + L =0 -
-l:d
evtl. durch Ummumerierung Xkbrnen wir erreichen :

I Feete F L L B / e A P

I dnd ( ) =u

; n

- .'-sl - -

A o b.y| 4/ _ by +A=0
d el

( fur r+ 1> n bedeutet die Hull)

]
£

und. fir y- + £: Dy

(3) 2 i (2hH2 + .2 bizi +A' =0 .

M apimis aerpcahan 810k swoail Torwel i -
S1ergas ergeoen BiCH EWel LOormMelLlyrDeEDn 11 d :

f.]r—?-i}uocl&rbi_-ﬁz';:r+1éiin.

kr 5 &t
(}) 2 s(eM)P 4B =0

' b) M €mn , ein b; #0 (etwa b)) Mrr+1 €i €n,

Jir selzen 2™ = ¥ 12 i £s

TINA
|
o
P«
o]
I.J.
I
ol
[

b 0 =h. #£0O

und erbhelten
>~

({2);_2:_?.3_;(31)2+2y5+3=c ; |




