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EIBLETIUNG:

1e Differpntislgeonetrie hat im Gegensatz zur analyti-
sehen Usometrieelne deihe nebeneinander herlaufesnder
Leblete.vie pewlhnlichic Geometrie betrachtet CGebiete in
inrer Gesamthelt,eineitliche Begriffe,dile nicht in eingelne
Teile acrfal . en.lie Differentielpeocmetrie densegeniiber
belfasst sich mit Cebilden,dis nicht in ihrer Gesemthelt
vorliegen und die eine unregelmis-ipe Gtruktur hahen

Brnens./ils Belsplel fdhren wir die Xurve,die ein Ski-
liuferb im Schnee zielht,an.ir weiss nicht,ws er sein wird,
¢r welss nur,welche Geschwindigkeit und welche Richtung
er het.lyr s iirt auecn anter Umstiinden,wenn er eine gcharfs

urve machte r hat dis kbgli<hkelit,im Auvsenblick zu schen,
was nit ihm gescinleht,welss aber nicht,was die Zukunit
bringt,und srinnert sich agch nicht mehy ganz an die Ver~

paagenheitslng 19t der Gedsnkengang,von denm die dfferential

in | Kltnisse,wenn man FlHchen

alpao.etria besehiitigt sich ctwa
mit einem Ber e.lan weiss nicnt von eginer pros sren Unm—-

rebung,ma  ken tnur die :te Umpehung und die Stedgung.
o cine DBer weiss vom andern nlchtse. ir kommen slso in
de ntialpeometrie zu eingr GC e s t al tlebre

1

d & unzregzelniEssigen Gebilde.,

i¢ ist es denn mérlich,eine soleche unregelmissige Kurve
oder TFltenhe dennoch mathematiseh zue heschreiben? Was ist
de das Jrinzilp der Sache? Die bifferentialgeomatiris beginnt
da,wo die Differentislrechrning aufhirtyn¥dmlich bel dexr

racotrung eines komplizisrten Gebildes durch ¢in einfaches.
sie geht devon sus,dass man eine Karve in der Umgebung eines
unirtes ersetzst durch dss einfachste CGebllde,die perade
Linie,dass man von der ¥rage ausgenht: welche gerads Linie
charakterisiert die Llurve am bestent Llese varestellung
ist hereits differentislgeometrisch.lm Zpume ist dss
entsnrechende die Tesgentialebene.

yan kann nun in der Zbene anstelle der Geraden eben~
soerut den Creis heranziehen und fragen: Wie sieht ein
‘relis gus,der sich in einem funkte sm besten an eine Xurve
anschlicset.Co komut man sum Arimmungskreis,zum Begriff
der (rilmmung.lie Ges altlehre vegtent in nichts weiter
als dass man in einem Funkte e¢in gegebenes Gebilde ersetat
durch die Skala der einfacnsten.Insofern tritt die analy-
tigrhe Guometrie in den Liendt der Differentialgeometrie.
Diese Gestaltlehre bereite 1st fir die Flichen ausseror-
dwqtligh aannigfslﬁig und anziehend.Bel den Fluchen gibt

Vo 9hgn¢m¢nan.zur Gharak&ariaierung einer
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Flieche ronilgt nicht etwas so einfaches wie ein iye

igt sucy nicht so,dass im faume anstelle de® Yreises
ti.58 brevckt 2.B.eine Borgkupee nilcht

rotaticnasymmetrich su gscin.lan wird sinen ~es treckten

irper verwenden mfissen,lder man denke @y

elnen Enspass-—
Die ovigere Umpebung ltast sich wohl durch die Tonpential-
ebhene hHeschreiben,aber fiir dio nihere Begchreibung hat
die “ugel keinern Sinn mehre8ie reicht nicht mohr Guss
ceswegen 1st dle Uestaltlehre der Flichen interessanter
ale die der Lurpv o8 rringip der Gestaltlehre ist also
gie A nmni heruang .Auf dicse Teise kommen wir zom
BerriTi dor Tangente USWae.
an iet das Yort Lifferentialgeomeirie schlecht gewshlt,.
s sind Jifferential- ond Integralprozesce gleichberech-
tigts an so lte daher lieber Infinitesimelgeomebrie sagens
base Integrationsprozesse auftreten,macht folgende leber-
lerang Inlar: -lan dehke sich ein Aute,das sin Teechonmeter
nd eingsn Ariimmunremessser besitghleny wiz mit diesem
‘uto ohre arde eins Nacht heranfehizern und nur Gesohiwin-
dirkelt und rimmung in jedem Fankte sufueichnen,se ist
terker auf einer Harte gonan den ¥eg ansu-

chen,fen wiy pefahren gindsEs geigt slchydass mean aus

¥
] beiden Daten Ceschwindigkelt und Erilmmung in Jedem
genblicke die Enrzve rskoanstruoiersn kann.Usnd dasy bran—
ea wir die Lifferentialpgoometricyinsbesondsre Integra-
tio 2868 EXENNpIT nit diesen allreaecinsten Integra-

san 8indg spegisllere Drobleme.dan denke eiva
an einen “reis.sber Sreis ist dndureh charakterisiert,
dass er die ‘urve ist,die von ednem festen funkte itberall
Adiemnlhe Thtfermuns hate an kamn ihn sbher ouen gefinieren
als dic Hurve,die in jedenm Punkte éleselbe srimnung hat.
g arhebt siech elso das Problem,lrimmunssverhsiltnisse
angugoben. auf diese Teise bekommt man die schzaubenlinien,
4 hvauben lichen and die Notationsflichen.les ind spezielle
Typan

~x iat die Grundlage,avf die die Mfierentialpeometrie
ist ddie © dlage,auf die die Differentialpeometr

wl

aufbant.un gibt es,in wesentlichen scit der Abhandlung

von uoesce: (Dissuisitiones generalis cirea superficia
curvees 1827) eing gange Klasse von Croblecen,welche die
rt ematilker beschiftiren.las sind éiec der Ha s s b g =
at impung .sie sind evrwachsen aus der .CrMeSSuUnf.
Uss “roblem der Geodiisie ist folgendes:ian ist nit seinen
Lessinstrumenten gekettet an die frdoberEliiche,mtGehite aber
Londkerten gmeichnen und ausserdem Hohen und Tiefen richtig

registrierensiisn war vor die Aufgabe gestelltjdie Struktur
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der Il ¢ duz golche Angaben zu bestimmen,die nicht
davon Gebrauch machen,dass das Gange im Reume eingehettet
iste.las war das Problem,von dem Ggsuss ausginrz.iier tritt

Yelche Haterialilen

ie giht es ds s hon nicht mehr.is

&3 v Ve d I < S i A o " ¥ Rpei— o
erangeschafft werdengyum cine Ge

o]
anf r “ugel zu trikibensbisses Grundmaterial wird
fert durch den Begriff der g e od 5 t 1is ¢

inie «bas sind solche Linien,die mwei Punkte auf dem
miizlichset kurgen Vege verbinden.Wenn man nun mit diesen

nen

ceodiitischen Linlen genau so arbeitet wie sonst mit Geraden,

i o B % - QP TROPR . | S e 1= 17 v

&3 sicl in der Ebehe handelt,so komnt

. . - Y F Joas oy g oo Ty

a i 2N e kan muss JUreiecke ausg ihnen
aufbauen 51 IneDann wird 82z ohne Bredisck ein

Gau
A ot
dete
ke 'x"
- - v
atugkeit oder Schwierlgkeit
antwick und im Daume.rraktische Be-
jeuntung erlangt in der a2 1 1l g e -
inen lelativitiotstheorie.,
on bestent zwischen den beiden Gebieten,der Gestaltleh
und ,eine Zwischendisziplin,die besonders
int iegungslehtre.,
etallmembran het,die hinreichprd dinn ist,
di cr dugeloberfliche ist,so kann man

auf der Ibene gusbreiten.Iim Raume kann men sie
s verdrehen und verbiegen.is centsteht das
~ahen ist ein Flichenstiick.Gesucht sind alle

L R

cstaltungsmdglichkelten,welche die FlHche im
‘aume einnehmen kann.Diese Biegungslehre ist besonders

interessant und scowlerig.

unschliesszen sich zwanglos weitere Uebiete an,zun#chst
nmal Ex tremalproblemnme oBei dem Begriff
der geodiitischen Linie sind.wir zum ersten male auf die
ﬂufp;he gestossen,eine wurve zu findenr,die zwel Punkte

ouf die kiirzeste Weise verbindet.Das ist schon eienextremale
Forderung,ein Pxtremalproblem.Solche Zrobleme scheinen
dieser Formulierung nach nichts mit dem zu tun zu haben,

was wir hiexr treiben werden.ler Grund,weswegen sie aber

dennoch hilerher gehbren,ist nichi schwierig angzugeben.
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egten,cass es sich in der Differcntialgeometrie
um e 1 n e n Punkt und seine Umgebung handelt.hnicr

1 o owi e Aled 4 PON Mo - - 3 4 T e 32
aben wir doch offenbar 2z w 2 4 Punkte,dic verbunden

her eine geodiitische Linie

- randiticchne 1,3 T e e * - .
oantiscne Linie ITUr zwel beliebige Punkte asuf ihr.
@as lisst sich leicnt beweisen,Und da haben wir sofort

robleme vor unsa

in bekamntes Beiapiel Ffiix dez:arti;jt Probleme ist
das 1 s o0perimetrische Problem.lIn der Ebene
lisst es sich so formilieren: Gereben sel ein geschlossener
Faden,den ich so legen soll,dass er mbglichst viel Fliiche

23 amamn - £57 774 e} P 1 I 1o - o v Toe 2wy 4 - ~
MSVaANII T Bl WLYXYG sSich nzchon du;.:f..,:;,das;s der “xreis die

Froblem:

aum neisct das ents
ase so prall m
rnmte,zu u

fglich nit VYassex

1tersuchende Gew

g

.
i it g beriinmtes Beigpiel
inimalfl h NP o

debel um fl¥chen,wie 2 etwa eine Selfenhaut einnimmt,dle

" 14993 on9n H - Yoo v 3 3 . o
ammlinigen Urahry einspannts

¢ i L1163 D
Sie 2ht ifte eine mOglichst kleine
verfliche eingune men.lUnd diese Hinimalfl#chen haben die
Lge 1f$,dass sie au cine
liebipe geschlossene urve,di ich suf dahnen zZiehe.Das
ergibt ebenfalls Differen
dli e} D o b 1le
m e im r 0 8 & € gt,dass
€ at o se treten
LN € oblem dleser Art ist das G e =
8 t s problem sDenken wir
g 1 mte Auto und fragen nach den
Bedi: sein miissen,damit das Auto wieder

gurfickkehrt.Analoge Xxpxiffsn

'

noeh vielevlied anfeu-ﬂ.d,)Olﬂe "8

~

wichtis sind bei diesen FProblemen im Grossen wiedur die
n Linien.las Problem geschlossener geodiéitischer

(CRY)

geodiitisal
Linie ist besonders wichtig gewomeden,well es die Briicke
zwisch Differventialgeometrie und uc hanik darstellits

smalproblene sind ja charakteristisch fiir dle iechanik.

4

"w‘.k

Tir sacten ja schon,dass die Riemannsche Geometrie ihr
Anwenduns in der relativistischen Hechanik fend.¥s sind
ja die geodiitischen Linien nichts andecres als die Bahnen
ohysikalischer Bewximag iOrper bel kriiftefreier Bewebung.
Und da ist sehr wievhtig,ob der Lirper eine geschlossene
Ba'm durehluuft oder nichtela taucht scho das Problem der

geschlocsenen geodiitischen Linie auf.Zs ist eires der
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sich &8n die Bie~
von einenm Stlick

etallfléc) dcssen Veblegung stitutionen wir unter-

gnn man eine gange
llmembran hvx stelltals zeigt
sbar iste.ladurch,das: wir die

aich,dass sie nlcht verbieg i i
ugeld ais Lanzes nenmen,ist die Verbieghbarkeiit verloren-

1!
11N 4 2 Y 1 o - . 4 » 50 2 2% 1% “ Y ne
anrenesfucn diese Veblegbarkeit geschlos enexr Fliichen

ist eincs der klas-iscihen Probleme im Grossene
mit haben wir die Uebersicht itber die Probieme der
ifferentialgeometric pegeben.

flle diese Gebiete werden umspannt von einem grossen

Prinzip,das ausserordentiich verwickelt ist,némlich von

<

dem Vringip der I nvardantenthsaorieusw

!-Jv

hlle die Begy

ffe,von denen ich redete,irimmung,Biegung usw,
naben elnen analyitlschen Ausdrack in xO‘“LlI.ﬂﬂs Charak-

©1 9

teristische an diesen Formeln ist nun,dass sie ihre
man das scordinatensysten einer

of

Krilmmung Z.Bes hat Js nichts

Gestalt nicht #ndern,wenn

nderun unt;zwi:ﬁt,ﬁz
1wierung des foordinatensybtems zZu tun.lian

1

t also sufl Eo:mulu,die c¢ine tiefliegende algebraische

enschaft haeben,ndmlich die,gegeniiber irgendwelcher

; b .
Transformationen des Xoordinatensystemes invariant zu sein.

int cdiese Gr¥gsen D i f feren+tialin -
«Die Invariantentheorie selbst zerfdllt
rere sathegoriecnein der Uifferentislgeo-
sonders bequem,die Dewegung und Lpiegelung
neuercy 4eit scihliessen sich daran die

o jektive und diekoniforme

,2it denen sich die
Differentialgcometirie be’as;t,uas sind Liniensy~-

s t en e ,etwe die Lichtstrahlen,die von einer Tuelle
ausgehen und an verschiedenen krum linigen Spieg:in
reflekticrt werdene.oie werden am Schlusce wieder ein
Systsm von Linien bild:n.Uﬂd e¢s erweist sicn fiir viele
Zwecke als sinnvoll,auch derartipge Geradensysteme,ent-
snrechend such Systeme von Kugeln uswe zu betrachten.
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ABSCENITY

CESTALTLEEREL

dsiapitel:

Zie becstaltlehre der Raumkurven.

as i woilan,i:t nicnt die
cllst ; infachste von den
en,dic wir spiiter als Jrobleme im Grossen noch weiter
ausliihx verdens
8 seil uns elne auml ten Vektor
g (t),dex ) amcter t ielleicht
gleich einen Punkt,der mi duarchliuft.
o ies cie alle
il 5 mehrmals
tetig di
iy de cul die Um—
] ine chliuft ein
lsi yEil Stilck
L Y S5 LC D¢ in o i QI
1¢ | 12 ktors an-—
ibt,so xann der Punkt ein Verhalten zeigen,das von dem
iiblichen und erwiinschten abwelchieS5o ist Ja B.B. die Xon-

geonmetriasches

(1;1) z?(t) A0

Vit dem Falle,dass diese Gleichung nicht erfillt ist,wer-

den wir uns nocs spiter zu beschiftigen haben,
Damit hoben wir scho eine differentialgeometrische
‘rkenctnis gewonoens.bhir sagten schion,dass die destaltlehre
darin besteht,dass men kompliziextere Gebilde auf einfache
zuriickiiinrt.Uss einfachste ist nun offenbar,an eine Kur-
ve in oiném Punkte die Tangente zu zichen.dszu denken

wir urs zwei Verte des rarameters t,n# lich t und t+h

und die beiden dazu gehdrigen Xurvenpunkte ins Auge ge-
fasst.vir verbinden diese beiden Punkte durch eine Gerade,
halten nun t fest und lascen h gegen Null gehen.lie Frage
ist nun,gegen welche Grenzlege die Gerade gent,wenn n

verschwindet.Gie Gerade drehit sich um den Punk? t.
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S

wir diese Grenzlage als die T angente an die
immen gzunichst

dle Ctodgung der Serante fir h#Ol.lan gewinnt sie,indem man
t und t+h

1;3) . > (%)

denn wenn wir uns den urengiibergang fir die einzelnen
omponenten von durchgefiihrt denke: ,80 streben sie
nacun den elementaren oitzen der bifferentialrechnung

die .ompounenten eines Vektors,die ihre Ableitungen

sind«Diescr Vektor g(t} ist als von Lul verschieden

vorausgesctzt,also strebt in der Tat die Sehne gegen eine
b 4

ir die dexr Tangente nennen.Dann

vichtung,

gen Physik treiben,also einen
sich in der Zeit bewegebdeb Punkt¥ betracaven,dann wird

ung auch die Ges hwindigkeit interessieren.Fiir uns aber
ist die Bewegung in dex 4eit nur eine Lietapher.

“ir wollen nun untersuchen,wa geschieut,wenn wit t

durch einen anderen rarameter ersetzen,etwa sectzen

e 1 ® = A = iminr W _ ' 7 o
Dann hingen die 4ibleitungen nach dem neuen Paremeter /

mit denen nach t susammen durch die Gleichuns

P =3 dt
(s;b‘) ‘a"‘l = £ =

~
o
r\’

oder

(157) g-78

"ir sehen also,dass fiir die Vektoren dieselben Differen-
tidtlonsge etaze gelten wie filr Ukalare.fs interessiert !tlﬁ:
uns nun also die Linge des Vektors 2/ nicht,weil um
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(]

vom Jarameter abh¥nst.ldnd wir wol_ en in dieser Bezie-

nung,bel der Wahl des larameters freie Hand haben,

ie Scehmisgebene,
Die niHcersteinfache Art, ie Umgebung eines Haumkurven-

punktes zu beschreibenyist,dass wir ausser dem betrachteten
unikte noch zwel Lachbarpunkte ins Auge fascen.Da denken
wir soforwt an eine “bene,die wir it der ‘urve in Beziehung
en.lrel be-
eine Lbene.Venn
grn beiden gegen
r,d88 diese
Ze.3s micht,wenn
ho:fen,dass

erriicken kinnep,onne dass sie dabei

y eine Gerade gu liesen kommen.Und dass wird im all eomeinen
ter Fall sein,den’ elne Xurve ist in einen Polygonenzug

da werden die eingelnen Polygonenseiten

im allgemeinen

Agumkurve
wittleren

cegeben und wir ,ad
aktoren agufgespannt wird.bensogut kinnte man die Ebene

s
dureh die beiden Vaktoren g5(t und g;(tph}n;;’t)
2

bestimmcn.lﬁvﬁ&ierew wir dur ©» h,so0o senen wir,d

bestimnt wird."ir sehen also,dass die Schmieg-

Fbene duraeh 4
" : B . 4 - e d i
ehene von de: beiden Vektoren 4 und = aufgespannt wird.

Vir wissen nun,dass wenn zwei vektoren.# und £ eine

L

Fbene aufspanren,gelten muss

(231) (#,4,¢)

wobel ¢ eln Vekor in dieser Ebene iste.
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Yenn also # der COrtsvektor eines beliebigen Punktes der
Ebene idt,s80 haben wir also nur auszudriicken,dass der
e?tor,7~g; in der Fbene &Zelbst liegt.Vir ernhaglten

also als CGleicung der Schmiegebene

LE Y

= : ) = i)
RN AL

Y
o’
@
o+
o
o

usgesetzt,dasg ¢ und » nicit einsnde
v 3 5 / ¥ T a..d(}r
"ir ktnnen auch auf einem mehr formalen Tege auf die
Sctracatunes der Jehmlegebene gefilhrt werden.Wie haben
recapt,dass men sich die Schmiegebene aus zwei benachbar-—

m -~ o .y - - o s au- 2 - - * . .
Tangenten aufgespannt denken kann.lDiese Definition

¢Newi¥ haben schon
itsveltor bei einer
tellen wir dieselbe

‘L."to 2 rd
.3 a7 _ (48) - & (- 4%y _ 4. (4% 4%
¥ Q % . d= ‘% d7/ T @ Z’dr' ar

wir die TFormel fiir die Differentistion des
roduktes aus einem vektor und einem Skslar an:

-
g
ot

5
(l!,
|
™~

i
™

.
Ql' "
.

-+
L%
™.
Qr
™~
,Cl'

b |
~

o~
n
(o))
R
m?g
= fet
It
=

so wird also

.

2
d g ae

(2;’?) i <2

d

o
>
S
4
‘B\g\ ’

-

linear
aus den srsten Ableltungen nach t zusammen.fis iindert sich

2tzt sich alsc die zwelite Abieitung nach

also bel einer Parametertransformation nicht nur die
Crosce,sondern auch dis Richtung des Beschleunigungsvektors,
feine Richtung ist nicht invarient,iindert man also den

Parameter der Kurve,so Hndert der Beschleunigaﬁgs?ektar7

:
| AR S AT
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durchliuft die Scamiegebene,

nheitsvektor in

T4 v e 1

a8t .ilan nennt
inozrmalen ,Zndlékh
undé

Finneitsvektor der Haup t -
ir also ein breikant aus
iextoren,

cauptnormale in der schmiegebene,

aul der pinormalen,die

gufl die Tangente in der schmieg—

ktoren £..8038
v 1}.2)~3
ausgeliihrt den-~

furve beglei-

Wir wol en aun das geometrische Bild,das wir ven der
e

xwonnen heaben,noch vervollstindigen
i

Lschien Abbildung.iir denken

4

une irgendwo im Haume eine dugel vom Hadius 1.4an
tskugel.Ausserdem betracin-

kurve.ragen wir etws ﬂq,den fanpenten-

einheitsvektor der Raumkurve,vom iittelpunkte der Zugel

ab,so durchliuft er eine bestimmte Xurve auf der ilugel.
i14d

der Heumkurve,das also in eindeutdiger ‘Yeise der Haum-

arve nennt man das T angenten b

rurve zugeordnet ist.Avf ganz entsprechende Yeise erhal-

ten wir mittels £, und &, das H auptnormal en -
b

.

i ld und das Binotmalenobdbilad der Kurvee

f=e
4]

se sphiirischen Bilder einer Hasumkurve erlauben allein
a

gen iiber die {urve.vo erkennt man z.B.

schon gewlisse Aussa
die Tatsache,dass man es mit einer ebenen Raumkurve szu
tun hat,daran,dass das Tangentenbild der Kurve ein
grisster Kreis und das Binormalenbild ein einziger Punkt,
nimlich der FPol dieses xreises,ist.las Hauptnormalen-
bild 811t denn mit denm Tangentenbild zusammene

Sel einer Geraden ist das Tangentenbild ein Punkt
und Haup- und Binormalenbilder sind unbestimmt,weil
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, man der Geraden nicnt eine Schmiegungsebene eindeutig

% zuordnen kann.

. Im Allgemeinen Hndert sich nun bei einer laumkurve
sowohl Tangente als auch schmlegebene,und das prégt
sich in der Abbildung aus.¥enn wir ein Dogenelement

der Reumkur- e durchlaufen,dann dreht sich bei der Ab-
blldung der Vektor £q wm den Jittelpunikt der Zinheits~
kugelyund cs liuft der Tangentenbil dpunit auf der Kugel.
s ist also,da das Tangentenbild sich umso schuneller
bewegt, je stirker die Reumkurve gekriimmt ist,die Ge-
bwindigkeit des Tangentenbildes ein lass filr die Krilm-
mung der INaumkurve.ntsprechend ist die henderung der

P

Schmierebene angegeben dur:-h die Gesclwindigkeit des
Binormalcnbildes.Vir haben also nur das Bogenelementk

1

des Binormalendbildes durch des enisprechende. Hlement
der Fsumkurve zu dividieren und bekomzen die W i n -
d ung der Reumkurve,wie wir in dem Quoticnten sus
‘angentenbildeleonment und Raumkurvenelement die
rimmung der Raumkurve bekommen.

“ir segter ochon,dass bel einer Geraden die Abuil-
linisse singuliir werd n.Es kann sich nun auch
bige X{urve an einer Stelle,némlich an einem

ie elne Gerade verhslten,lann ist es aber
im exr durch einen Gr.nsziibergeans mbglich,Binormalenbild

] exmittelin,

,..x

§5:

Die Bogenlinge.,.

Das erste,was wir nun an einer Zurve me s s e n y

ist die Borenl#nge.Sie wird definiert als der,wenn
orhandene Grenzwert daey Bogenliinge des Polysones,das

wir der Yurve einbeschreiben.Vir betrachten nun also

nicht mehr einen einzigen Punkt der "quuhurve sondern i

ein gnanzes Intervall a< t b und betrachten die konse-

kutivebh Punkte,die zu diesen Werten v n t gehdren,

Die Punkte des Polygones entsprechen den Parameter-

werten ti.Dann wird die Linge einer Sehne des Polygons

(551 = lgs = gimq |

b wobel

P

Wir setzen nun

St

gesetzat iste.

(8;2)

Ferner denken wir die ein




uin die bHechnung zu crleichtern.Dann ist

e
iy
e
i
o
=
@
&

sdriicke in der Summe auf der rechten
veite gehen in der fBrenze h=0 gegen die Differential-
tienten 77, an der Utelle T;e8 wird daher zu erwarten

sein,dass
’ t

nuo

. T ik . -
r 733 ; ) 13 ~ v P> Y ¢ Y £ ~ £ 4 T
LZ0 e 1LY HIUSSEen &.s0 einen HZest ad

o
B
i
ot
o
(e
=
°

8
Zum erstenmale eine Abweichung der
cung mit Jextoren voxn dexr mit skalaren bemerk

cassgsen wWir die E-te -oordinate ins Au;e,xk(t44).Setzen

wir die Tayl rentwicklung an,so wird

P
W
.
wn
S
1.
o
5
ry
e}
c—l\.
i
~
P
o
g
L
ot
.
-
s
o
b
&
L an)
ct
e
b
nol
i i}
L)
LA
-
b
de
s
)
=
Nt

0

assen w.r zu vekitorecn zusammen,sc wird also

wenwert ist nichit fiir alle Vektorern derselbes
I:n kann also d s Hestglied nur zu einem Fettor,7 Zu-—
cammenfassenes s stimmt alsc die

cingn hestglied nicht mehr fur &ckt\ran.bas at auch eine

anrschaulicine Lrkl¥rungebel ciner ebenen Lurve sagt die
€S

liedformel esus,dass es gu feder Seine eine parallele
€

ke ¢

iengente in demselben Intervall der furve givt.Und das
ist im Allgemeinen im fgsume nicht mehr der Falle

«ir wissen nun ai lass #in dem ganzen betrachteten
lntervall bescr wenn wir nur voraussetzen,
dass 3’i“ den ganzen Intervall bescuriinkt iste.fun schit-
zen wir abecly sollen die Differens gy - &i-q verglei-

chen mit 4 i.éu dem Zwecke dividieren wir (%5;6) durch

o und bekommen

£i T £i-1 h
) oF £ Tt ¥

Gehen wir wu absoluten Betriigen ilber,so ergibt sich

ot

(5;71
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(539)  Ugyl = gl = [EASEEL L2 Bl

I

Summieren wir und multiplizicren mit h,s0 ergidbt sich

- S-;:}M ¥ h’: S‘I‘.&.
(5;9) h/ T R S L= 8,
i= !gl- 2 g;T'I7L‘ h
= “V‘;’ p ¥ .—..i - !
L%Eﬁ"gay I per ';}'
vobed
(55100 5 = n YL Ha)
=1 "

der fusdruck ist,den wir abschiitzen wollen.ishen wir
zur Grenze h=0,s0 gehen die linkey und rechte Seite von
(5;9) ~zegen das Integral (5;4).%ix erhalten also auch

4 ¥
(5311) sh-—-*“/ |4 (t)]at = s

urch diese Gleichung wird die Bogenliinre s definiert.

ie ist also in der Tat der Grenzwert der Polygonen-
sehnenlénge.,vshen wir wieder zu Zomponenten iiber,so
habdn wir also bewisen

%
(5;12) - g/}Vxﬁ + xg + x% at

> |
iy
"

inren wir mun s als Parameter ein,so wird nach (5;11)

(5;13) =17

Setzen wir insbesonders s = 4,50 eehalt:n wir

—~
P
.
I
47} *07
1
X
i
s %

-

(5;95) 1= xD? ¢ (107 4 (2g)?
®ir kbnnen nun (5;14) auch in der Porm schreidben

(5316) g 1
oder
(5397) g' = &4

Es wird also derx Geachwindigk&it&#&k&g#
TRy L »\'




inheitsvektor. :n wir auch,dass,wen:
€71 1T au ._;,‘.Lau.u,..‘enn
wir ein FOYL 8 Vers
Llute LiEnge des 8o hy
ferer notien d
gramcter ist,.
A
J W
£ —n arntonn das Tancant
w3 s 1e2 s Lanece 1}
fing ta ! Taunkurve n hinre: s .
aumkurve an hinreichend oft difieren-—
tid hax
mal
=4 o ne
1 Pt I3 «

{ 1) ﬁ.i_ 2 .}.
Wt / A o £
§S- /
ir ne 7 die srimmung dey REaumkurve.3ie ist wohl

1 CiniZryt dowm — 1t s 1 lr 4 A T o %
rt, o Funkttion S nennen
- - % 0m A 11 - v 3 3
£ £ i i 3 1 3 X g8 a 1 a1 8 s
(
&y
"
)74 4
(6.2) 81 o -4
¢ o) o e
= <
oles die ¥Windunpr.Dabei nennen wir 7 den T o r s 1 o n a
g a8 4 1 o
s A . o L]
tHmmuay vng die i g haben.ba
sy Bl oy i = )i I | S — = )
centistische Ueberlegung an.Vir hg

el oana antracon. Jiae
O Ll L84 il wd i i (TR

neel festeelosten Punkte del 40 .doist also der imfi~
beiden Vektoren.¥Wir

ren g =
d em
rhe ¥

o i s W O N

)
[
=

4
o~
)
e
<
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o
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3
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Aennlich ist es

.

vy e o) ol 2% Y A -
um aas8 weucK ag

ey die “innei
skugel g

finden alego:

Ui e T orx
we 1 d e 8
W ink e Z
baxrten 3

: b
C «1Q 8T ave
112mMeLi1cC L2221 255 Q3
in daenm

benachbarte Blnormelen 1

tesvektoren der

betracgteten Punite berﬁgrt,so ist
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w1 e
mit der Torgions'ir denken uns gwel
und 2.Inre FPus spunkte seien
voneinander entfernt.lenken wir uns wie-

Binormalen in der

¢
ezopen.iie bilden den ¥inkel 4 X VWir

43
o
o}
o

i
1
o
Lt
-
U
<
.
b
o
$od
o

por
O
ol
be e
G
o
cb
63]
Hoo
&)
o
o O W

zwedl b
e n e

7 und
beiden

b
)
-
o
ot

>

3

!

ete

@

(]

B D
i

i
e

o
.
¥
y
v
O
@

welse = und -~ konnte zunichst verwun-

einen anscunaulichen Sinn.Y%enn man
achtet,der die Kurve

ot

zu erwarten,

«
-

1t ,wenn man durch drei benachbarte

unkdte der durve den Lrégs zieht und nun die Punkte
vusammnenriicken lédssts

seim Torsior

Uie lormeln

igradivus kann man nicht unmittélbar von

den,der sich der Kurve zuordnen lHssi,

o A 111 Y
- 51T 1ITUn

‘ Differenti

(%)

Ableitungen der Vektoren 51,£0mnd §3
&

zudammensetzen. fas kbnnen

i
i
L
-
wad
o
“
4
-~y
(3
g

~

1 = |

e 2 ey vl 7 3o
8%10n ergl Sich
- r ¥

r i

ohy W . —

Tt {

Multiplizieren wir (1) mit £,,s0 ergibt sich

—



56

¥ir heben nun gesehen,dass die Schmiegebene der Reum=
kurve wvon den Vektoren g/und.g” aufgespannt wird.Also
£#11lt weren T i

é1 e g’
ocder

(6) Y S

ia in die Schmisgebene.iie Schmiegebene wird snﬂexeéw'"f
selits aber auch von den Vektoren £, und ézuﬁufgaspanntgr,
Also iut

‘7) & = 0

Wir erhalten also

(d) i% = b ég

Um b zu bvestimmen,onadrieren wir (8) und erhalten

(9) £1% = vl = v? |
Lun wax
5
(10) 0= gi
also wird b = % undéd demnach
(11) é’ =.ig_

15

i i . o et S i

Setrachten wir nun 6% «%ir setzen

(12) g% = A&y B i, 04

3

¥ultdplizieren wir mit £.,50 folgt

igiz = G
also
(13) C =0

Ferner ist,da &, und {3 orthogonal sind,
€1é33 U

Also ist

(14) P85 + 243 §g =

Da nun auch {§ &£, versenwindet,muss auch sein
(15) é1§é = 0

unéd wir erhalten,wenn wir

&= gy
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b

- 12

£ = B
3

ri

‘e
Um B zu ermitteln,cuadrieren wir (17) und erhalten

2 2

R 3
3 =

8ls
:12 - ’_1
2 e . Z-Z
et also
.[-L

ol o warn vairey - P T & 5 2 % 1%
eLso,wenn wir uns dés Vorzeichen der Wurgel enteprechend

mitihin

{ Y ) - =

\ ‘} g» J (: é =3 —  Tremienm
3 T

1v maltiplizieren mit &3 und finden,da
- 3&' G '_'\
i, cn 4
L. o

A ™ - s a8
mit .. Dann wird
P e A - :
'r — ——— ——
i e 21

Ny
N 41}
~— O

p&
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:

(23) y= -

pes
Setzen wir (21),(22),(23%) in (20) ein,so folkgt

i
i

iese Gleichungen besitzen das symmetrische Xoeffi-
zientenschema

An den Frenetschen Gieichungen hingt die range Zur-
smtheorie.¥lr wol en uns iiberlegen,was diese Gleichun-
ren angchaulich besag . -n.
lie erste Gleichunz enth#lt eine Aussage iiber das
angendtenbild,die dritte ¢ine solche iiber
das Binormalenbild der Haunburve.Ven- wir die drei Bil-
i ¢ sind fir jeden Punkt derx
¢ der drel vVelktorsn be-
e

Paunkunrve die Durchstossrunkt
stim-t durch ein 0O e t an t en & r ieck .

Bedim bDurchlaufen der urve beweren sich die drel Punkte,
nd zwar bewegt sich das Tangentenbild paraliel zu Cos
_‘;

ehenso das Bi 1 irgendeinem

=
o
t
)
l....l
o
o
fudv
fomt
O
°
120
nre
’......
=
Y
o
[—l .
Yeud

«p'tzen Winkel gwischen ihnen hindurche.
Nennen wir die Bogenliingen der Bilder 84,8, und 83,
Gl

so e#gibt sich aus den Irenetschen Gleichungen unmit-
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W

o ayinas

Windung als Funktion dexr

1 neben nocih kein Verfah- en

P
0B850
1

ren wir nun,wenn eine laumknrve jf(t’

Bogenliinge.

. : cegeben
ris ;1’52’53,7 und z wirklich bestimmens

angegeben,dicse fiinf

sucaen zundichst dlie ektoren £ zu bestimmens

el £, 18t das gelr leicht.’s igt
.

[ 4 /

AL 15 ¢

Fay ‘l,.L.g R s - y e ] -l w

AY; Stlm ung von £, benutgern wir die Formeln von
4 p—_— | ~ |
't Lanach wird

T 3 3 oo 2] o [ Y 3 = i
uaarieren wWir (2),so0 erhalten wir

.
SuE
b o
{1
=
: e
e { e
2
3 2
p;

bt

riochtie

fapan

q“c‘,ﬁ)’
f ==
Nl

amit ha

-
f =72

wir in (2) ein,so wird

= -~

f‘\.)

- - - } 1 & ohe 3 e - P
i) R ] i L 5 “ Y . B ~» 3
n wir e 1te nter Senutzung der Tatsache,
o~ 1Y oY 4 o - g oy - < —a "~ sy 4=
r &4 und 4, crecht steht«Vi etzen also
Vo

ben wir fedenfalls die Eichtuns von e Schon
en.ler Betrag stimmt aber auch,weil die

3

'elttoren 31 undgd E ein Quadrat des Inhalts 1

p %
en.setzen wir (1) und (5) in (6) ein,so ergibt

/ '

e el 208
gpz

B e pes——

\,\“
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T S O T wdl 2%
LJaraus ergipvv sicn

N

“vi AT 4 Al A - i P P ) TpTgpapR . 3
crdilca die torslion zu bestimmen,gcohen wir von

rRACO5E

P T R 4= Tit - » s e o . v o, §
der dritten lrencteschen Gleichuns aus.banach ist

—~
RN
I
N -

e
e

H

:

"

[
et
o~
-3

»

ofr O

.f.“'::)_-(j". i > €y 14 A o 3 4 3 [ ae
ussen wir aleo differnzieren,las egibt

eno langen Jusdruck,den wir dann nooh xEkXmxisii ins

iadrat erheben mis. ensings zibt einen uniiberad ok
$E) AV erueibcn mus ene.vas glbt clnen unitibersichtlichen

fusd uck. iy wollen es dshexr anders macien. 1y betrachten

(% & —_
a T vy
E - RS vl
AP = B 4
o4 P 7
e T A oS . o & 3
Lttiplizieren esie nit &£.:
o 2
e i, 4 i, e P
> o i 5
{ "l f: \ '_,‘;"_":k H . = e SR — % o+ i = .,L
Joo 4 - T

" 0o i o oy o vy y €7 2 4 i O " | t o1 il - o
v Ilachn der ~Let velliregyFed aus gwel Ausdcriicken aui‘“ﬁ'—

~

cautelech behaupte,duss gines von ihnen fortfsllt.ls tritt

. 1 X & . I PP & =
aunt . . al 11y eleo die Differentistion orsparen und
aAlGE
B F 4 2 “5////
(42 ) - .L:z.:’... ol
T fﬁz
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dasc die drilmmuns sich durch eine Wursgel,
unys sich

i

O,
also irrsti~nal ausdriickt,whrend 4ie Win
rational susdriickts Bei der Vurzel ist das Vorzelchen
gzveideutis. s kanr slso die Eriimmung positives oder ne-
gptives Vorzgelchen haben.lDas ist uns Ja such aus der
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Ferner gehen wir,dass bei der lrilmmung nur die zweite
Ableitune bei der Torsion dagspen sueh die dritte Ab~

loitung der iurve aufitritt.Venn also gwsl Xurven in

unkte bis zu dem zweiten Ableitung therein-

stimmen,so haben sis dort gleiche Zri ‘mmung,dagegen

kann dic Schrsubung noch ganz

~ Ty

verschladen sein.lrstwenn
die dritten Ableitungen ibereinstimoen,ist auch
die Schraubun: gleich.

dlese letate Tatsache kann man such so ausdriigken,

deas man ~ier benachborte ‘urvenpunkte zusammenriicken ;
lagsenr mussg,un diec Iorsiou zz erhalteny,dass zur Begtin- ]
ng der “Zrilmcung drei Punkte genfigens

LA 3 - -~ 1 P oo M wp
ir schlieseen nier nech eine

heuristische Lemerkung
anedr sazten srion,dass die TFrenetschen Formeln die

aun-urve bestimmenslag ergibt sich folgender Sata:
Tenn ich zwel Puanktionen

f(s)

i

gls)

&
Ni_n \Q!-.s
I

willkdfirlich vorschreibe,dann ist es immer mdglich,eine

Taumkurve zu find:n bhei dzr s die BogenlHnce, 7‘&1&
Xriimmung und = % die Tindung ist,und es sgibt ,8bgesehen
von JGW??Uﬂ?-A und bis auf eine upiﬁFQYung nar sine
einmire solche Reumkurve.

Diescr Satz wird plausibel durch folgends Greng-—
betrachtuns: Irimnmunc und Pindune erhalten wir darch
“rengiiberzang von einem Yolygonengug,der vier nshe-
cclerene Murvenpunkte verbindet.fs seien nun vier
derart sufcinanderfoleende Punite gegebeﬁund der durch
sie hindurchzehende Polyronengug,Dann ist die <riimmung
und Torsion in dem letzten der vier Punkte gegeben und
dadurch die loglichkeit,den Polyponengug fortzusetzen,
auf ecire eingipe beschrinkt.lie einzelnen Polysonensiige
aue vier Strecken fiigen sich aul ner eine cingige VWeise
aneinender.Es ist alss die Kurve durch dcn Polysonengug
1m Limes bestinmnt.Bin colches System von Gleichungen
wie (15) und (16),des also eine Naumkurve bis suf eine
Spiegeluns mnd Bewegunzen festlegt,nennt nman das System
der natirlichen Gleichun z'en
Jden nennt diese Gleichunpen natiirlich,weil nur 6
in ihnen auftreten,die mit der Eurve an und 1
etwas zu tun haben,nicht noch etws &rﬂssen#
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Ariimmung und Windung als Funktionen eines
beliehigen ‘arameters.,

Tir wollen nun versuchen,Zrfimmuns und ¥indung auf ein&n

beliebipen Parameter zu heztehen.Zu dem Zweclke miig-en ‘TY%
wir die Ableitw

mngen nach der Bogenlinge in die nach einamlﬁ
heliebiren Parancter t% nmrechrnen,fe wird

& L . 5 4B 2
(2) 78 2 8 (@)

(%) (7"

Hun ist nach (4;13)

VEL) 2y ()L gzﬂ,ﬁ/

EYPRE . Z
(4;13) (g =7 ;
21so
(1) 2L .
. as "y
snn wird é‘, .
(5) wt .. ZEL _ __ 4F . _EE_

P ]/%T?_'s /7[5/,—3’75/23—7‘ @t/

Setgen wir (4),(%) in (3) ein,so ersiht siech

NITY, /A7 = 7 A
c) /l’ 22 .2 2 - =
(e) /Z 2/3,/3,/3 /Z//S /,2,/1
e /AL « L ob L Y L
/Z,J/S /Z)yﬁi [’g'z./:r ——-——;?z/_g*

und darsus erhalten wir nach (7;9)

(7) / i:'e v-e/ ‘X’M

73
In entsprechender Weise leiten wir eine Formel fir die
Jindung ab.la stossen wir aber auf rewisse Schwierige
keitensbeim Unmrechnen der Leterminante.lim die Rechnunsg
zu vereinfachen,stellen wir f“lgende Ugberlegung an:

“s setzt sich g’ aus 7’ und g’ zusammen, ferner sesat
sich /3/”’ aus g’g”u‘md 2' susanmen. s gilt nun nach aan,

S#itzen der Leterminantenrechnung die Pormel

(8)
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so dass vermige (6) und (&) die &leibhung (7;;
fibergent in ’

< o 1% f ENEY’ _(2.EF)
(9) T ( / 22 se2 o an 42 'L»& z
2 58 ( fff))
bemit heben wir in der Tat Ariimmung und Findung als

Funkitionen eines beliebigen Parameters ausgereehngt,«

5Q

Anwenduns guf die kubische llaumkurve.

ir wollen dle gewonnenen Gleichungen suf die kubiaé
Laumkurve e

e =%
t2

£

(1) X, =

X
"

anwenden.fun ist sher die Theorie der kubiach&&_ﬁkﬁ&ég
urve affin.Ich kann elso (1) auch in der Gestalt
schreiben:

..1 =t #

(2) 0, = 4 42

= 4 33
any: wird

) 4842 _ st _ ., .2 . L4

(3/ (\}‘t) "‘g = 1 4 t +t
und die Bogenlinge wird

» .
(4) 5 = z& 1+ 2 + 5% at

v

Es hat nun Z; die Komponenten

- z
(5) i-,:'l, i2”t’ X3=-“t
undé < hat die Zomponenten
(6) £,=0, ¥,=1, % =28
lann wird
(7) P LEEE RS

und

(3) gfg? =t + 2 2 :



e et

869,10, D

(o oo (1284 (10412) ~ (34283)2
P /pf. (1*%2""1’;4)%-
- 1 + 4_1}2 4 't4

( 1 . _t2 s _t4)3’)_

v nat die Lomponenten

(10) =0, K,=0, ¥, =2

alsos wird

1 0 ©
(11) (g’,g?,gn =t 1 of =2
t2 o4 2|

28 wird also die ‘indung der kublschen Raumkurve

4

Ry ¢

“ir sernen also,dass Arimmung und Windung der kubischen
Reumkurve niemals verschwinden kbnrnene.

§10:

et

Ule Schraubenlinie.

Unter Schraubenlinien verstehnen wir solche Haumkurven,
die sich in der Form darstellen lassen

¥, = COS8 +
(1) X, = sin ©
Fe = h %
3

Labei ist h die iiGhe der Scuraube.
Tet h > U,s0 Laben wir es mit einer Rechitsschraube,
ist b < G,mit einer Linksschraube zu tun.

s werden nun die Lomponenten der chraiieristischen
Auedriicke g/ yf und g s :

(2) Xy =-sin %, %, = cos ¢, £3 = h

3y . - = con }.:,\ - sin ee = 0
(3} ~1‘ 08 t 1 k4 = t 4 3 2 E i
(4) $p=0int , ®y = - cos b, ¥ =0

A0

Dann wird
(5)
(6)
(7)
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und die Determinante wird

-gin t =-cos % sin %
(G) f’ é?) = | ¢o8 & =sin t -cos t| = -=h
B
i | n o 0
§ Jann wird nach (8;6)
i
y LI‘I (3 11?) - .
|18 - R B >
: ’ (1 4 ‘1")3 (1 + lg)E
£ und also die dritmmung
E T 1 A:
: (%) r e
/ 1 12

ferner wird nach (6;9) die Torsion

(¥ & &/ -n
/.L.-_/fo// 212 :

ir sehen also,dass Arimmung und “indung nur von der

. 1.
k!u) T

.....

none dexr Jciiraube abhingen,beil gegebener Hbhe slso kon-

Die Sc¢cnraubenlinien s inad
daduren charakterisiezrt,dass
b e i g egebener ii®hne Arimmung
u n @4 Vindung konstant s ind g

Jie Schreubenlinieh sind also gegenilber einer Fara-
netertransformation invariants

Fiiz h = O geht die Schraubenlinie 3n einen X r e i 8
iAbor,und belm Krels ist uns ja geliuilg,dass Zrlmmung
und Torsion kanstant sind,ndmlich Xrilmoung gleich 1
und Torsion gleich fHulls

s
=
®

Ngherunrsprojcktionen der Raumlurve suf

die Fhenen des Frenetschen Dreikxsnts,

“ir haben schom in §7 angedeutet,dess es immer mbglich
ist, el einem vorgegebenen Parameter s und zwei will-
kilvlichen funktionen f(s) und g(s) eine ikurve gzu finden,
fir die s die Bogenlinge,f(s) die irilmmung und g(s)
die Windung wird.%ir haben auch schon durch eine heu-
ristische Betrachtung den Beweis zu erbriAgen vexﬁn}h;
Jetat wollen wir den Patz streng beweiseneda gﬁ&ﬁ‘
aus von den Frenetschen Formeln,Vir betrachte
vektor der gesuchten Xurve, Ef(s};ﬁann ist
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Ligses vorfanren,die Lbleitungen es Ortsvektors
durch dig drei Vikitoren 61,é2 und 53 ausandriicken,
tann nienals abbrechen,denn immer ~ieder kannn man ¢£af:
Frenetschen Formeln anwendens®s wird sich slso die. I
n-te Ableituns des Ortevextors susdriicken als lineare

mition der dret Vektoren ,€2,E31 iz ) A

agn)f - aén)io i a(n)g

(=)
(4) g

oy i
wobei dle loeffizienten aé”) cindeutig von dex Krﬁmmﬁnsg
der Torsion und ihren Ableitungan abhingens:

(il) ?‘1)

= At
a; ' = a;

N
N
e

(/ ,7',/’,7‘; QQ!)

Yieser satz licst sicn durch vollstiindige Induktion
bowelsens..r o1lt filr n=3.Angenommen,er gilt fur n, : :
@0 ist er fir (n+1) zu beweisens.%u dem Zwecke differen-

i
Y
;
&
-5

&
i zieren wir (4) nach der sogenlénge,fassen entsprechend g
% gusanmen unter Beriicksichtigung der Frenetschen F r~ ;
& meln und sind fertige |
? dun setzen wir firx Z’(Sj dile ”aylorentwickiung ans "“g
i -8 wird =
|
? o 9 e 82 7o 53 re '”[
(6) glsl = g0, + 8 £0) + 57100 + 37 £7(0) +eas |
% g
'g sun denken wiz in diese (Gleichung die Frenetschen j
| Tormeln eingesctzt.label denken wir das Locrdinatensys-—

kv

tem so gewiihli,dass an der otelle s=C das Frenetsche
Dreikant mit ihm zusammenfiillt.lann erhﬁlten'§1,§2,§§
in dlesem oysten dic Xompone:ten

£y = (1,0,0)
(7) 5‘2 e (03110)

F3 = (010,1) _
Den Tindeutigkeits- und Konvergengbeweis dex Tﬁ;}gg&'

entwicklung unterdriicken wir an dieser Stelles
Tiy denken uns nun nicht &le unendliche
ngesetzt,scrdern nach der Taylurferme

g(s) g’(OI +8 5"(9‘:
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i caeT et evrlanht wernn dov Veltawr £y .
. L g g 5 L W2 : b 4 eA 4 p Trier
' elkto: gl riere
ma 1 34 4 o 4 e wa I
al o 1 SRoT o
- l e - LB & y raug--
7 e
4 L L |
> ] ) O (1
Y { ¢ 1 + A 1 3
3 ! Le e 1
/ /
z" (g} = 0O
>y e o - - < 3 I -
7 ] 1 ] r 3 3 P { %) = 3 -
(1),12) und (3) erhalten
i
: . .
~ = =
\ - «')-f; v
3
i &= S
L o b
{ e = —
\ ¥~ = CONST ~
L i -
15 o a 30 1B aln™ eine gug-—
) 3
ol ) .
. K < 3 vy wer Y
:‘\)" ,5-,-' 'r“_.. n{} (3’(‘-0 L2 R i
. 3
O«

\ v 2
(17%) Lg = LOnBL Xg

- o} g [ TR P + 3 4 o
a erhalten wir also Zubisc
0
1 o
|
| — {
‘ - y
; ; e
,:/ o
y [

Figel ‘ Fig.2 Fig.3
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Und projiziere wir endlich suf die 52£3~Ebene;90 fiiﬁf
X2 = (319

3

XB = (,25

(18]

oder

(19) x% = c3xg
Und das ergedt dew Fall vor Figur 3.5s muss im luli-
punitte eine Spitze geben,denn wenn X, Sein Vorzeichen
fndert,so dndert sich an den Funktionswerte gar ﬁichts,”
X.2=OQ ; ‘

fus diesen deberlesungen eriennen wir,dagss die Schmieéa
[ ¢

cbene in jedem runkte von der Saumkurve durchsetat wird,

andererscits ist sher fir x3=0 suech

Zaganitel:

bie Gestalilehre dex ﬁagelflﬁchen.,;

512

Defin tion der Begelfltche.

Wir hahen schon im vorigen sapit=l an eine Haumkurve

ein freilant angesconlos en,hadbsn also die Zurve mit ginen
‘yaten von Geraden vermiipft,und haben avch schon ein
System von Fbenen,die Scimiegebenen,mit dem Xurven-—
nunkte wandern lassen.detzt betrachten wir solche
teraden- und Theunenscharen,Vir denken uns einen lau-
fenden Funitt suf eliner laufenden Ceraden,ler Urtsvektor
dieses lunktes cei Vi «Demn wird dile entstehende Geraden-

scher durech die Gleichung

(1) 7=g(t) + 1 (%)

charakterisiert.Dabei wihlen wir den Hichtungevektor &

von der ‘Fnge 1: -

(2) S5 = j
Es hiingt also die Gesamtheit der betrschteten Punkte  ﬁ
e

von gweil Parametern,t und l,ab.Die Fliche,dle von dieser
teradenschar Hberstrichen wird,nennt man eine R 3‘3 5,
f145ches ” e
s muss also durch jeden funkt dexr Regal£$ 
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Geometrische Lerriffe.

Flir diese Regelfltichen wollen wir die charakteristi-

schen urodssen untersucuensim das zu xonnen,denken wiyp

ung eine G radeder Regelfliiche u nd ihre Nachbargerade

cau rerrdffens Viese belden ocraden werden im allge-

einen windechiefl sein.iir hsben also zu untersuchen,

weloie reometrisclen Invarianten zwei wind:-chiefe Gerade

besitzen.Da ist einmal der W inkel z.w ia'alen
‘ n a Y barten G exrnden e iinle

£ eome trische urbsse,ferﬂer die . En'% =

fTernung der beiden lrchbargeraden,die ,d2 sie im

alleremeinen winde-hief siz

von Hull verschieden gein
ienten aus dem ¥inkel der
stende.lieser Zuotient wird
im allgemeinen geren einen gewissen Grenzwert gehen,
wen wir die beiden Geraden gusamaenrviicken lassens

d
wird.Wir bllden nun den Suo
b

3 ~ e "t -~ - 2
eiden Geraden und ihrem A

Jen Urenzwert nennen wir den U r a 1 1.
in welterer,sehr wesentlicher Begriff fiir die benach-

barter craden 1st der des gemeinsamen L o t e 5 &

awei windschiefe Gerade besit en im-er ein pem-insesmes
ot. latten wir nun die eine Gerade fest und lassen die
ende.e gegen sie anriicken,dan wird sich der Fusspunkt
des gemeinsamen Lotes auf der Testen Geraden einer ge-~
wigsen Grenzlage nishern.Diesen Grel zpunkt nennt man den

D e L pank t «30 7ibt & also eindeutig asuf jeder

eraden der Fegelfliiche cinen Kehlpunkt.Verbinden wir

die Tenlpunkte der verschledenen Geraden,so erhalten
wir eire Eurve avf der ‘egelfliiche,dle S t ru k =
t ionsglinie.

s erhebt sich nun das -roblem,wie wir eine Regel-
fl#che invariant charakterisicren ktnnen.Bei einer Raum-~
kurve hatten wir d» einen Polygonengug zur vVerfiigungy
der in der Grense geren die Hurve selbst ginr.Bntsprechend
ersetsen wir jetzt die =segeltiliiche durch ein Sysitem von
benacubarten Geraden.''ir wollen 0.B.d.A¢ annehmen,dass
die verschiedenern Geraden voneinander die Absténde 1
habensile kasn man den die zweite Cerade durch die
erste festlegen? Cffenbar durch den Drall.Auch von der
zwelten sur dritten Geraden kann ich dureh den Drall
kom en,aber nicht mehr eindeutig.iian kann einmal die
dri tte Gerade um die zweite Germsde rotieren lassen
und ausserdem den Kehlpunkt suf der zweiten Ge :
belieblp verschieben,und immer wird |

Geraden gegn die zweite derselbe sein
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wrrlarper,dass die dritie Cersde an die erstan
rekoppe't sein soll. :
Die Trehung schalten wir dorch folgende Hebatz
susiWir den'en uns die sphiivischen Bilder de
sind die regeben,so ist eine Rotation de dri
ur, dle gweite ni~-ht mehr mbglich sus er in ﬁem
Falle naralleler Goradens :
Pie Pargllielverschi bung der dritten Geradan
wir so aus: ﬂachdem wir dic beiden CGeraden 1 und
fectrelegt haben,ist auch der Xehlpunkt euf 1.
Im run die Lsrade B fostzulegen,gniigt es offeﬁbu
‘enlpunirt auf der Ueraden 2 zu eben.Diesern.
wird offu. bar bvestimnt,wenn man den Winkelfﬁngi_
die ‘erbindurgslinic der sehlpunkte der Geraden
mit der Gervadern 1 bildet.Diesen Winkel nenntj@§g~
Schrotung. 2
imrch diese drel CrYssen: Drall, "htungsk
dee sph¥rischen Hildes und SQhrozung wird diek eg
fitehe fostgelegty o
ir seren nlsn,dass,v:;y. nd bel elner Eaﬁmkurve;

drei lestin ungssvissen vrauvchen.Und das ist &ueh‘ga
n

£14:

et e

Die Gleichung des Zehlpunktes und der Le

"s seil uas eineg Jegelflliche gegabhen

(1) ,?zg(t) + 1 &(%)
mit
(2) 2(t) = 1

Dan: liuft die iestimmuns @zxsuf xkraum des Xehlpunkt
dnrauf hinsus,filr festes t einen hestimnten Wert #b#ﬂi
ausfindir zu machen.Wenn § fest ist,durchlBuft » eine
Cerade der =~char als Funktion des Psremeters l,Und wi
haben 1 so zu bestimnen,dass gersad e der Kehlpﬁ@kﬁ
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' il ‘ |
|
6"? Fanktas auf dgr fGeraden t.,.llann haben wiyr ﬂléur :
MMEfe rmune der hefden )Wr$6’3?= M ,mun Wintmam za

nechiens Damit wir den OUrepgiibersang ' orneamen kﬁna@ag ;
setean wiy :
i

I},EJ t‘! g t? = LU , = III ;l“ }
S

0 d suabivn den Credswert 468 Avsdrucikes i {
I I

i . |

o e 1‘

S en “'11‘ nuan i“'l (iiqsﬁm _\ﬁgd%i’l{y.- dle {‘_A“i -\].lnnF ﬁa—t I. *IIEJ.
cepelfliese (1) ein,so exhaltsn wir . P S
I 1 ]

. a II

OB L5 RN Ik L Rl - Ak
J . = - h p | l._
(2q-1,) gl o

. __Ki_‘ =3 2 1 + - ||--

= h & 12HTg =y - I;'

_ ' > '

aehien wir guy Gre-zme h=0 fiber,so erialien wir ! ,ﬁ g
- 1y

- =

0F) 7':: f’-{- LYE + A il '||;'
=

n Jasdruct |shen wiyr zum Jinimum zn zechcn,nder N

s Qadcoats

2 ; : r

{_f_) ?;_& t._y.a +« qTF + lrt)a“_# Min |
5 ) 4

:

i
ir heben also die Ableitans dleses Ausdruocies pash L o
Flaio ull =zu setzen.lse evgiht @ie ledinrungaglef~ » h
¥ = Z

1

(7 2 (g’ 4 1V % L2 =0 |
s War sEch (2 '“
r

n
(2) 5 1

(73 Et' =0
ultipligieren “4xr (7) nuBs,80 eriblten wiy unter Beriick—

fontipuug ven (d) die olieichurg fur den ssghlpunkt

-12='—

9 et w1

igt wine sestlmaungsgleichang fir l.ile Auflbsung
dis er Glelchung wird sinnlos;vens §'2 verauhwin@g%i
ies bedeutet aber, ﬂa&a § Gie .luutung dex Ger@ﬁ

in der Tat dex nhnlpunum unaeuﬁimutafama
Ausnahgefall nicht eintrifit,dann hsimﬁ&
Tir den Lehlpun tsabstand
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' Wir kdnnean also den chipunbkd durch dicese Glafc?;.
Gefinlexena

wentiay wir uwas aun die Terelfliieie aud die Kalld

hegaren,so wirxd =T un' wix erbkalten i dls X ﬁ,; s

(11) g".-" = San

er  iwalle ol
ir gelin nun dazn iber den Ir-all der Regslfliiche ﬁﬁé'r_k
beptiimenslin alisseh wir sinipe cinfacie Formeln sue :_lh
der onalyiiecqen Geometris .sranmiehen: Garshen selen
gl Towaden :

(1) ;’pzﬁﬂ b Loy i I;‘ .
e ol i Sy

i wollen den Lbotend der beidey ueraden herechneny
sonaffen wiy cas zundelst die dchtang des g ',L_
sanch Lotose es it . in hestinnter Teistor.Dann is% E%ﬁf
o deg Fameinsamen otss gl ich der Erojaktioﬁ

¢er erbindungsstrecis zweler beliobiger Junkte dep

b ldon Cexaden swuf dis Dichiung dos pomeinsamen Latess
Sie bBolder Csradsn osben Jlie lichtang ci_-.' und {.‘gtﬂw
ist des Bussers .:odukb Lq¥ 4, edn Vekior,der senk=— - e
ricit sul beiden Gersdes .beiit,der alse die 7fchung
des ronoinganen Lotes natednd die Crthoponalprojekitien A

4

dexr .arbindusig:=linig '7_.1--?; der beiden beliehigen Punkte :J
puf diess Adentung wird G
w1l
! 'I: i

ahoi milggsen wir abey Sorre defilr Hrugen,dass dex ?em;' 3

(rq% o) die Tiingz 1 hat.Vir erhalten also fiir den Ab~ e
’ Land der heidet: Fersdan E I .='|_|

I's ist nun nach den hegslin dexr Vekterrechuung

(5) Gy Iy m Eymlig=3y)
so cass sus (4) folgt




wir senz enteprechond den Winkel gzwischen den
toradenslm es sich dabeil um sehr kleins Winkel
“tinnen wir anstelle ces Winkels selibst pch m
dee Sinkele bedrachtensts ist nin oa =l

(7) | le9% 251 = 12,117, sin « = sin w.f.’”: )

wein « der .inigl zwisuhen den beiden Geraden M&‘"

Vir erielten siso endlich Tﬁr den Lrall “;
( o . l 1 * ; I X - |
aj ¢ = lim - _ ,‘
h=l { -‘g‘fﬂ-" g t
.
= lim - =
n=0 (A -
n e Ve
rlag

(2) 6 = ngETET)

S8 st amun anach (1)

(1) 1= g’-as Py & Lzt

iy kbnven slse in der Dstarminente ? dnreh g‘ -

#zo Jlann wird elso o
s

(1"‘!.] & =

Yg gilt nun slligemein folgende Formel
(11) (akb)ts atet =(wb)®
( -'-"B'Ff-'iﬂz 'lhir ﬂﬁ-hr’aih'ﬂn die Glei;‘ghu.r aus and amr_ ;
[ " 4] vtk =fal® (41~ |t 4] A =] a4
| = faft |G R

Formen wir entsprechend (11) die Gled
wird
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hvaTeovvsiion B oot

e L P S
- 1 6 .
d +
et

ie Torsen,

en der im vorimgen rarggraphen fiir den Urall shgeleito-
ten Formel mechen wiy eine fnwendeung.Wir haben schon
festpestellit,dass,wenn der Drall vorschwindet ,bengoh-
barte erade parallel zind.lann haken 28 alao mif

Wiz
Zu Tunedetzt wollen wir den lall unters

-
] ==
|_.
ol
d

Iste.lineh (15312) wird dann

‘285 dilese leterminante verschwindet,bedentet,dass die
£ ¥

rel ktoren ¢ ,7 uad 7' lisnear abhing g8ind.Wir
setzen alsse @

filr jede “#i rungskurve » .Setzen wir insbesondere als

“fihrungskurve die ERehllinle an,so wird nseh (1%311)

ultiplizieren wir (3) mit &',s0 wird wegen (4)

cder weren

Tr
i

rénn nuay

iat.fis0 wird aus (5)

(6) 8y'+bh E=0

a und b kincen nicht beide gleichieitis verscheinden,
UBre mun etwa a=0,s0 milsste wegen f#0 auch b verschwin-
den,ViEzve b=0,s0 wirde folgen g =0.Und das bedeutete eine
Sinpularitét der Flsche,Im Allgemeinen ist also (6) nach
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£16,
£ aufltiohar:

(7) Es-2g

Diese Gleichung bedeuted skses Die Fliche igt die Tan-

gentialflvcone einex tnumkurye,eine sbwickelhszre Elﬁ@h&*

ire T o r 8 e,und zwar ist sie dise ahwickelbare Tanu.
tialflitche der Kehlliniesw

1ch die Umkehrung didser Taisache lisst sich beweigsen,
yi r lrzendesine

: d 1 ¢ 2angentialfls~
2 , B O E1LI1l T Tz d 1ie 8 e

e o el L IO DR
L TR S g I N

go wird

6 =

(10) ist alsc die ¢lel hung der tggelfidohe ,wenn gile

Tanpentialfliiche zu & igte 8 Tgt nun

(11) £ o= g?

(¢
Fa

Dann geht die Vorausseilsung 7'“£0 iiber in

+4'7 bildensDie
windel gboer,;da gwel Spalten gleich sindsAlso ist

HMiese Tatemche kann man siecll such snschaulich pleusibel
machensir haben nach der Hegelflfiche gefragh;Liir die
jer regiproke Lrell verschwindet.lann milssen sich offen~
bar henacnbarte Cerade schncidenslenicen wir uns die
sehnittpunicte der Gerndern norkiert. erbinde ish dieze
Sehnit punkite untercinander,so ernhalte ich in der Grenge
dic Zenllanie,denn die Sohnittpunkte sind in der Grenze
mit den Lehlpunkten identische

i
)
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% fanitel:

danparanetrize Bgharen von fhenen.

“ e

Ly S
.

Letinitionen,

ir haben uns im ersten Lapltel mif Daumburven,alsc ein-
parametrigen Y u n i {tacharen und im sweiten dapitel
it einparametrlig n Leradenscharen beschiaftipgt.dJetzt
fre b wir einen Schriti weifer und betrachien einpars-
getrige Scheren von E b e n ens.lg ernebt sich zundehst
die Frage: Vle kinnen wir eine einpersmetrige Sc¢ .azr
von Fhenen am gweckmisgsigsien darsiellen? Wir zehen da
genau so vor wle bel den einpgrsmeiripgen Scharen von
eraden.le gghen wir uns eine zurve und ordneten jesdem
unkte der durve eine Cerade zu, Jetzi beirschésn wiy
irp ndeine Rsumiurve,eine Fithrungslinie und ordnen jeden
t. der furve eine beliliebige rbenec zu.lann wandexrt
iigee “hene mit einem Parameter linge der Fithrungslinie
gntlenrilie Gleichunrs der Rounkurve sel

e
&
5]
.
[
H
L i
E:
e
[ 5]
¥
oy’

2@,die wir jedem Iunkte dex
aumkurve anheften,durch zweil Vektoren beschreibemywelche
1is Thene sufspsanen.lies: beiden Vektoren sedien 4(¢)

und 7 (t).vann wird dirgendsin Punkt der wendernden Ebene

(2) )= (8) v u (%) v v L)
pbel wird es nattizlich gweckmfissip sein,die beiden

extoren 5 und § ni bt parallel zu wHhlen.
niese Pestlepung der Ebene ist aber nicht glinstig

Piir dig weitere Detrschtung.Ts wird sich als praktisch

festzulegen.la es uns dabei nur auf die Bichtung dieses

Lo
=l

plrtors snkonrt,sstzen wir
(3] g= = 1

‘s igt nun ~-¥ ein vektor In dex Lhene, [r miss auf
f ge krecht stehen.’ wird slso die Gleishung der “bene

wearden

(4) (4 (8) = 7 (8)) &(t) = 0
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as filr geometrigche Folrerunpgen kinnen wir nun sus

iveer TinfHhruns ver " henenscher ziehen? Gir wissen,
dase zwei Thenan eciac Imittgerad haben.iglten wir
eine t“bene deéex Ychar fest uné Bringen sie nit einer
bBernachBarten gsum naitiygo ergidbh sich ven selbes
dag . roblem,die Thene e' gepen die [Lbene e wendern gu

Lagsen und gu untersac en;was aug der Ychnitiparaden
wivds ie wird gersen eine gewissa (renglege wanderns

Lome Grengleps nennen wWir die noa roa t e ri-

g %t 4 Ik der hewsglichen ILhene €' inbesur auf die fectae
bime @..a sehen wWir slso,dess dey Cbonenschar in

tirer Gelse eine Gersdenschar,die Schad dex

7]
o=
L

rdstiken zupgeo¥dnet wirds
ir wilssen nun weiter ;dees dreil Ubehen cinen Funki
estirmen,helten wir salso wisder eine I-bene der Schay
fest und lassen zgwel benscibarte gegen sle wandezn,
lann wird der Schniitpunkt der drei Thenen gepen sine
ewisse Urenslrge wendern.le wird suf diese Felse dex
ngoher also eline Yunktmense,eine Hsumknrve sugeords

dicgen Lefinitionen srreben sich sofort interes-
het einmal sshen wir,dags dies Rilck-

® - i
-ante,dic wir ja such als die tesamthelt derjenigen

nkte ensenen ktnnen,die durch den Schnitt gwelier
bendchbharter Uharghteristik pgt werden,rang in
der vaon den Charakteristiken lUberstiichengn degelflliche
liert.1le ghenpte nun separ,dags diese “egelfiiiche
shwiclkelbar ist,und ferner,dass sie aud don Isngenten
der Llickikzehrkante besteht.lis ist ja die Hegelfliiche

:h die lUrgeurend . n soineidaiis

Rt 1)
o
i._
¢
o
o
Lt
£
i
d
m
ot

md Tir cine solche Shene haben wir in § 16 gesshen,
dass =sie eine Taugesntlalfliiche,eine abwickelbszye
s vads die Hileklkahrksnte diejenips
mumkurve ist,deren Tangenteniliche die Repeliliiche dex
i ist,erhellt aus der Tatsache,dsss sich
je die C arekifexrigtien anf der !lekkehyiante schneiden.
s ist alsi die Mickvwehrksnte die Achilinie dexy Charaks
teristiken€iclie.
loch eine weltere Tatseche springt sofomt heraus.
ilotra Lten wir drei suszessive Ebenen e,e' und e"slann
heatimoen diesc drei Themen zwei Charakterdstiken,
und &' stwe g und &' und ef etwa g'.las neil st aber,
case bhelde Unarekber stiken in dex Ehene e' liegen.
Be wird also allgemein eine Ibene der Schay von gwel
o sokutiven Charakteristiken aufgespen:te.ias heisst
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L
I_..i
i
1

nher J e d e b ene d & 3 ¢ h gy i a%
1 e ¢ b pn @ d o 1 iek ke hh T ~
T',: =] " t = -

8§18
2185
vie Chavakturistilk,

ichuang fir die
ist formel sia Prodlem
der Diiferentislrech mﬂr,ei'r: - nveleoepaoens=
p roblem Vir chen je digjenipen GemBdelweliche
die Lo itﬁgenadennw gwel benschbarten “benen sind,

ir wollen nun dazan gehen ydie Gke
3

arcitteristilr eufzustellen, ba

i1e Lleichunpen der baide:

1 benachbarten Ebenen seien

on der beiden Gleichungen (1)
and (2) und durch *ultipiiketion mit 1/h

ren wir den Grensitbergang h=0 durch,so wird sus (4) i
'Ef:} }—1:'_—-,'.:=:‘C
cdex
(6) (y=g) E=g2=0

ir erhalten slag THr die runlkte der vigrakteristik

dle CGleichyfigen

(1) (4 =i
(6) (y~¢
oder,wern wir die skalaren ‘rodukie gsusfiilhren und be-

rﬁckmichtigen,dass fizr eine uharakterisﬁik'g und £ als
konstante rektoren sngesehen werden milssgen,
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wobel £, und Sy dde sompomenten der Yektoren &£ ung §

-

ie blelchunren (7) und (8) sind nun die Gleichunzen
gweler bensk,vwelche die lormalen mit den Zichiungecos
7, und &y heben.os wiirde mun die¢ Charakteristik unbestinmt
werden,wenn dle beiden Ubsnen paraliel wiren.les kasn
gintreven,wenn die belde skrtoven 7 undg & perallel
sind, Lag kann nun sbhey nicohd sein,’s das skalare Pro-
du-t #er beiden ektoren,wle aus {i?;ﬁj hﬁrvurﬁewt,
winden musse s kiinnte aber such dann die Charak-
terletik unbestimnt werdcen,wenn eine der dheidon Ghei~
unpen (7)) oder (8) eine TrivialitHt ayatellie,wenn
also ¢ oder £ identisch verschwindet.Dms letetere kann
viceht sintreten,ds Einheitavektor ist,~fs0 dagegen miis-
ir susgchlicasen , miissen algo vornussetsen

e

Leichung besapt,dass wir solche Fahrongskurven
n wollen,bel denen bemachbakte EFbenen parallel
. lag ist auch anschaoulich ohne weiteres verstiindlich,

]_—

|Fs

@
(4]

bisher unserzre Flihrpngskurve o gans allgemein
4

ewilllt.Zs liegt n n nahe,zu Tragen: Welche Sz@ingung

ug  die Tiihrungskurve ¢rfillen,damit sie alls Cherak-

schneidet? Damit also ¢ such als Fihrenra—

pry
(
Lete
0
ok
‘—';
ey
,
!“rl

inie der von den Charakteristiken erzcugien Begelfli-
aufgefaset werden kannelle Antwort ist unmittelbar
hen: Venn <« auf den Charakteristiken liegen soll,

'-i =3 0 . - F- =
Bann muss - ,wunﬁ ba £y in die Uleichunsen (1) wnd (6)

insctaen,diere Cleichunpen befriedigen.ble Glsichung (1)

it dano aber sofort erfiillt,weil dana der erste Faktor
G

i n Gegite verschwindet.bie sweite Gleichung ist

LrKe)

-
}-_

aber dann and nur dann erfiilit,wean

igt.7ir sehen glso,dsss die Ukarakiterisitiiesn nur dann
die Fihrungakurve schineiden,wenn (10) erfiills ist.llese
Gleichung busart run aber,dass die Tanpente der Piihe
rungsiurve auf den Normalenvektor der fbenengchar senk-—
recht steht.oles hei-ot aber,dass dle Tsigente der ¥fih-
rungskurve in die veariable Thene hineinf#lit,dass also
die variable “bene in fedem Punkte die Filirungskurve
tanglierts
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c': _"1 » sl (o

E 0 . - =~

Die Slickkehrkantes

Vdir wissen schon aus den U berlegunpen in G17,dass
Je er Punkt der Hicklichrkante guf der Resalfliche der
Charalteristiken liegen muss.ts muss slsc jeder Punih
der HifckkelhriRantse die bHelden fila_i-;hﬁu]_[?jan {13;1} ana
[(1856) erfillen,¥ir haben slse nur noch eine dritse
(leiclung au suchen.Da kbnote man auf die Idec Lowmmen,
etwa auch die sveite und dritte Lbene™Bu hgﬁﬁnﬁeiﬁfﬁﬁﬁ
wiv die ersts ung mweits Kbeéne im voripen Péﬁagrﬁg;[;ﬂ;
gur Gewinmung der Gleichung {18;6) venutst haben,da
wilrde man sber nichis Seues gewinnen,sondern wiedsr
sul die Cleichang (18;6) Lommen.Un welterzukommen ¥
wolien wir vne sllige ein das ‘roblesm erlinterm.

T

bgreben selen uns dreil Funkiionen

(1) £(t,) = 0
(2) f(f2)=m y
(%) f(ﬁ3Q = 0

araug pewincen wir zuniichsi vinemal wie in §18 die
heider- Gleichunren

| v &
wobeld

‘hg_t-l""’h

rosetzt ist.tntsprechend wilvde man 4ie Pormel pewinnen

£(%5)=1(%,;)
(5) Ly —2's 0 mit ty=tp=h

Disse Gleichung (5) iet sber mit (4) identisch fiir den
crengiiberFang =0,

Lir pewinnen nun aber reieht durch Versleleh dexr
beiden Gleichungen (4} wna (52

]

(65 I ﬂ.:'tﬁ_j.';f (¥p) | Zimgl=els,)

18 e = ()

i
dmchen wir don Grenséiberpeng h=0,so gehen die Gleichu
(1),(4) und {6} ttber in
(8) £'(t) = 0
(9) £7°(t) = 0
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unger I cohlem angewendt,ergibt sich also folgendes;
1r heben ? feat 2u lassen und die Gleichung [15?53

gweinal wu differentiierensbann ¢ halten wir

(10) (f-g) =288~ FLno
ir haben also filr die Mickkehrkante nunmahr die drei

Gleichuneen

N\

..,
It

G

S

(p-g)g=0
L"?""‘g);‘“g:'zf}“

)
e

N T T
-3 — —_

e

S S’

ireliben wir wieder in Xompomenten aus,zo eorhalten wir

(14) ¥181 + ¥alp + y5is = a
(15) T9Sq* Jg Sp * Vgig =
L16) ViSq * Vpfy * ¥zig = o

ese (Gleichunren sind die von drei EZbenen,die einen
1ittpunkt liefecrn,wenn sie linear unabniingip esind,

ist.Tst dicse Bedinpgung erfiilid,so ist also die Exi-
stenz der Mickleirksnte resichert.
‘ir hsbern schon untersucht,welter Bedingung die
Minrungslkurve urxterliegen muss;damit gie durch adie
arakteristik dndurchgeht.detzt wollen wir die ent-

svrechende rryagestellung fiir die Riickkehrkante erledirens

Us bshaupten wir folgenden Jatzs

teri1sesti ken 8 ind

e n und d i e voar i -

nen d 1 e 9 chmiege=

: ke ante,

iekk rkkante als

linid . wHnRhI1TY wixrad.,
Jenn die FPithrungslinic mit der ERidckkehrkante zudam~

menfalien soll,dann nuss zf die Gleichungen (11),(12)

und (13) befridig ne.is mus: also einmal nach (12) sein

=]
bt
0]
=
@
o S
(£ T
e M
B2
b o

r’,“.

K
=
o o @
c'l’
L
J‘7\:II

L&
2

i h run €
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o b

lese gehung (19) woellen wir nodl unformnen.Difteren=

o " e = W

ubtranieren wie (19) voa (20),sc ergibt sich

ir erkoliten also die beiden Dedinpungsgleichungen

(18) zv'.{ = 0

(21) F&=0

Die erste Bedingung sagl sus,dass dig Rilekirehrkante
auf dan Cheralkteristilken verliuft,Die swelite besegt
folpendes: Wir wissen,dass die beiden Velktoren # undy
in jedem PFunkie der Diick ehrkante die Secimiegungsebene

aulspannens.-.s solll nun ¢ senkrscht anf den belden
toren sichen;alsc musa in fedem Punkte £ cenkrechi
hmiegungsebene stahen,indererselts ist aber
die lNormale doy veriabeln Tbene,nlso muss die varisble
hene die Uchmiegungsehane dey Biicklkehrkante sgin,
ir habes nunnur noch zu zeigen,dsss dis Charakte-
dgtiken die Tengenten an die Silckkehrkante gind.2u dek
rke betrachten wir die Gleichung (20}« arans folgt
unter Berflcksichtigung von (21)

3
L0

&.‘

e

¢ 1t der Tange tialvektor der Hickkehrkante.By steht
also nach (18) und (22) senkracht auf £ und f.Ich bin
also foxrtig,wenn ich geipe,d@ass such die Charakteristik
auf & und £ ssnkrechi stohte2u dem Zwecke schen wir

der Uharaltberistik,(18,1) und (1846)
# deyr Charakbteristik nmusms die

uns die Gleichunge
nePer Iichitungavesil
irenschaft haben,dass,wenn lch 4 dureh 4#4 ersetze,
die 41L1.4une erhalten bleibbm.Die linksn Ssiten Hndern
1ol um die betripe «£ & wund 4 ce 8 muss also,da die

P2 I T 4 3

?

Gleichungen ungedndert bleibun sollen,q 1tcr

{23) o= Q
(24) wl w0

1

rl1so muss der Richtungsvektor dexr LA aratteristik auf
s und ! senkrecht stclen.fs ist also in jedem runkte
dle Charakteristik Tenpente an die Rilckkenrkantes
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420: Uefinitionen der Sizsifen.

achdem wiry inm voripen lepltel jedem Punkte siner
eing Lelleblge Thene enpehefist Loben,wobed
rewigne Shetigheiteforderunren vorgusressist werdan

ben,velle Ir uns nun =it gang besondex

£

:n Dhanen=
aren belassen,ls seil eins Haumkurve gegebenslatin
sumiurve cine Ibene an,

e beriihzrt s
en einen 9 t r e I -~
siilesar Bagyiff des t;ifuﬂs nag sunichst sehy

eziell ers heinen,r ist ey sber nichi.lenken wir
‘“mﬂuﬁmf”‘-aj¢_ﬁmhmM!mfiﬁra-wiﬂﬁmg
wir urs nun denh Styeifen diesery Jirve hingu,
so werden,ds die Ausgangslliche ja auch die Hurve in
m unkie bertihrt (wir sehen von Singularitiiten ab)
benen des . treif ns in jedem funkte Tenpentigl-
sn der FlBche seinelaher icst der Begriff des Steei-
gs,wle wir noch sehen werden,der Begriff des Stzei-
Pena fiir dile ganze Flichentheorie von grosser dedsutungs.
ir reken nun daran,einen Straifen enalytisch zu
pratterisierenslis hendelt sich wm sine Ebenenschay,
in 18 entnehmen wir sofort,dass
unkkte deg Streifens die S&dingung srfiillen missen

(1) (w=-¢) £ =0
¢ v
.
\ ¢ 5 =0
&
+ fie welteren Betrachiunren wichtiyg ist der
riff §er kK e n J u iex>rten Rizhtuanga.
1ot RBEE dleo Sichtuns der Lharakteristil XN ANN XUNKLE,
wE i miEE bornjupiert su dexr Dichtung derx Fithruneskurve

o8 Streifens in dem ‘unkie,wo slcn Cherakiteristik und

ieser Degrifi der zu g ronjuglierten Richiung gibt
Anlaes;dral hEEOﬂﬁerﬁ Arten von SHreifen ins Augd 2Zu
tascens st der Finkel der Charakteristik mit der FHh=-
runreiuy e in Jedem pehanittpunkte = O ydshefallien die
koninrierten Hichtungen zué&mmen,sa-spricht man von
ednem S chmiegungasstreifen oder
isymptotenstyreifen Jdetder ¥inkel

ein rechter,so iat der Streifem ein K r Ummun g s -

s t redfe n.iine dritte Streifenart ernelien wix,
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sisMae e b

wenn di treifenctvene in jedem Punikte die riktifizie-
rende Chene ey Flihrungzslkurvs iat,wenn sluo fie¢ Hormale

r ez treifens ir jedem Punkte die Lanptnormale ven

4 2 0 ungskorve dst.lean® spricht men ven cinen

' o 4 t L ¢ h e e Ereiden, |
12 i

Jelinitlonen ergibt sich eine gawigse
alopie gwis hen dem ersten und dritten rall.ler erste

‘all ist dadurch gekenngelchnet,dass dass die Charak-

teriatilken sus den Tanpenten doer Hurve bestehen,dass also

ngpskir e die Rilckkehrkhante des bBirveifens iet,

ciler dass die Jtdrilenchbene in jed.m lunkte die Schmie-

gnngsebene der Fihrongsokarve ist,undhex dritte all ist

dadurch pekenngeichnet,dass in fedem Punkte die Streifen-
1

eng die rektifisgierende “bene der ilurve ist,
mag zunidc gt erstaunlich erscheinen,wie man dagu

drei sonderzfille ins Auge zu Tassens
antworten wir jetset noch nichi,wir deuten

I_tn

+ iy hatten bel den legelflichen
inpefdhrt ,de: irall,dis Richtungskrilpmung

geves erschwinden dieser drei Urbssen

£ E die Zegelfliiche perz Lestimmte Folpen.Uand
diese oonderfdlle decken silich in gewigsem Sinne mit den
= bes rigbenen GCenderfillen ﬂ'l treifen,

Ko
) '

ol 559
e s

ehmiggungseteeifon, (rlimmunregtireifen und

rooddtischer Streifen.

1s ) Zer Scehmigpestreifen war dadurch charakierislery;
dass seine Ebsne in jedem Funkte ochimiegungéebene dexy
fihrunpskuryve istydass glso die Fibhrungskurve dile Rick~

‘ante des Streifens dst.Wir aben alpo die Bedin-

~unren iy die Btioklkelbrkonye araensugishen.ls habel wiy

e
®
483
5
=
=

n "19 éiec Veiden Bedingung

In diesen beiden Bedingunsen haben wir also such die
Hedinrungen ,dafiir,dass der ctredifen Schmiegunssstreifen
ista

8.) beim reodiitischen Utreifen soll die Sormale &
des otreifens such die lauptnormale der Fithrungskurve
seine’s ergidt sich also das Problem,diese Ledingung
in aralytische Form zu kleiden.wir wissen nun,dass,
wann ¢ Hauptnormale ist,¢ in die Schiisgungsebene der
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rve Tgllen mugn. Die wi rd Sbher v on des bBediad " :
: Gae i 1ird sher - 1 dean sidan Vel e
) ent Yektoren

wnd e 11 e o 44 = !
g unC ¢ eulgespannt.fs muss else dann £ eine lineare
¥ e = b 5 1T AT 2 e L £ - -
rombination won g uwnd  geingd.R.

(1) (g 258 ) =0

2e) Im mwelten Falle hehaupte ich zuniichet,dass man

diz latvascle,dass dies Charakteristik senkrocht LA L
4 o iy - ey W hyrin re e wir prr i £ s | 5
L albun e sJuhrungsiiurve gteht ,aueh dahin susdriicken

ka1 dass £ 2ine Torse bBes-hreibt. isse Behauptung wird

0 it bheweiae wiz von 41 ser asnen Defind
tien des Aximmun aus,s0 bBrauchaen wir uns nur
a 1 herlern srnydie wir in §16 snpe-

11% haben, lort ales Hedingunrsgleies ung
£+ dis s Bak=T2 £ * .
(.1. f;" s |j

oder guch nach (16;1%)

] L

Z (ﬂr H ¢
54 P/ o
L

R

it dliegsen sweften falle wollen wixz ung noch ebwas hiher

D2 3

o

o . -
B i e
LT ST NIMMUNFEES LY eI 0k

o
fode
o

ir haben f.r den “rtmmungsstreifen Sedinguangen

e
3
-
o~
‘::}“
R
oy
S
1
-
o

e wollen nun den Bewels erbringen,dess aus der zwelven
efinition (Gas rimeungsstreiflcns dle erste folgt.du
d .m Swecke schreiben wir (2) um als linesre Gleichung
» .
(%) ag-%b@*reizﬂ

dultiplizieren wir wmit £,s0 erhalten wir
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und,da £ Einheltsveltor ist =IL4L |
(6) B o= O e
Setzen wizr (6) in (3) ein,so Polgh

a*

(73 af+a»gmo

Wir setger nurn yorans

() £ #0

und

(2) 2#0

Danit sohelgen wir nur singuliire Fulle von der Batracsh-
tung gus.lann wird

(10) F+2t=o

dun ist © die dormale edner Torxgsesla llegt es auf dex
“and,nach deren Riickkehrikante zu fragen,die mit ihzer
“ehllinic fdentisen ict.iu den Zwecke milgsen wir 1 be~
stimmen,wenr 1 der Ahaterd der Lileklksbhrkanté von der
Mfihrungslinie istedu Gem Zwecke multiplisiersn wir

(7) mit ! und erhalten "

Dann wird nech (14}10)

(12) ls -

und (1C) genht liber in

(1%) 7 +1lao
ipn nennt diese Gledichung dle vou 0O 2 1l i ad e und
Todriguess
“s sei run g eine Charakteristik der Torse.lann wis-
sen wir eug @cun Ueberlegunpgen in (10,dess dle Charsk-
terdstik asuf £ und & senkrecht stehs,Vir kinnen also
ehrediben '

(14) = Alixi)
nach (3) 18t ! zu g proportionsl.ilso wird

(15)
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rep redifene guf der Tanvente der
it steht.Us ist alse in der Pat
des Hrilmongestreifens auf die

sri@e puridcokpafiihet.
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Zex etz von dJogacninmatnale

aben sul irgendeine Fpumkurve,ilr wollen nun anterto-

yO0 g8 Zu diessx “eumkarve mehrere ofer nur sinen
1 dery drei ¥ (g P

it zuniichel in jedenm lunkie der hsumkurve nuy
ainte ginzire Sclmierunpsebene, s ke alsc such nur sinen
zlpgen Soimiepungssireifen pebens benso 1gt es veinm
tige e treifen,dern ¢8 id3 in jedem Punlktite ded
aunkirve nur eine eingipe lauzbnormaie,
e i imungsstixsifer ist es nun nicht mehr sowla
givt es Zu E;ﬁu aunkurve mehrgre Lrimognesstyveifen,
igfaltigkeit

rilmrungsstreifen regulirgztilas st der Jats von

¢ #ibt aher nun eginen satg;der diese
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1y wollen den Sstz in diésen heldesn Fassungen bewed-
SENy
1e)

lormussetzung: 8§ und © seien gwel Lriimmungsstreifen
durcl: dieselbe Saumkurve.Die eine Streifsnnormale sel &,
die andere T

Neheupbung: Die Streifen schiiessen léngs der genzen
Spumkurve denselben inkel eingyoder,da
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(1) £ 4= cos o -

I 1
neisst die behaustung ,J
{2) & 4 = coast

devels: Us genligt offenbar,zn beveisen,dass die Ablei~
bung Gus Ancren creduktes 4 vessviwindet,dass also
ist

(3) "'”'7 & F q?:" =

viese Clelciung Leben wir unter Denutzuns der Tstsache,
das 7 und ¢ die Lormalen von awsl frtimnundstreifen

an dleselbe aumkurve sind,;su beweisensiach der Formel
ve:n odripues (22;13%) ist

und

fdlse wird

und
C'?} H:; ? = #zﬁg!-}: W

sod der Bedingungsgleichung des rimnungssizeifens £§ﬁ;§“}

(20;2) g/t = g%y =0
Also Lolgt auch

- ’!
LS

Joraugsetouns ! 8 sel sin <rimuvagssireifen.ult der
cormalen oo o scl die Lorwale elnes otrelfvms §,und
es scouliegse » mit £ immer ginen konstanten Winkel edne
F4 sul also
8y § 4 = cofgis

Behaupbung:

t ist Irtimungesirveifen an disgelbe Ruume

kurve wie 8
Zewels: Dp 8 ¢in Evimoungosircifen ist,puess a{%ﬁ
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= an g o=

aa ¢ -treiien n o r @m a 1l e dst.suseerden ist a ber nach

-3
il

1> nabe zu gelren,dass # die Hormale eivies K r #il m ~

3
a
ok
i
ot
by
i.?
e
-
e
P
"

also ¢ praporti-

i 1
o
c—h
&
L 3
-z
i)
:
5
L-
bt
@
=

14 e orauasetzguny n e porsl_el ?iﬂ@p

5 ' -
) _?l o, }g’-{;}
+ also beweis
» N
i
7 &
selohuny ist eber exfHlld,;enn £ und <« astehen
+ apd der Vs ey e o v {y tsdom Pl
t aul dew Lurvensangendic /n Jjadem Punkie,
Telalla
R e
ir inshen ndere eine ebene urve hetirso tnn,daﬁn

‘r diese -wurve immer zuv einem Streifen ausbaueny

indem wiy dig “NWene,in der Gie lurve liegt,als Streifen-
ahman. 2% Lst sin Sonderfall,dex daduxch charak-
terisie -t ist,dass £ Hber die pange XNrve kensinnt 1st,

ie degamtheit der -ektoren £ bildet denn einen Zylinder.

ir erhalten denn slle Krii mmuarsgtreifen der Kurxve,

den wir alle Zylinder suflsuchen,die mit dem erwihntan
konglanton Vinkel einschliesgen und Glese aylindex

e die Uecpamt eit der xzamsihien lHorpalen der pasuchisn

o

riimrungsstreifen suffassens
(st uns gui der fugel irpendeine Turve regevenglann
% dile Cespsmiicit sller Ta gentialebensn dey Znrve,

d.he der fupol in den Kurvenpunkien,ein Iriimmungastreifen,

mit den Tanpentieledbenern der lugel in den Zurvenpunkten
ginen konstenten ¥Yinkel einschliessen,wieder cinen Xriim-
mungsstreifen derselben Zurve aufl der Kugel,

Dicse Theetie der Sripmunpsstreifern findet ilice an-
wendung such in der allgemeinen Fléchentheorie.lenken
wir auf einer beliebigen Fliche Hurven gezogenyund denlken
wir uns die zugehbrigen Tangentielebenen an die Fliche.

Uiy arhelten alme in jeder Geganmtheit wvon Ihenen,die
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—..
o
2
¥
=
e
g
0
!—;
jids
o
j-l.
L0

golche
hérigen Tangentisichensn einen
sgireifen bildensllan kann nun -8lche Fia chen aufs

o
~
b
.
b=
=
i
i

ngaliniasn etwea gerade Iinten
0d sphiirische furven sindelan muss die Fliche die
lrrenge alfl hoben,das si mit den Thénen des (rimmunpastrs
eng 4 AL - Aurve dosselben Yinkel einschliced
Painit wollen wir diszse Streifentheotie abs :hliessen und

ey ofs il - o~ % v
nthcerie ibergehan,

(B
el
£
o
-

w
b
1
B
g
eF
e
st

igner naben wir ung immer nur mit einperanetrisen
aren von Gebilden begoidifiigt.ler nlic ste sud day
ard lierende nritt st nun dex,dass wiy zn 296 i

bezpshen,Hr werd .n also unier siner

schar verstchen,die von zwed -arame~

urven aufl lhchsn,Tarcerntialebsne, Liinianelement
und_ s Liichenel ehents

. i " . §
Eyrgecllung eings i e

ie wolien wir eine Fliiche aralyiisch darsiellen¥in

-

twinkliren coordinatern is$ die cinfacliste Darstellung

=
"
b
i
R
i}

68 srstellung sieldh man abey in der Flicphentheorie
niont heransIn der allgefsieinen ¥l¥chentheorie begiehd
man den grtveiktor eines Iunktes dexr Fidaohe sul Parameters
an macht das,well die din (1) und {2) gepsbene Da¥stel-

lungs ven der Vshl des Coordinmtensystema gbhtngt.Und vom
sordinaterigvatan will man sich tunlichst frei macheny

ewsnlich méicht man es wle Gause,dor den Ortavekiow
in Abhiingigkeit won awei Parametern t’ﬁ;z:‘t,:iis_ cliwa

wend v sein migen:

{'2) g’zzﬁ(a’w;_)
lgbei wollen wir voravs: etzen,dass diese Funktion so

oft stetig dirferntiierbar ist wie wir es gerade hrﬁﬂﬂ&@ﬁn
Lass @iese barstelluny allgemeiner ist als die Darstellung
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ML ST

—
3
b

C—

aarai

folet sofort,denn es

:ine Uerade abbilden,die von dem Porsmelde
i

1
2
i
A
b S
.'5‘
e
pes
-
%
s
-

¥or dAurch

+

'
=

A T - 2

g = $lu,v)

edeutet nun die Gleichung (%) peometyisch?

wir ung die Flicue irsendwle ronalisiert denken,
nn gen daneben eine Zbhene ginfiihren ,ouf #ecy n
rechtwinklipe Jloordgineten sind.lan: liéfert Gie
ellung (3) die Abhildung eines Flichensdiickes auf ein
uv—-Ihencs las st etwas inalores sur ‘arg ater—

eilluns einer Haumimrve,huch dort komnten wir dis
eterdargtellung dehin denten,dass wir die lovukurve
duzrch-
grgpsantes.
se AufTaszung inter-

9

*Fim

ol
Lo

1

L41]

vurdeslas war asher 58 wWesentl:

faregen ergebern gicn duren gi

Lt 4]

I—=
b ]

|

4"

nue Ob:_ ME»

Jezl
urven suf Flichen und die Tenssntialebane

ist nun Lir dig Sehandlunyr won Flichen besonders

PuaremesteE &0 -3 aa

sonigt ungd v £ const geransgupreifen.Sie werden auf

Fleche ein gebz von nrven bilden.Fir usconsd srhal-

enktane
!

s e
LOE

Wi 2

L=

(2)

Danmn

eler

vir eine durve,die nurx no“é'rcn dem Parameter v ab-—

»A hgben wivr gcohon Beispisle von Hurven guf Fl-

¢ kinnen wir nun glligemein eins farve auf elner

he darctellen? g seyinrern wir uuns Garsn;dess wiz
ten,.dass die Fkkiidx farvaneterdarstelluny der Fléche

fbhildung suf eine uve-Ibenes vermittalt. s miss also

urve auf der Fliche eine soloibe in der Bildebene
shan.iné diege Rmtve erhalten wir,indem wir u

als Vunlkhionen eines Paranetere & guffassen,also

e s

i-!‘i

u = uft)

v o= v(t)

ber wallen wir ung Tir elne belichige Snzye in der

seung ecines festen Punktes die Tonrente verschalfns
urve gel

? = g’m :.-.gw(*t) V(%3 )

sroibt ¢le Lettenzepel der Differentialrec

fiir die Ableitung nach den Jarameter t |



iabel sind die Anleitungen vQIL e nseh u und v, gf ung 2.
wollbestinmbe Vektoren die mi% doy cerameter & nickﬁs'
mehr zi tun hiwbensiassen wiv dle Uessmbleit aller mugyag
ing durs,die durch eines Munkt unscrer Flilche hindurches
v ,und die Coeemtboit alley der Tnogenten in diegsen
unicker, g0 lenrt dicse Usrstelluny ,de s nplle dlese Phne
gurten durel @iz bedden emto_mnfu und g ,sofern disse
helder (s¥tocen m v in verschledenen Richtungen llegen,
Livear ausdriickbar sind.ls spgannt also die ua&amﬁhai@
aller "2 renten in dissen funkien eins “hene auf ydie
' e tlalebdene s auss aluo,wenn a
gar v oisvestor drgendeines Punkten der langentialebene
ist,dar In der Lbene liegende ‘eltor TJEf' sioh %11'"?
furis dis belden Veitoren g und &y fusdriicken lasseris
omit erhslten wir (ie tleichung der Ishrentislebéne

{4) Cap = g’-._;’u_-g'v"l

fiven nun die FLY benncrmele im betrachibeten Punkte,
ter  eltor J,einsiuch jutzt werden wir ihm die Lings 1

i

g ist nan das vektorielle :Isduktzaﬁ?ﬁ eln qu%@g?
der suf der Ylvohe ip betvachtelen renkts senrecht
gle Ge .8 Wird alse

ard

int r der Tatssche,dass men eine belichipe Fillche mi%
| .“ Crisvektor g’tn,u) in Jedes Munkte duxoh sine

Do entialsheng sp-roxinisven kann, ste -kt cind allge-
meines Fringip.lenken wir mns pimlich .ﬁ’i“ v) 8sn der
betrootteten Stelle in dic Teylorroeihe er%w:}.rkel._
wird '

(1) gluyw) = g5+ 8 gg * Yy * T fan * Wy 5

(%) g/ﬁgfﬂ 4 rfy ¥ "

il

"
£




Ky -

o3 i -

_.‘-x..&u S
=) e

zuzrlejy ER aur die 1ga AF1a d.'i:'_leﬂ

anwenden. ine Repelilitche kémnten wir darstellen in der

i i aramater ¢ und 1 durch die¢ Prameter
tat:Bilde wir nur des ve¥t oriells rodukd
B P 1 +a

also die Vewborpredulrte nur von u,night mehr

0 eb,ues nat clne ergchpulicie Ledcutungsnenn wir

eh n keretent lassen und v variisren,beko men wix

ternexr genen wir,dass der lormalenvekter der Piicha,
Ve ¥ 9, Llincar aus avel ‘edtoren konbiniert Ist.lBe 16%
adao imser d.r Jdormslenvelsisy aEf dem Sinleifsvalitor

sirereden;? senlarechte 8 het alsd imney die

1el ic Z4 S ft,dass dez ktor £ im
L Tollefg i rad i prra bt e licsen imner
BT e tiglabenzalog $ ansc.osaliich sg=
-l ¥

Loertiddar.Jede T-nrenftislehent beri@hzrt die [srelfliichs

LHinrs @ine oTadens o irelitfen wir linps claszar Gergden

fort, o dreht sicih d e Ta gentlalebene um diese Gerade
nm . e g wioch sofemt des Froblem,szu untersuchen,

vie weit sirh diess Fhene hevumdrsuen kenneienn wiz
wacnsen lassen,dann wird der LinEluss des ergien
lizdes aaf dey zreohten uelte von (2) immer kledner
erren den des aveilen.$¥ir bekomoen also in grosser
tfernung eine Nermale,die entweder dis Hlentung des
o'ctors e’ gher Ges Vekbozs £ ' 4at.Bs dreh? sich
elsp die Tenpertlialebene um den Vinkel @ herum lEnge
piner Leraden dcx lerelfliiches
e sohnell sich dle snpentialebene liings der Geraden
erundreht,das bLingt nur ven dem brall dex Fléiche abs
Jamit hinet dann zudammen,dass,wenn zwel Hepelflichen
linrs siner Geraden denselben Lrell haben,sie sich 80
zucanmnenlii-en lassen,dass sie sich 1liupse dieser Leraden
Berdhzren.
wir wol en nun noch mehyere wonderfille betrachten.
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ik

F
=1

1 |l:|

Yenn nilt -»--D{g :

= 0 ; S

, _\_.n -

(3!

]

Gann. LNLLs der zweite Term auf der rechten Seite von (
Ffart.lenn muse sieh offe bar bei sich Enderndem u &aw i
‘ektor © parallel vers hieben;%"ir erhalten alas einen '1':";.';

Zylinders
EJ "
{4) ?uk’? ﬂgk}_*fs __ll':

() r’_'l-.:_é/u

dant £711% der erate Term Ffort und wir erhzlten

(!’; ?u ??"i = V.:uir F

funi jetst ist die Tenrpentislcebene lénes einey Geraden
dizs=1bos .
Mg wenn so lle:i~lich ~11%

ol
LV

j_//_a- L

dann mbon wiz es plf ednem Hegel zu tan,sa pehen die
sraden alle duren einen funkt ainduzch,cber nid verschie—
derpn  Izhtunpens

c27: Die erste Sfundamentalform.

Tde reben mun weiter in der allremsinen Theorics
e wolle  wi: zunt olist die Sohrelbwelde ein wenip Hriderny
‘i wollay Ddflerentiale cinfiihreneiann gphit 2B« (35,;3)
fimx
(25;3) f"m;uﬁ + 5,?%

ber in

(1) d & ﬁ_{udu g L8
Digse Sehreibweise hat vor der glten den Vorzag,dsss
in ihr nur nech dis Richtangen,nicht mehr die rars
vorkomnens .

Wir wollen nun gu iasszahlen ibergehen
n¥chet die Frage nach den einfachsten
Elﬁgﬁafm&ﬁg R =2 i

15, vl
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zwel benachbarde Hurven miteinander bilder .,
ir wiseen,dass dic Linpe eginer Zurve durch asn
fugdruck pecseben wird _

£2) (14} as = [1/ 77 Vi)
| [ 1¢ = 1/ /% &% =(Virelaq ‘//

vird E%mu die Lénpge siner ‘sumkurve dureh den Aug-
A 3 e A O v e i -~ Tl FriE e A ’
0 e a repuliert iy diessn Ansdruck imberessieren
wir uns.%s wird nach (1)

£9) dg” =4 "=« gu™ «+ 2y dv av + yg ﬁve

" f— . MAad vy Al 4 & | - 1
ies usdrueck ist fundsmentsl wichtlg fUr die Themrie
der Abwickilungen und Lfiir die aammtrie.“aﬁ getz

.-'.2

,,_
e

{5)
\ A . L= i
[
- ~
(6 2 i
AN = L

arbscen E,F, G gls die ez 8 % & n
wndanenital erive sen i BHE P

1 ¢ h e slie Grbszae da’ begeichnet man gls die
klz:dam{.ntaifer‘n.-Zawrd

LI}
-
(&

algo die Liinge eingr lavmkurvs swisshen den Paremeter—

ntalferm hat aber nicht nur ihre Bzdentung

|
o
=
%
3
£X

von hKurven guf ¥lHchen,sondernauch fily
seign In eingnm Puankte dexr Fliche swel

Hdehtunpen pegeban

(=
I.,:..z
-
0}

(q\. e .
) il i;uull + _:,f'-'.'\;' oV

sesucht ist der Win el swischen diesen beiden Richtungen.

r iat offenbar dann pegeben,wenn wir seinen cos kennen,

—
-
{
1

(10) 4y i = lagllogl cos « = /4,78 € con w

Also wird
(11)
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| F .
ff ' é:,: = é,l"‘ Gk o8 —ﬁ‘;} f‘{_{u oV 4 Bu '{i‘f)
*fgyh dv ow

v sertickeichticung von (4),(5) uxa (6)

dyrvepr= ¥ dg oq + Plaa v 4 : _ .

i 4

i . e . S

cos o = —SHVE TLldn ov o+ in dy) + G dv By

. ————i—

o g 2
Vi ‘du“o:lduda+sﬂ?“§*ihu'+thuuv+65§z
A

80 in dey Uat der Vinkel zwischen zwei Kurven
undementalprisser pepedben

nwenduny suf dle sbwickelbeven Flichen,

n von den Usherlersuncen des verizen Paragra-

s dis Thedyia der abwickelbaren

mechen., ¥ir behaupten,dass sich abwickslbare

Seibehaltungs der L¥npgern nnd Winkel auf

2y geiren; pben wiyr nuy za ﬁbcrlageﬁ,ﬁaas nan

%1
:
1

ok

der Thene su dom der abwickelbaren
Sgziphnr getzan kenn, Bine ahwickelbere Flicke

nLATE ¥ die Glsichung

1

(or a4 ) o 25 %
N 5‘,{;111-’ L ‘fu Fau v
. o
& L2
2 .1 g
1 4 £ 4 W — — i eym—
1) f‘,’m}
r =it i H il —
= (gt Vg = 17 0= T

drei wrbs en L,F und & ist also nur I variabel.

stecken der Parsmeter v undg die Lriimmung.lass dabei

v suftritl,darf une nicht wandern,denn v igt der b~
stend eines belisbipen Punittes der Fliche ven dem Punkte,
in dem die =zu dexr bebra hteten lunkte pehiirice Uerade der
Plsiche nie Fihrungslurve schneidet,slso die Liinre des
‘ektors y—g v hat also eine ﬁeametria-hg Ba.eutuﬁg@

Yir wollen bew-isen,dass die Flicne suf dle Zhene
abwickelbar ist.Zu dem Zwecke denken wir in éaruﬁﬁene
eine ¥urve pezeichnet,die in entsprechendon Punkten
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gelbo Srilmnung hat wie die ﬂaumknrwezg{uj.hieﬂe sbeng
A S HE ) = o e g 3 s Rl Ptad ! . °
urve ”,m;fxd;.Jiu abwick lboro <lifiehe ,die zu disser

urve geabriylie~t pang in der Fhene adexr Aurva?ff

N Ratutichliczh dde sinlenelenente der Tbene
und der ahwilckelbaren perchenssn

o
) bk bl bid

Fliche iiberein,wenn ich
nuz dalir sorge,dass in enteprechenden unkiben die frim-
qung dlizgelbe ist.Lezu 48% aher nocn gu sedgen,dsss es
11 T kav Zu jeder sanmiucve eine ebane Zuveve ribt,

dile is jedon Punkie diesslbe imaung Latelas werden
i % spliter bewasismen,
3 1% ia der Tat alsp d4e fundamnentelform masspebend,
t in der leoditsie nun go ver: lsn £ibt sich die
o 7 ungd

nd U voreSong willltiiclleh dilxfen ele nicht
y e wilr ngoh selen werd:n.Zu ianen definierd mazl

yrehd “Ll%che durch Linienzlement und Winkel.
nun in die drei Funflamontalgrissen nur die

1 bleitungen deg Valtors gféi:,ls reniigen also die
sten Ahleitunge: des Velkhors g’,?ﬂﬂﬁaﬂ pnd Tinkel suf
1 ¢ 2 bheslincen.lrs 18t gaschauniich wohl nleushbel
- T hedyial,
1285 Dag Fluchenintegral.
L o3
Y t = i, . fﬁ
."

1 »d=r 3

Ter Dherfliicne einsr Pliche,erstreckt
ewilsses Arsal;len Auvsdrick

Sde

Niegse Erkliiruns haben wir za bgprrimdens¥Yorerst sber
ass sleh hiervaus eine Linpschrin-
der drel Urbssen T,F und G ergibi,die wir schen
inm verdipgsn Carecrapien voraussagten.'s muss nimlich,
well éic "pexflicue im moy eine yeelle Crigse sein musgsy, |

a

(%) EG-Fp0 |

= sl - guge)t = (B g)* |

(5) W o= lgﬁxﬁ%[
fs peht alse der Lusdrack (2) vber in

(6)




>

180 nun verlanpen,dassy wenn man von dum Paramater
P2 ) ¥ X
1,V éen einem andsri o, 4 yihargeht,sich der Plichen-

gz ist pémiich
eninhalt des
Jarallielo-

NS &3 selchen ikl Aen nfinitesinalen arallelo~-

(& men die range Eliche @berdecken.

98 ung nun interescdert,ist nan,dess dieses Interral

ig von der gpeziellen /zhl der larameter w;¥ iscts

// ¥ du dv = /y --—-%-'-L-?m*-}s« do 8,4 = // ‘S-‘f* der 45

yo0

apaoke bilden wiry nor mit den Dargmetern o und

= : :
nd Gealann heban wizr also nuy

Inadan
Ase?
- e
- =, - S
W :_’f '.XG b J'J&“ = v
!

Fa¥ go= ( foem, + LoV, )00 (fate * fe V% )

=¥ W ¥E W% YL B BT § e E
* LSV X A
= guuﬁx Ziv} * ervl_{xg{uu_lg

FoP s TS

Zu™ Fv (wvy = v )

]

i

qeceds
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rilmmpneeyn

zweite Fundamentelform

et e i e e S

s sel uns Srgendeine Fliiche reseben.lsan ist es ein

schr wesentliches Yroblen,die Krimmung einer Eurve,die
o elae Lbene sus der Fliche ueralsguschnist on wird,

gu untersuchensVir weirden im Tolgenden eine Ko ormel,

den Ve bellungssatz von weusniegr,ableiten,welche die
mrang einer dersrtigen Surve resuliert und suf die

douptirimoung und den mit durer Richinng gingeseclos—-

seunen Winkel zurtic:EfUhrt, |

&

el die launkurve;die wiz antersuchen wollen
in der lorm regabsn

(1) =% {u,v)

Lann werden die Ableituagen

-

v 4 ¢
2) T B P
1 u tp "F

Qﬁ;\‘\
o

#

S 2{-{? uu""u'
4
it diese: eleiuny wollen wiy uns sin wenig besgchif-
tirenaTiy mul¥ipligicsren ade wlar nit 0,dem Hormazlen~
v tar,ad exl@mlian

sind £ und £4 Finheitsvektoren,es ist algp das

are Crodukt gus ihnen gleich dem seosinus Gos ven
ihaen einres hlossgenen Vinkelas.Diggoen Hinkel . dexr algo
d a2l smwischen der PlEchenmoprmalen und der Haupt-
normalen der betrachieften Xurve izt nemmen wir dﬁ‘ s 8

('} '52": = 095/&

g faliem nun auf der rechten Seite von (4) die ersien
Weiden Clisder Tord,demn ﬁﬂ, und sind Veltoren anf

der Fliche,algo in dsr _a‘*aptial@beﬂ@ in dem betrache=

teten Punktess ist Normalenvektor,also ist

-

k o~ A
| - iR - 1:- =
| T S IR S



§ 50, St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

m{jjl

ebanns g X g 3q N E .-
\ Pl ; k= o, ] =+ o L | 4
’}{ rfvf!i_” = 'gﬂ\w\;r Ly 2‘ g{lvu v
5 '}j Pk 1171
f % -
) g F-2 1
#un N
r
\ g = 1
g adv
F4 ] -
v J g"‘.’mw -
£ beiommt (7) &4 ztald

{12 oe . (G142 du dvy dv. 2
Wy, f = L \.ﬁ“..) g 'T"é"é';* + i (’TEL:]

. - o
o Ludn + 2 L4 é‘? ay ¢+ I 4y~
e
Qs

am neanh A
oQ0 B 2 3 ‘J,:l
s  I— N
( ; =
(1% (eega, . Ldu + 2 . du dv + N 4"
N I gl - . _Q = 2
L/ dun® % 2 F du dv + 0 av
an bessichnet nun den Ziller diéser letzten Gleichung
L 14.1 g w e i 4% e 2 a2 d T ornder Fliiches
i ;i 852 meTd
{ :
cos ¢ _ LI

ist alsgo die gweite Crundforw cine guadretische Form

s und dv;die nur ven dexr ¥liche,
t ke ten Tuzve abhlingts
g 1% ) ateckis scagn der Sets
vo: seite Dilngt nur von LpH B B8
gguliert die lichtungedus der
£al Man it also sofort nerver,dass dlie Lrimmang

dr von der Tichtung,und zwar von cgs S abhulingts e gentist

2luoum die Irilmmung eédiner beliebigen duren elnen
ghenen Sehnitt herverpgerufensn {urve in einem Punkte

1tnie loxr Grisgen

Labei ist slso %ﬁ die Krfimmung dee Horma enschnittes
in der “ichtung du,dv in dem betrachteten runkte.
Lann geht (14) tber in




n

K 4-
b
+ 1
L Qa
=i
I
b L ]
1 e
4 Sl
Ve

¥l |
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!!
51
s A
!

]

Lien

e ————— o

in dex Lat,die detrachturig auf ehene
il X8 ITLw

oin sfusnahmefell vorhanden, Die Gleichung

wir zn fibevlegan,was diesem Ausnshmafall
risel entsurichts élwar definiert als der Winkel

-

ormnicn Lhena im hetrachteten ~unkte unég

amlegungpeobehe der betrachtetun furve,d.he. der

welche die zbzsnpxdwx Xurve gus der Fliche hergus-

3
I L
[
- |
LR -
»

i
+inl
Li8L
Y o
L] L
[ 1] -
Wi

! de

« o
=4

e

eleiip
enpay
hane

era
glue
™ F
Linen
oo "
ey
-0
= 2t

aun dleser Jinkel ein rechiter ist,dann

iese Sc mierun-sebene der Furve dis Tan=
ir miizsen aleo alle Zang-n-islschnitte

ctrachtung heryauvslasgoen,

von diesen fusnahmefelles gilt sls¢ die Perael

™

L2

‘unlct rphe

also,wen wir die Irdo ungen simtlicher

L

adeniurven der Fliche untersuchen,

E ) : :
uchen,wie eich ,dle dsupbkriimmung,lindert,

wmd dv varilieren.ihe wir desu ithergehen,wol-

st noch etwas mit der gweiten Grundform

g Untersocunaneen iiber die zwaite Srand-

fniso

form und ihre Polarforms

1 dar Fllehsnaormalern vnd di¢ Grosse
ea euf die Ferm brineepn
u"!""gﬂ"

i
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—

“ine weltere Usformung der Gleichungen (30;8),(50

: 3059)
und (3( 0) ernslten w lr,wenn #ir von %ax (}Lgigh;&i@

—
o
]

& Fu = Sy = O
augpgahien.bpngch 41gt

.r 5 ] , ‘_ ) . M
(7) £ 'g'll.'{l + “u ;:;g.u = O

also

(D r’guu = - "r}g’ﬁ

odex

('J} L= - ‘E.ug.a
und entsprecherd
0 -
{ - rvgv
Um 1 in entsureetendss Jelse su erhalion,differentiieren

vir :f'l_.l DRCH Vi

(91) Z g"uv + oy %’u = 0

v gl S " b -
e {v nacis W

(12) Sfuv T gy =

Paxn wird also
4 B s B ; = ;
(1%) A Tl

on der erston Grundferm haben wir geschen dass sle
vositiv definit wey. on der gwelten Grundform kinnen
wir das richt behauptensienn sie indefinid ist,dann
kenn sie fiir gewisse Sdechtungen versehwinden.Diese
ausregel lieten lchbuwige: mennt men Asymp to =
tenygiechitungene

Fegrner bLaben wir durch Solerisaiion der sreten Grund=—

lorm den eﬁs&nuﬁ-dsa finkels swischen mwel Lurven ge-
fandens.la ehebt sich des Lroblem,zu untarsuchﬂﬁﬁTJifﬁﬁﬁ
dureh soiavisstion dey zweiten hr&n&@n;m B& ' '
wollen die Form,die durch Felaripation i
gehl, m;% I1' begelchnenelann beseichnet man

-.i
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gelonnzelchred sind,als X 8 o Jugiezrta -l
TiechitTungenr.,

liess “erhrlfnigse wollen wir niher untersuchensu
der, ewenke gsohreiber wir die szweite Granﬁxnﬁmiii%énégﬁﬁ
testalt wo.'s fst by

o

(15) «IT = - L au® = 2 I du av ~ B avo

= (gu du = g @v}{ru au & 2 m)
= ﬁgdg

wgnn wird die lolariorm

~II' = = L au wu - BldG «v + oy 4v) - N dv

= (gu G + g’v &T}(aﬁum 4 ’ELV3

=ﬁg’ &&

undg ehenao

-1 = (gu [AE] w—gy ;,3}'._)‘;_..:.{_11. du + c:*'?' av)

5 1st alse
(1€) “IIY = dg il = Gpag

U diese Lledchuny recmetrisen deulen fu kinnen,greifen
wir auf den ﬁeg:iff*d&fiChaf&k%érib%ﬁk suriic«%ir konngen
eic exkl ren als miui die Gorvedejim die sivh die Streiw
feneghere in dem boetrachteten “pnkte dreht,¥izr betrachten
nan éie Jurme,dic der Lichtung 4 in den hetrachteten
Cundite entsprishd wed ihre langentinlebene.lann erhale
tenn  ir ginen dStreifen.iir behoupten nun,dass die

chtung U perade die dor pu dem Streifen pgelivrigen
terskterietik ist.las wollen vix beweisensiel der
veldor dor Uharvakberiotil g ,der dor Flitrungekurve#
dle lormele Z.lami war die Chevakierietik durch die

Gleichung .

(17) o= Cxc!

definiert.Diese Olel hung
Yorm schreiben
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i3

2
o
]
oF
i
et
o
&
o
i
{a

ichturng dexr harskteristix daduroch

o
e
-
a

=
=

et,dase sle gsenkrscht &uf der Hormalen ¢

des uireifens und suf degeen Ableituns ' steht.Da=
L

pHE S ound £' dm allgemeinen verschiedene Ziche

i s abenydie Llichfung des Vektors u eindeutip fest
relegb.Und nun behsu fen wir,dass die Hichfung ( dis

] narakteristik diir den Ltreifen won a lstele gilt
effenbar dis UGleclchuns

denn ¢4 Jispt in der Fliche und £ ist dle Hormales

glso ist in dur Tzt die J-Fichtung dile dor UHavaktew
1 iics dreht gicl eleogwenn wir in der Jichiung @

vgitesauhirelitsn,die IZenpentialebene um die Richtang Oy

finn hitlen wir aber auch ebensopnt ven der Hichiung ¢

als der Streilfsnrichtioung suggehen kbenpisand mit 131 fe

ar=telle (21) echllessen kin en.lann evhalien wir,dass

die  icutung d aie der Lhsrakteristils fir den Streifen

1 der  =lichbung istsls ist also dic Reletion dugl
SyLmeg plhe 8 werden alse durch dan Verschwdinden
oLarforn von LI awel Jichiungen gekenngeichnet,

di. zZusingnder koajueiert sindin dem snpepeberien Siang

. Bt

chden wir insbesondexe die Asympiotenrichiucncen,

D i e rsynptotaeanrdichiungen
sdina sd zh s e lbe ¥ on Jugite ®hoe

!

£20. inwendung ouf die Theerie der Gtreifcne

Wiy heben schen in %31 su den Lengenten die Streifen
hingurenonuenedetst wollen wir die drel [rillier eingss

betrachten und sie zu den neu vinzugekommenen Degrd

in Seslehung sevsens IR
Unter ctreifen haben wir friier Gebilde v
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i X 1 1 t % = 8 7 8 ) a v 8 '-‘t"—‘-’ﬁﬁ
~ A . -
3 2 L WL I 1. 5g it 5 m & a s
: e °n Wl natiirlich jetzt nicki mahs

ey e L i IR | [ e e, s J - . e
bernaltens it mliscen uns vielmens aif die unmit-

teiher v y JA 4 - | . . . R
P : Jd i B2 b3 N ! g I 72 g 8 F it B ¥k t Y 5

LEYy 1 RELan ugteyr mindg A 8 v on Dtoten =
g L relfen elnen solonen verstnnden,bei dem die
elfenno male die SBino:mele dex aprve fot.ler o"“B&'ﬂIﬁ*

totenstreifes war durc die vleichnng

£
i

chazarterisiert.les kelsst aber nach (31,15)

2 antanrecien alse den Asympiotensireifen die LAgymp-
gotenrichtunecan gaf der Fidche:

U
L.
=
o
foe

e Asaynpto

e B
> 8
£
ot
[ ¢
1

2
t 1 e ¢ i n g ¥ P38 ¢ h e Eal ¢ J o=
i cnhtangen,;,dgxresw @

f & mn S e h

,_.
L3
o
o
Is
",..T-
Lyt s
i}

£

=

*
@
1

FTFreciden o /e Eesympk } e B Y P H 1 e

ek
U

]
n
J-4

2y ) den wir uns nun der K rx immruonre st rel =
I zio, g wollen wir dis Ewoite dar bsiden frithey
1mldch dasg gin “Srim- i
irsetredfan oin soleher igt,bedl dan die Charalkieris-
£i L senkryocht suf der Binrungrskurve stohi.Da haban wiy
alae aglche Hdchtangen du angd 4V B4 suchef;déren kan-
Jurid te ﬁwLﬁﬂtgeh o und &v serk¥reoht 28 ihnen sfeneng i
ir milesrr aslsoe seplohe Hithtunsen suchen,die gleichaei~
+4p T prnd IIY annmullierenglis erhaliter wir also die

{3 D odn ot + Pldu ov + ou dv) # B dy év = 0

(4) I da éu + M{8n ov + Sun @v) + W @v ov = O

iv mitesan sleo au und dv so bestimnen,dass diese beiden |
P =3 |
vlei hunren nicht trivisle L¥sungen ven du und &v gebenms |

Yenn wir du und dv Ffeadhelton,ss rind dlene beiden
Gleichunfen lineaer homogon in Su und Gveind fiir diese
bediden Gleichuncseon spl en wir die Litsungen suchen,
filr die nichd der trivisle Fall éu = 8v = 0 edntrits,

Ins heisst aber,dmss dle Detarminante der Noeffisien—
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L

fen von Ju und v vesdchwinden mussy A

li du+iFdy qu+udv| A '
(%) ‘ { =0 : .H.!_il
L dusiddv  Hdu+Hdv | o . |
. i I .‘|‘l
| 4
enn wir dicse Doterminante ansrecheng so bekém en wir '
wd .

cing ‘uadratische Clelchung,bekommen also so e&ﬂaa'ﬁmg
eina dritte Pundam ntelforn..an nannt sie aber niu'f
weil sie in einfacier Veise mit den beiden schon g §ﬁ€q F£
Fuardanentsllornen gusammenbingd. 5

Wiy sehreiben die (leichung (5) um in . -
j am 1 . |
0l -‘-‘, -ZIT
2 - = G |
(6 g’  + au dv
L e I‘! ﬁ
oder such
2 - 2
6% -du &y  du
(7) b 3 G = 0

Diesc drel Lerstellungen (%),(6) vnd (7) sind gleiche
vorddre Larsvellunpgen £ilz dle Erflmmgnssrichtungens

i Looen un o I ogn oungersuchen,wie viele KriGmmungs
richiunren es gibtsia is¥ zu erwarten,dass os,wenn
iberheupt,swel peben wird,denn sine guadrstische Glei-
coung het,venn Hberlsupt,swei reclle Lisungensda kSnnen
wir pleich foliendes bemerkon: Ye'moes tHibherhaupt gwei
reclle Losungen gibt,dan: nmitssen die beiden Eichipnge
senlro bt aufeisander siehen,denn dic hwtder Richiw
@ sind perade so sewhhli,ddss sie aufl den zugehBrigen
Gtichtungen o senkre:h¥ stehen«liie boideh Fichiungen
gind ja,wie wir gesehion lLaben,resiprok konjugierts
Lan nennt diese beiden tlehtungen,die gich aul diese
Feise ergeben,und von densn wir,wemn sie Hberhaupk
existieren geschen haten,dass sie senkrecht sufeinander
stehen,die Jeuptirimamungsrichinns

g 8 0 o
e kenn nun aber asuch elatreien,dass ade |

identisch verschwindenelas ist nur miglich,wenn
Gréssen E,F und den brdscem L,H und !
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gdey
F &
(9) ==

o, e
i

In diesem Felle sind die Lusungen der Gleichung unbe—
stimmt,lan nennt den betreachteten Flhchenpunk$ dann
einen Nabelpunkt. :
B.)0ehen vir nun zum g e 64 5 $ L s o ke h
st relfen ftver.ba wollen wir das lrecbnis nur
kurg skiggieren,weil wir s pliter bei den peoditischen
Linien deoe! noch n*her auf diese Verhiltnisse eingehen
milasens (ib peodéitischer Sgreifen wer dsdurch gekenn~
poicinet,dass die ofreifennormale die Hauptnormale der
Piihrungslarve war,8ie entsprochende Gleichung war

(Tr_- (flgf#?é) i~ 0
efler Aauch

(11) (g% ) e=0

cder ; da.

fn'*fa«’
(1 1} ({f& s’d ) (fﬁ?%’) = O

fir haben nun schon gelegentlich die Gleichung
; t
(12) (et ) Eeat L gRa far )
a rewandtsDiese Clelchung Lst nuz der Sonderfelll einer

allremeinen fdentitit

(1%) Lax €(exd) =(ae) (67F) (ab)iéL)

Tenden wir dies  Cleichung auf {11) an,so wird

(12) (% Ma'ge) - i )gigd = 0

Tiese oleichunr werden wir im Auge behalten.Wir werden
spiter mehen,dass sic mit der klrzesten Intfernung

auf einer Fliche,mit der geodidtischen Linie zusammen—
llﬂng'ﬁ - I

1
I
I
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23%: Einfihrung eines teng

layenden foordinatensvetems,

en wir nun wieder zur Betrmchtung des zwoiten
grundform

zurfick«Vir wollen die Angelepenheitnoch
cinmal von elner ganz andsren Seite her betrachien.

-

ir wollen n#mlich ni ht mehr das coordinstensysten
aneser Jetracht lassen,sendern wollen es hingunshmen

ind den Pedingungen anpascen.iir wol en eineﬁlgghgn;gagi
betrachifen,den wir als ‘oordinatenursprung wihlen und
woilen aue erdem die Tangentinlebene in dem Punkte

als xy-Tbene wihlen,Ferney wol en wir dis innahlye machen,
dags dic betrachicte Fliche suf der nositiven Seite der |

xy~-bene lunkie besitst.Dann wellen wix £ els Funktion van

= unad v

y darsiellen Vir entwickeln nsch der Taylorreine,
-ann mues dag koostents Glied verschwindon ,weil wir

den runlt,den wir betrachten,als Loordinatenursprung

wihlensserney muss der oeffizient des linearen G izdes
rergschwinden,well wir die xv-Ebang &ls Tangentialebens
a-fhiXt habene,lie Felhenentwicklung beginnt alse mit
iom guadratischan (iiedesWir setpon dansy an

(1) zZ = % a x° b Xy + % ¢ y2 + HE

5 Tl

r wol.en die CrtUssen E,P,G,L N und A berechnen,

Zn dem Zweoke Tiinrsn woY Parapefey 8in.Da izt das

(3) V=V

Dann kinnen wir niimlich die alten Jeziehunpen einfach
auf die Parameberwerte x und y HbertrasgensVir berechnen
iie ZJompenenten der Vekiuoron Zu

jur
1t
e
o

Z;’# = 0y ax+b':,=+lé
7 = 9, 1 bx + oy + i3

R
B
»
1
<
L

a + "\.’1

g&':}‘. = U: U} h o+ i".’f

IJenn wird
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(.-'1} g = Ff = i.-e
(, \ Ly
£ = o
2
(G) G & 1 2
(9?} o 1 & J_.':_:l
&

F
iy
i
{r
+

und daraus Jrgibt sich unter ¥sraschlissirunsg LBherer

bed
i
|‘_"_.\_r
=
b
ol
b

{(12) IT =g ¢du” + 2b du v + ¢ dv2

Pie urtis en L,X und § gind vom Ko rdinatsnsysbem uwa~
abndnzlg,die Grissen a,b und ¢ dspecen hicht.VWenn wir

aber unser Joordinatensysbem swecknmiissly wihlen,denn
cxden dicse belden (xlUsssnaysbteme gleiche.¥enn wir den
betrachteten Puankt also gerade in den Crsprung des Koorw-

(&7
s

.
[
1]
c

o
]
el
po s
Lo

mes kegen,dann werden die Grissen L,M und F

A

ade die lpcPfimisnten in (12).

he Indikstri

A
T

§34: Die Dmpinse

us diessn Ueberlegungen heraus kiinnen wir die Frege
stellen: Vern w=ir in einem runkte dor Fliiche die Ten-
gentiglebene als xy-Ebeng winlen,dann schneglidet eine
dieser Taurentimlebene benachbarte IDbene aus der Fliche
eine lurve heraus.lenken wir nun dle benashbarte Zbhene
im-er niher an die T ngentislebene herxanriickend und
rleichgeitip in der Ibene eine fehnlichkeitstrahsior-
mation suspgefilhrt,so dsss die Schinittfigur nicht beliebig
klein wird,so wird diese Sehnittfigur in dex Grenze gegen
eine bestim-te Crenzlage pehen,und diese Gregnslage
besgichnet man als die Du p ineche Indil-=-

X et rix .ind zwar wihlt men als Dupinsche Indika-
trix eine Hurve der Yorm

(1) ax® + 2bxy + oy’ = & 1

Das ist cin fegelschnitt.ienn die linke Seite positiv
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R

b R e T P B L -
definit ds%,wern also

(2) g -~ %= > 0

ist,xann rechts nur 4as positive Vorseichen stehen und

wir bekommen wine E 1 1 4 p 8 e¢,deven Achsen allerdings

prpen die x- und y-hchee gedeeht sein kbnren wegen des

pemicht gudsatisohen GCliedes.iber Jedentalls 4et der
Ureprung der Wittelpunlkt der Nllipse. (Pigur 4.)

-~

(%) ac - b

it
-

‘._4,

dann arihslten wir als Indiketrix ein 0 ¢ r &4 & 6 # -

p & & r ;las symmetrisch zum Ursprung liegt unier irrend-
cinem "inkel geren die .“.-‘_"'r'.se':'-..(l"i{iur 5) s

so wird die Tndikgtrix ein Hy vy e r b ol paaczx
-
Lr

dem,o0b recht positives oder negs

%

hung Qey Indikstrizx guf gér yech-

™.
ol
-t
'
oo
F
52
=

;41".4 '!"!iﬁ.lﬁ .E"igns

an nennt dalher die dredi Flle e 1 1 i pt i s ¢ h

parabogliseh und hyperboliseh.
De nurn,wie wir am Schluss dos ~origen Paragraphen fest-
gestellt haben,glld

a:zl
b = M

heigssen die Bedingungsgleichungen Tilr dle drei FHlle

)
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i34 Y e

glliptiach

—
-
1=
1
'\J

b = B = 0 parabolisch

Y W ne :
(7) LE - W< 0 hyperbolisgeh,

Im ellipkischen Yelle lisgen dle Punkie der Pluohe

auf dersclben veite der Yonrentislebens,im hynerboli-
hem Fall szu beiden Seiten der Tenzentialebene.3eim

parabolischen Fall kann men ds nichis ddheres angeben.

gibt es mehrere Ueherginre.
e wir den Nullpunkt des soordinatensystens
alne zur Fliche normale Ibene 50 sind die Schnitte

iigsey bene mit der Fliche repoben durch die Gledchung

.:—' }
-4
T const
]

ifthren wir Polarkoordinzten

1]
(1 ¥y = r Bin 4"
e¢lngso heésast Lpl,dasu # konstant sein sell.lsnn be-

rommen wireine gquadratische Fozrm in »~ ymultipliziert m 4
[ o8 . ». " g - o

v oeodie pibt die Stelluns der Bérmalebsve ane s wizd dann

N o 1 23 - -
L1497 2 = g la -:-E}dek + B coa:}*ain;i 4+ % c sin%} )Iz

P ] ] o |
(12) a2 gpg™ v + B ccsal ginit+ o sin“}‘z ;

oder

-
(15) r=j2zr

Us liefert slso in diesem FPalle die Dusinsche Indika-
trix mit dem Abstand vom Hullpunkte den Krimmungsra-
dius filr den betrachteten Punkt.

RN Py Ay A
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IMe Iupincsche Indiketrix liefert slao sinmal den Schnitd

mit der berachbarten Ibewe und ferner den Lrilmmunys—

redins,a lerdings nicht dhn selbst,sondern dle furzel aus

dem doppelien Irimmun;srédiuve,

B o g

symptotencishiungen erianlten wir daen fHY N = o,

235; Dex ralersche Sotz.
ir kinnen nun durch elne Irehbng des Legordinatensystenes
clechnitt (34;1) auf seine Hauptschsen transfor-
mieren.Wir wol en den Kegelschniit glso so drehen,dass
in auptachsen in die 2= und y-ichsy fallen.lann
nimmt selne Gleizhung die Gestslt sn

i}
e
g
o
=
3
-
(=1
£o ]
24
43

Aund B die irlimmungen in den

Aug der Leometric ist folpendes bekemmt: Das YVerashiwins
elarfo:x eines flegelschnittes,der in der Ge-
tolt (1) res hriebeb wird,pibt rerade die Iarstellung
konjugic:tey lurchmesser.ibas sind Iurchass-er das Kegel-
ittes,welche die ligengchait haoben,dass der elie
r Tangente ist,die zum gndern
4. Llese konjuplerten Durchmesser schileessen inm
allgemsinen eineén von einem rechien wers-higdenen ¥inkel
ein.und =ie schliiescen rerafs dsry g€inen rechten Winkel

in,wen aie die _.r-u.,:_ita ngen dea cerclsehniittes sind.
arn heb apch pledchseitlr der Abstend vom Hullpunkts

riner vtremwert.licge letzte Tatsache wollen wir nichd
Anis aus » Ueguetris Ubernehmen,sondern liler bescnders
tdans iz haben nach eingr Helation szu suchen,die

afsehluss daziiber gibi,wann die mirve einen lxtremwert

-

) o
1 L du” + 2 H du dy &+ I dv
. 2 T du dv + G dv

e i e

atzgen wiyr

(3) 8 .7

av
g0 wird aus (2)

() (R - R it 2 (P-BH)f +6-RE=0
ir haben nun yf so zZn wihlen,/ess E(f ) einen “xtrem—

wert annimmt.Zu dem “wecke naben wir die Stellen auf-
gusuchen, fiir die
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ist.91ir heben glso (4) ngeh 7 zu dlfferengicren an der

@l eediyr kbnnen £l o fir diese 5 elle R

als “onstant ans “en bei der fferentiation und erhalten

Lamit haben wir in (4) und (6) swei Sleivhungen fur
| /nbekan ten § und Reidultiplizieren wir (6)

mit 7 und subtrahi yen denn von (4),80 Tolst

also arstelle von (4) und (6) anch (&) uné ()

botrachten.lanmit diese hetdan Cla ; - '
acnten.lamit dlese belden Glelchungon nack j suf-
1 &1 3 i.muss gelten

| E=RL PR
( ) = &

irT—f‘ L;—-;L'..-

8 diesc cledichunpgen nach ¥ aufldsbary sein gollsn,muss
b 4

der nach (¥),wenn wir mit dv mulvipiisiercen,

! Ldu+ddy Faun+Tdy
{12 ) ) . 0
{Mdu+iidy Fdu+ldy

i

Uamit heben wir in (8) und (12) swel Selaetionen
Houptkrémmwie und Heuptkrinm ungsrichtungen gefunden.
lie Gleichung (12) ents richi gensu der Ulelchung (32;5)
iz sehen also,dass in der Tat die Fordernng der exire-
malen Krlim ung auf die Heuptiriimmuncen fiihris

Venn wir nun die Heuptirfimmunrsrichtungen aus loor-
dinatenachecn einfihren,dann vercinfacht sich (12) zu

=

(13) % = 4 cos®p + B sin’p
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label dst ¢ die Neigung der betrachiteten Kurve gegon
ie iin intkriim uy .'.’i;l“j_f_:}iltl_lﬂ,genﬂ enn diassge Ai'{'.-i-f’unr-' 0 Bd&r

e
=

rd v ! PN A 1 B
wird,dann wird = = A baws %~~ LelaNn bekommen wiy

T

¢ Tl I e v - e e y
gerade die Houptlo timemngsri tungendiennen wir npn die

N e RO JRCRSI B o
rilmnung in dicgen belden Uiechturigen %- und % y 50 wird
hik 3z
' 2

- »

emit hebe wir das B U I © Bsche Gestz dexr Verteilung
der ~rfimmung a&ls Funiktion dex Richtung abreloitet it
diesgen Geselz missen wir una noch vertraus machena

enn R, und “p Gascelbe Yorgedichen haben,wenn also

ist,dann hnbhen wir es mit Qerm ellipiischen FPall a6 Hhn.

bledaren Vorgelohen,dann liegt

$36: Die HMititlere und die Gesussische Friimmung.

-

i '

(355 15

und H, aussurechen,¥iy wWissen,dass ®, und I, Wuezeln
11y

tben nun die Aufgabe,den Charakier der Glelchung
5 ) Bu eritennen,ohne uns die Niihe za marhen,ﬂ1

=

a L
vonn (35;8) pind.Schreiben wir die Determinente ais,

s0 wird

: c G i v p
dlwidieren wir fdurch R ;s8¢ wivd

(2) i (76 = F®) = (L6 + HE - 2NF) % I8 = H° = O
%)

Setgen wirx

(3)

—
Tagl
£
e
)
5
|
<
e
bt
Fe=
e

ung

(4) _;ELJhéggw- = K,
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so wird aus (29

(5) !

T

o
H
it
i
o 1
i
"~

B =+ =0
und H 5 A R Ao = . i o ’ o :
LG 1 17 :? 1O S Cr-” 'ﬂ.j. ese X (JJ_-Uin"-.'t?:;ié; slldljmuas’da

diese runadratische Gleichung in R normiert 14t ,8ein

R, »
(g [}
1 1 ¢ 1 1
\ J .--;1. i f .':_ o — ) - '-'r:"":!'-- = U
- 1 Tz 1
e oef

| —————

() (a=d(deds |

o -1 -'-ip

Hi

!
™ L

i

i

~

gn neant H dle mi ¥t ¥ lezrs friimnmung
nd £ die ;8 u®8siscehe Kriipmunege
ir brauvchen glso,wenn wir uns mit dsn Grlds en 4 und £
Tt explizite suszurechnen,Wiry

i
kénnen nunmahr den elldistischen wnd don hyperbelis hen

¢ sllipiise er rFall

E# 90 hyperbelischer Fall.

“ir die Asympbotenriehtungen ist dle Krilmmung offendar
nll.'ir erbalt n alse die Asymptotenzischiungen durch
dig sedinpunpsgleichung

7

__,1 L ‘I - 2
Apna=e p e minSs 0
:;'1., 05 i k| i.'-:-) 1 r;l -]

Pabei ist # dle Neirung dexr Asymphogenricliiung gegen

die Hauntkritmmungsrichtung.ius (10) folgt

1
&

/ 2
( By =2 R,

Das heisst sber,dass die Hauptrichtungen den ¥inkel
swischen den Asymptotnrichtungen halbierens

it
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Tat inebess dere

so bilden dle isymptotenriohtungen einen rechten Winkel
mitoinandurs Vars. ’1‘-W3.n'€152"t er,d&ﬁ-ﬂ fﬁi;};g_ﬁ_ e wﬁé&n
fsymptotenylcitusiren ausemnmen in einer dor Uauptrdchtunge:
Und demilt heben wir zurledch die ﬁuﬁﬁﬁﬁﬁhﬁﬁTﬂ'ﬁ”ﬁ
pvarabol schen Fallesir muss eine Heuptkrimmung vergohwise
dengoder auch es nuss diw Gauscische “rim oung verschwin-
densfs ist also nur eine Lsymptotenricntung ?ﬁrﬁﬁnﬁﬁﬁ@
Dae kan:n nun gang veraschiedene Typen won Flichesn reber,
well die zweite Hauptkrtin un, nech verschicdens Werts
ennehnunt kann,

Hageichnen wir den inkel,den cie Aﬁymﬁtﬁ%ﬁﬁ*ﬁiﬁs%j}jq,“
sen,mi¥ #,50 wird

(12) ﬁ?aw%

ungd nach {11 ) wird
¢ 3 .g.: 5t ‘-’:_ '.
(15) tg § = :} j{f’

sotrachien wir ciwa den Fall der el iptischen ITnadl
trix. s ist der Flficheninhalt der Ellipse gledich dem
Zn facken des ‘voduktes aus dern belden Lenptradien,
Diess leuptradien driicken sich aber durch dle Heuptkriim-
mungeradion guse- s wird der Flécheninhelt der Tllipse

(14) o= IZ/’ Ty By + const

Yenden wir anun aud die Ellipse sine Aclsentransformation
ar,so mues der Fifcheninhely erhslter bleiben,die Haupt~
rightungen reien aber in konjugierte Hichbungen Hbers

s wird

(1%) o= aﬁna%;?i?iﬁf’aiﬁ/?
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':"J{: rowendung --j‘ TR e - e t 1
vkl LONETNANTE et asusrose]chnety Riek

ehtungen,

o i RS S L it ere s o s = . .
lr wollen nun untersuchen,wie die Pundementalgrfs-en

o b 5 A 4wt AT | e ol e . = :
aich 8 ezlaligloren,wenn wir besonders sinfacde Koor-

, 1 . » 4 - TN VA T
donetensysteme wihlon,

T T e SR : - L
le )71 onnen wAr Zed. orhennen,ob das Zoordinaten

g e A 3 3 = R o= W ” -
HBYHT 8T T ho Fro e il dsk? is gllt dann offetibar

3
%
il

(1wile ':!"I B g

(2) oa )
chwindesn

e notwen -
B % 4 e 8

=P

&

e

el
L e

4

i}
ek 2 @

ig fHr Orkhocg

-y
&
bt
o

) ' i £ 1 ie n 1 [ I [ -]
B | a L na T en s 3

Ei

et

@
5+
i
-

2¢) Yir wol =en dgsg .gordinatonsysten 8o wihlen,dass
die Ceraden u=conet und v=const edn X 6 an Jjugier ~
hahe

a n wir nun gesehen,dass
whtwendis ost,dase die 2olprform von II verschwin-
t g

bo WE fi 3u £ konjuglert sgin sell,so muss plso etwe
i &
x4 1
S ’5 7 15.1 " o = e}

Jdotst haben wixr gls d- und o=Hichiungen die Eichiungen
g=¢onot und v=¢onst sz sshmaf.Fir erlalter alss sls

Bedinrung defily,dess dle <oordinatenachsen konjuglert

(5) o= 0

B.) onden K ridimmungsesrichitnngen
haben wir resehen,dsss sie gleichzeitlg konjuglert und
o mkrecht sucinander sindefe mmes also filr die Lxtmmungs

richtongen gelisn

(5) Pellel

Dern wird sus der Laussischern sritmmung nach (3634)

Lt

(1) % w22
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bas peht aber sofory aus der Entwickiuns fiir g (%551)
vorsUoxrt wevden die woeffizienten,ven denen wir

m aben,dagss sie die aupthiriin ungen b und%

waren,perade diese Urtseens 1 T

ts)hh By mptotenzicechtus g e n i Is sel

veConat mpiotenrichtung. e haben wir» nun die
| 1 yfandon
[ de di = 0
Daraus wird in unse:m Fal e
'f 1' ( S d -] i)
' e S
also
) L =

ann wird also nach (36;4) dis Gaussische Lriiomung

[
J = ———
s 1

o = A

i3

8 3 1 nd also a4 L % Asynptoten=
htangen nar 4a8nmn reedll,

o

o s B U 386 18 6 H &

rimmung
lenner von (12) ist

,
=
t
)
|5
@
T
ot
'
=
ok
o

i wolien unsere Yeberlegung i d.r¢ letzten belden

gine bestimrte Klasse von Ilichen,
auf die T raneo la it iensgs £l ehen anwenden.
iniuvrt,dass der Ortovektor sich in

TaW

(2) £uy) = plu) + 5 ()

Die geometrische Interprotation dieser Fliichen ist
folre de: Wir denken uns zwel Jurven s (u) und j(v).
fir greifen sus Jeder Raurve einsn.Punkt ‘heraus und suchen

den Hittelpunkt der Verbindungsstreckesiir batrachten
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uu..iL«,.JJ 8 givt eine
# s wenn wir von
iongflyiche eusgelen

riscle Doutung der Ty anslations-
fliche 45t fﬁ:geﬂde:lir denken
i) nnd denken dicde Kutve psrallel
7 \v) verschobenslann {ibor~
troient sie eine Flache.Und dann bekommen wiw dies Trens~
lationglliiche in der Fas urg (2).Das einfachste Brigpisl
i nslatiensiliche ist eine Ehens,

20%Y
W
& =
(3
- LJ
f e -
= ]
L3
(4, = 1
¢
( J =1

{ fad
AN > oy f\ / f &*
a My o TR o e Iy ]
(7 R S . - L i == : 4 Lir=—
= = —~ o
\

und wir erhalien fiir dis Fundamentalgrésaen L,H und H.

-

I ) L G reag > A
L) 1y m: 1I-I. P = = -';'ﬂ‘ gé:;"j;. ’é;‘lk }

S 1 g A
8- = B g \ &y 'y 4 7d
WUILC
¥

Die letszte Uleichunr bessyt mach den UeberXepungen in
$37,/ass die crseugenden furven suf der Fliche ein kon-
Juricrbes Hetg billdsne

When wir nan dic Sehar ven Irxanslationsiliichen,

die durch Streckuns sus siner Translationsfifiche her-

Alle diese Flichen sind Translstipnsflichen,aber yvon
vers h edener Gestalte.ble sind abey Hhinlich ﬁuaiﬂm”
und durch parallele Normsle aufeinander bezosenydshein
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e
PRIREL L e A b T

b x 03 . o Tamada o
=3 U . '.'.‘.'ﬁ:_:_, b el g &N

ben sind die U rmeals Vi

Sruen aind die U rmalen,aleec such die
e gm vy Aol e By e s - 1 e .

rentinlebener parallelsSetzon wiyr nuen insbesondcre

a0 behaupten wir,dess die Flichenin entsprechenden Punik=

ten auch dlc gledche Gaussische Krémmung heben.Das wollswn
wir beweiscen,
s igt
; &
I.,-I-v'. ::_.._J'__M "'...-

b elso zu zelpen,dass in entspre henden Punkben
gwelor dervartiper Iranslationsflicken 2shler und Nender
von (13) tibereinstinmmen.bas zelgt men nun so;
i der ctroecokung trits gogs L dey Yeltor ﬁ%@ sus I
der LaZior 4 4zha?a-$,zus&-.an'ﬁlso ﬁéégw f.ﬁ&nau_go:
et es mit den fibrircn GrtigsenedAlse ist in dsy Tat bed
pllan diesen flitchen die Us¥asigche Arim ung in st
pandend e unicten gleichsfe wire min edin Irrium,

ar zuse n,dagr in enisprecasnden rFupnkten ouch d¢ie

850 Torse und 4ylinder als Hegeifilichen

mit verschwindender Ugugoischey
FEriimmune .

enn man auf einer Fliche dlejenipen Xurven auisuchi,
die inkllen ihren Sunkten die Richtunpy dexr Asympbo-
tan H;hun,no neant men diese Xurven A sy mpt O -
A1 48 1 en Jlenken wir uns ein lichtungsfeld

rerebengdabel ist

; gL
(2) u = av

resotzt. ntor revissen &llgemeinen Voraussetsungen
ber @ie drei CGrossen Lyl und § besidst diese Gleichung
fnmer eing LOsung

0 = L&(V)

ofler

(3) £(u,v) = 0
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IS

Nahel 1Huflt also durch jeden runikt der Fls ng eineg
fnrvesiehnen wir nuan ein zweites Rontungsfeld ﬂiﬁzu,
duvol jed=n Punké der Fliche zwel derap~
0 denn offombar diesc beided Kur-
neterlinlen auf der Fliche wihlen,
Hhlen wir nun inshesonderd die seympltotenliinien, so

HWalte g 3=

also die Asymphob-nrichtunpgen als Parsmeter—

nlich i3t <5 nit den kenjurisrten Betsen.Venn

mkte der FLit he eine Richtung vorpeben,
1e und nur efne konjucierte daduarch daszs
e Q :'.-' "l'ﬁf"‘i BT

=y
a
L3
g
-
[
|~

%

hwindet,zureordnets Denken wir nun
e sarvenschar saf der Yliche gegeichnet and f_a\s_;:@ﬂ

|
-
&
(R
o
b
3

in Jedem Punkie 4ins fupe,und zeichnen

wir ein gweites Richiungefeld,ecine zwelte Differantial-
plelichnng,deren Lismng ein gweites Survensystem lie-

n e - e n e e N % ia
rte.len erhilt alse su je

(T

r farvenschay sine konju-
plerte Hurver arelns Oonue nennen wir ein ko a J u =
i rt e 8 N oat g sbduch dicses lets ktnien wizr
als tsremeternets sinfibyen,los argibs gewisse Versin—
e -hunger,von denen wir schon in §37 zesprochen habens
1+ wollen uns nuh die Frnge sielien: Womn verschwin-
g 4% auf siner Fegelfliche dle Gaunssische Lriim-mng?
iie opelflache wird die CGeussigehe «xlim uns nach

denol vergchwindet npy fir W = Oidan ist

nenh Lelinitisn

ihlen wir dile Form
7 (u,v) m;_;!ia) + vy a)

als Darstellung dor ~egeliliiche,sq - ixd
Lo | 7

(7) év/ v o !/

‘s wird nun nach (31;4)
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- ——

lgen {(B) wmird
g =qtn)
] J
“u =1 (u} + vay
vgoo4 sehon din 4 aufteit 8 v 4 . -
1 on i fv euftritt,kdnmen wivr es in dey Detexr-

iinante 4n Eh unterdriicken und e halten somit fiir 4

. p 1 ' !y
(','1 Moo=y ("’fﬁf!'}' Al

nse,die Licy auftritt,ist sber gerade
ier bel einer Regelfliche entscheidet,ob
zwel benacnbarte Geraden gicr gchnedden odér nic t.57
tritt ninlich ib dam Ausdriéck fiir den Drall im Hennew
aufs dr hat en je filr den Uyall gefunden

At
f

{15;12) T T sl PR,

;?ﬁ“ﬁﬁ
2mlt ist also bewile ¢n,dess die Causssche Krilm ung nur

tarn verschwinded ,wenn £ die Fliehse

i
i

ist,wenn slso die :lighe eins Torse ist.Non kinode aberx
auch 4 rerschwindeng,dann wiirde die Cle chung (10) nicht
notwendip fFolren ¥inneéns ﬁ'zﬂ bedeut=t anber,dass die
vekteren 4 irongtande Uichtuny haken,dess aleso die
erellliche ein dylinder ist. 3 gibt also nur dis beidéen
w1le ¥Porse und Zylinder.deim Sylinder miigsen wir dabei
den asFel als aigriung zuls sen,denn o8 kin Te

sein,dass die sfihrungukurve 4 auf 0 gasanvenschrunpli,
d

4
-
1_-
fis
L5+
:._J
-]
peee
o)
-
o
5
e
te

zu untersuchen,wann Gie Gaussi-
det.ten behaupte,dass wir auch

bei dieser sllpgemelinen Untersuchung nur auf Zorgsen

urd ALylinder kommen,las wollen wir beweisen.la unter-
scheider vir zweil Fillel.dir vissen,dasw die CUplissisclhe
Fimmung nur dans vezochwindet,weun eine dex belden
pupticrimpungen versohwindet.ls kinnen eber auvch beide
cersonwinden.idir miiscen slso swischen den beiden Fillen

unterscheliden,dass nur e n e Hauptikrismoung verschwine

s beided lauptierilmmungesn verschwinden.

detl und dass
1.) Eg sedi
1 Y
(1) HEREE
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Dar rintern wir une gn di¢ T u l e r e e h @ o

Rie FE) 1 1 s
(355 15) = r cesy 4 el sinPpa 0

T At S 113 ’ ¥ T b » :
Dabel ist 7(" e (in Uj_=ﬂ_r31 vont dex 136:1]338@'}-1"&65&!1 lurve
1l de ptikrlimnungsrichtungen eingeschlossen wirds.

tr bri ; nun die “etrpohiete FlHche mit einey Fbhene
gum wohidittealans wird die vehritilnrve cine ebene Dnrve
werdes mit der “riimmunpg lull,alse eine Gerade ,wie wir
such die itt - bane wihlen mBpen.ilao ist die betrach-
tete Fliche eine Lhene.'ir sehern aldo
e yra¢c hwinagoen b e i 2 inersw P ly =

3 < e
¢ 3 1 d up tkzilmmun £ en
ident i s - ieg % d % e P1l# che
{ - 3 8 1N 8 »
es) -8 8Bei etwa
e 1 /
(2) ~— ¥ 0
2

ik _-.j..._,__ P

+i.|
in dexr L hemung cines uniteg. iy fesgen nun die Riohe

T en Ins Auge,in denen dieg *rim ang extreme Verde
rijpp ung digt der VWezxg O,
g ikt 2lso eine Dichtung in der Ungebang des Punktes,

!
‘L
I
l'
-
!—o
3
ok
e
5
4
f_

in der die oxiim tng verschwindsb.lgs gild fir Jjeden Pankt,

rribt edin Dicitunpsfeld; as wlr inteprieren kin ens

m “uiikie perade

&
a : 1 N IT I = 1 '8 - L. T99 s 3 5
33 tentung haben,fir die -5~ = € isteliese Linien

noaogie rloichacitisy Ky izanmurnpeaslinien
und A & mmtoternsedrnien sindcas folgt

_ itTelbar, g - 1 strem ert ist,sind sie ~rihnungs-
linjiern,und da Jﬁ~1arﬁ“ ung IEmxemwEing verschwiandet,

vsd bt &3l A LQtL_IL_;_i;j_EII'JJiﬂﬁG (3.{3' r}&:ltﬁ T,i;‘:{anﬁﬂ'laf’t

bt Wi ders E j_l' nahen _.' o IE:" eBal Kzll’ dass di &

58 0L W4 1

A
[

lanotleinrnngs riohdunsen den finkel sweischen den Asymp-

tehbunrren hakbisrenesiun 18t dex Winkel swischen

voantotlenrichtunzen usso spitesr, e mehr das

den Asym:
‘arhBltnis Ro  yon 41 verschiefien ist.¥ir hetten ja

b |

1'):1

te 5 = +.-‘

nale

Ys wird also « = O fir -;-5; = O.ls fallen slso dle Asymp-
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TR o A ) 1 . . ) g .
£t I LT &0 und a 18 a0 '[;‘l\:_[ m u;fig:f.:'- I'jﬁﬂtlll':gen Z=

HEMITON

fuf dicsen Linien w = vonst variiert v.la es sich
unm crimpungslinien hendeld,kdn en wir die FPormeln ven

gdripFace anwenden:

+ R M = (3
v =0

iel un Asynptetenlinien wsadeld, i1t nach
vefinit on des N“pﬁjtq_strgirﬁpn-

LR

1 Cleichung (4) hess +t,da80 der Velktor ci:v carallel

& v

elktor s 1lst,die Cleichunp (5),<nss senkrechd
o
zu o 1st.la p  nilent verschwinden kenn,lann alse

vy
i
]

=
o’
cF

Laa kann man guch formelnmtsely ausrechnens Aus (4] erg

it
i

=g,
T
L
s

”
{q =
aies
cder na (4)
( "\: = U

a ist alse - nur ven u abaingig,lédngs einer Kurve
=ponst ist o also immer dieselbe Normele.las Kinnen
frasen: Lber betracntets Jtreifon lidngs der

Wiy apcl, 80 SEpn;
dicselhe Tenpential-

urve u=congt ist ebemsor het imoer
ollenee—8 wird alse die vesamthelit der Tengentidlebenen
e ar mit dem pranateT .

ine eincarametrive Lheensclls

Eg wi d alse

Wlucnenshilck wird slso ven eliner
agenii@ilt. 08 isi eber
ip.l.bamit habten

Unser LZebrac Letes
winpar&muﬁwi_an shenengenar el _
nur bel Torsen,ftenagn uad uyliud:rn_der
wir allpemein bewicsen:
versechwindges ang sinss FLE=
o h e | d i a Gasussische KEriinam *3 ﬂ &
s 4a%x s#is wsine TOEEA, S ine
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241 Frimpunssrichtungen.

Ly wollen nun nfher auf die Xrtmmunszslind s ednrehens
a woedlen wir suntichst untersurn en,wie die lrﬂ;“uﬁg$linien
fr > 5 &8t ionafliiekan verlanfen,line
aurve um eine Achse
vtiertedich boenaupte nun,dess die [Lriim angelinien die
rigisneuna Jreitenkreiae sind.labeil sind die Neridisne
ise definiert dle Aie 5 hnitte mit fhenen,
die du: i sg hindurchgehen oder sie senkrech

i aben mun Iriher gesehen,dsss zwel Extnm UH 8=
iien an ioselle jurve im er dansslben Vinkel ecin-
liessen und noben auch umgekehrd geveligh,dess,;wenn

an svel XrrEEm ctreifen,die zu derselben flurve gehiiren
i ¢ lengelben Linkel einschliessen,der eine

sstreifen ist,such der andere cin solcher sein
} dnnen wiy hiocr soford anwenden,

1

]

1
bt
i

tinlecbhbens gtolt boil der obetlonsfliche in
o ¢te genlire 0T auf der Ne:idismebehbe,sie blldet

3 Lt ce!l srtdigneberne elinen kanst=nten inkteledilso
i85t i ridiangtréiten immer ein ~rimmungsatreifens

iegelbe Jeborlesuns gilt aneh filr die Z-elfengschnities
abene bSohnitte,die mit der Tangential-

i p et o tanten Winkel eginschliecugns
wol ey foch eluen gweiten Sswels Lir disz e Lstsscne

tdiane und Breit ngehnitte Rrim ungsstesifen
rebhen ssl on,so milssen ihte ostreifen Dorsen sein,las
isel aber,dsss sici bengohbarte lormale dchieiden
. L ridiane ist das veon vormeherein klar,
- ranl. 2E2ESYsigiien whPun Jér kmxxm Tbene
1zeg sridians. Fiir einsa Breitonkreis pszhen aber siimt-

1ieohe Nermale durch einen Punk®,schrelidon gich also auoh,

anabms nater den Jptationsiliichian bildes ile

tan der “eridisne und
ivelten reiss unbeatimntelnd ebonne it ¢es mit der
1 und hen. sind also Flichen,bel denen in
dan Punlte die Ariimangsrichtungen uribeetimmt sind.
gcshelpunkten.s
2z ist die

0 o iFp ‘]‘
i orhebt sich sofort die rrage! telehe
kton bﬁstahan?

21t pller Fliohen,die naxr gus dabelpun

samthe
Wiy benaupten,dass nur “bene und Kupel solche ¥ldchen

gind.’a die fbene eine golche ist, naben wir also zum
he Fl¥cie zZn untarauahan,&iﬁ keine

i

BaWaiae nur sole
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Lr betzrachlien slgo eine Flig

e wnd anf ihr eine Kurve
mit der i rmalen Zelun sehneiden wir die Flioche mit )
ene,dls dureh £ geht.lan: ist,da die Tltfhé nar
aug dabelounzteon bestehen soll,jede Sehnittiurve diezor
leehe mit der ‘hene edine ards ungsliniesIhy ctrelfen
ist slso -~ Um pngsstreifen and muss ¢s such noch bleiben,
wenn wir die Hurve mit der Tenpeniinlebene Hopieliie |

2 mus: a2lso dis Tangentislebsne mit ey stimittebene
(inen konctanten winkel simschlies-en,und zwsr siren
re cten,cdenn ar lgt in den guerht betra hicten Punkie ein
center,ael nan P' iwpendein snderer Punkt deér Fliche
auf der betrachieten ~yih ungslinie,dann muss slso auch
die Lormele £' din Pl in der betraschteten Schmittebene
liogen<iag heiget nber,dass sich £ und &' gehneidens
seghmen wiyr nun ecinen dritten Punkt B vingu,mit der
ldgrmalen IV, an muss also ZY sowohl £ als auch 2"
hneiden, bag kann sie aber nur suf eine Veise,da wir
die “bene schern aus der Lejrachitung avggeschloasen hahen,

co milg-ern allc LoXumhlen durch sinen 2unkl gebhen.¥iz

zshen cs also milft elner lugal zu tun,tamit hiben wir
glso gasadg

b
I
D
;
="
ot
fio
[
=T
@
H
*=f
bt
(o
L)
)
w
i

F
(4]
o

@ -

s #ib4d hun sinen nerkwitrdizen Sela ven DUFIH dbsy
dreifach ort oronale vystemessstrachten wiy ein Systam
vian Fli 1,80 dags durech jeden funkt des Lanmes dzed
Lt nhan ceher ,die so beschaifen sind;dass ihre Tangenmiisl~
chensn sic) Jire 1t sehneiden,dann sind die Schnitt-

kurven.cic eine tGer dreil Flichenscharen auf den FlHchen
iner ender ol rawgse seldet, lritmuungeliniens

h wink-=-

d & n

- s
- | it
I -
= i
&1 =
I i
[ B
= o
.
=3
g @
=
ta
v
=
:"'J s
E B o

(¥
-

e
d 1 eh naeaTrwe s 4z Ly linmungs-

[y ]

(erhiltnisse sn dem Deleplel der
otat onsllichen wrliiutirn.le belrachien wir folpendes
wvatem von flichen:ble Fliche selbst und ihzye Yarallels

I=
o
&
[=
fod
a0
E
‘._
.

L .DUPTE: Devaloppements de cegnetrie.faris 1813,
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PlEnhes :Gu il y Ko ap eine ‘F,l_]' Sasy ‘t".'.'m.a.n'!':i_ﬁ, Ev;—.j;-t,:_.-;_ :i‘;‘,qtem
wiihlen wir diec eridisnsbenen und als drittes die

L

.'_-'Lg'."_.:‘l.--, die sridions dganlkraschd Qurochgphnejidoen,
- - A% a4 "y P v 1 s S - - | . i o 1
Aege 0 L wystene aouneiden aich da der Tat sritheoponals

9. Ltthurven auf d n Hotetionsfliichen =ing dig

Dat 8 m: o

inre und dic Zreiterikre

S L " b < E - E -y g ool e o = o o T
FERkzRIREy Sriam angsliniesn.lef den e

G yreln werden dreis
s relse -4 FEeugsndal: ne: CUEHES _'___r":.“:.t'tﬁi"l,f—‘;lﬁ-c: C‘Dﬂnf&l,ﬁ
rilmon rLindey ,J-.ﬂ in e '_'_L':'_(_:ité“‘:-l'_b.:__":i‘.:g i st ‘E oda Lini&

Alac wod_egn Wir die ‘erhsltnisse sligemein pntersuchen,
S riteveictor ekmes Punktes fer ochnlitkurve seil

888 die wurven uv=coast v=oonst
und w=const dis Iintereszanten sind.lann d%ilext plel die

ronogonalitit in dea formeln wis folpt ans)

- . -
3‘, i 2-”;'/‘ a B
= } 2 j,.r'v" m= {J
\ P Yt = Y

= gl wn die dritde durch u = comnast g

Addleren wir digss Grel uwleluouuagen,sy fo.ngt}

(o) Fo o™ Ko font Yo furr = ¢
srilolotien vir diese Gleichuny nit (5),80 ergibt sick

D vegleleh mid (6) und (7) ersibt sich dannn cnt-
snyechend

(10} fu gow = 0

(1) g gun =0

Hehmen wir zu dies-n drei Giedchungen dte Eledohy
(2),(3) und (4) ningu,sc folgt aus (10),03/

i
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242: Winkeltreue Abbildungen,

Fir wollen uns nun im Sahmen der bisherigen Ak eitungen

mit der winkelireueh Abbildung
unter i:men istdie A e hn il i
t d

befassen.lie einfachste

- L2 &l

L¢]
-
b
4]

iormad il on .ann gehir ¢ grogse Ligses

o2 Inversionses
T ntlonen intere-gleren uns,ds sie auf

* i d W g an urr b . g o i . - - =
~YinZipliecad beruhn Tu,..l..[’;t 80 N wie rergde dig Inv;"?_"
rhonsn.line Iaversion ist allgemein durch die
yrpationsirlel hunzen gegeben:

N M
(1) ¥y = —x
- Pl

f
——

Liese Abrildungen sind winkeltreu und filnren die
cansnmthelt dexr -venen und cugein in sich fiber.Damit
igl netirliich nicht pessgs,dand Fbhenen wicder in Ebenen
ngeln in dugeln ibergedliityt werden.In der Ebene
1t=n dieselben Verh linisse fiir Geraden und irelse.
vgs ist edin uonderfall des rimmiichen frob.gmes,denn
veraden Und ereise sind die Schnittgebilde von Zbsnen
und ugeln;
ir wol.en nun hewcisen,dass dis =inzigen Abbil-

dunpen,welehs die ¥imkel erhalten,disjenlren sing,
welche die lenge der fbenen und lugain in sich fiber—
fiihrt,dsss also,wenn ich von siner b Ldun

in sich weiss,dpss sic winkelfreu ist

%, h puch 30~
,iees sie die Gessmtholt der Zugeln und Zbenen

in sich diberfiihrt.

In der “bene gibt es gwar eine grosce 2 nigfaltig-
relt yvor winkeltrsuen /bbildungen,im Laume hirt diese
ennirfaliigksit aber aul.

wir pe.en gunichet sofe i,dass,wenn wir aul eine
Flfic.e sine scle ¢ Abbildung susilben,die Artims ungslinien
erhalten bleiben miis en,denn wenn wir ein dreifaches
Orthogennlsystem transformieren,so muss weren der
Winkeltreue der Abbildung wieder ein splengs gich
errebens

Wenn wir also bewelscn kbnnen,dass sich 34&& ?lﬁﬂhg

in oin dreifaches Grthog nalsystem einbeiten 1iest,so

itsesfrans s«
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1N
] g " ¢
{?,-,; wr Fir B
{7
i ’
i }J A P e & Y
7
T2 -
L IR . o 7 el W
v “ A !

lahie 2o STERT aulger; 7. und 7~ esenkrecht.Diese dred
0 v igge gl 20 +tn ein G _}:f’,‘}"_ & li 1:.{;\*;’,?! - - 1.3,.0: linﬂﬂr

iz hebhen es olso in der ITes mit Srilmangsliinien cgu ot

laag? atz von DUPTN erschgint guairchst sehr merhkwiir-
dir. an ktsnn doch offenbar rmang willkiivlich #Zn difngy

begtimen,die auf iur senkrscht

atal tslhre Schnittiurven sind dann irrendein System won

12 sn dm  sludessw diesen snrven kann man nun doch jewsils
o thoron len . bBs en wihlensoans hilden diese Ebenen

zurammen it i beidan [ldehenscharen e¢in System won

dr i tungannlen FlHcheonscna¥en, Jnd des gsheint gang

1likklicli *h =26 argoirien g ng
1] 1lcfi =1 gy BUPINgche

ai meed Soheren won Flechen ilst es swar richitig;dssa
var dp willkilrlioh Urthogonalitit vorscuraiben kann,ohne
dmsrn si h crfimeanpgslinien ers-ben milssongVenn es s1i¢h
sher Ll r24 Fl¥chenscharen handelt, dsnn men sich den

&5 Klax wmachen: Imyeh jeds

v
pia
ot
2
e

=
d

&
oot

[

pummid: % el ean L# elisneleonent hindurch,das duzrelh
nn't eing tiehtung regeban ist.la ist nun aber

‘me Unters heidung wichiigeSolche Flichenslumende
srapchen sioch nicht zu FlBchen zugsn engnaschliassn.
gnr men in jeden ‘unkie ein solehes Flrgh nelensnt
hefestligt und nach der Fliche sacitg,die von diepon

“anenelenenton pebildet wird,so ist das frobles im
allgefieinen nicht lisbar.’s missen dasu rewisse Sedin-
rungen erfiillt dein.Und da sind rernde diese DUPTHschen
Ludiﬂw-ﬂg? notwendig.und hinreichend.is muss Be,
WY ;Lf.tﬂﬂ einem Element su einem venachbarien tbexr—
sohon;die Charakteristik als Ea?tsuhraituﬁﬁﬁfi?ﬂtuﬂg
srpeben.ind das izt im allgemecinen niciht der Falle
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onittiurven die Krthis
dbergefirt.Uas
vsvektor eineg belie~

‘chiayd @ar Hormalen—

er eine Torse,eineg abwickelbare Fliche,ilachen wir dss

mit al en Arimmangeiini-n der einen Schar,so bekom en
L

wir eine Ochey von

forsen,dis sweite Schay err/ibt eine
andaere Torsaenschar.Und diese

beider Torsenscharen miis-
3 senkrecht aulfeinander stehen,denn

8i- mtehen dm
Etet senkxyecht sufeinandcy,und da

o
ot
fed

]
i ]
o
o+

=

.
rd
=

H
Al
-

i
b

Torsen entlang ihrer rgsugenden inmeyr dieselbe Tane
gentislebene besitzen,umiissen sie sich l#ngs der ganzén
“rzeugaenden s-nakre Lt dorchschneidens
hun miigs n wir noclh eing aritte Schsr angehen,die auf
don beiden ersten senkre nt shehtsZu 41 ser dritten

M A

ier mu » of enbgr dieg FlYiche gselbst pehtiren.kils diesse

dritte Jchar wih en wir die Perslielfifichen der Aus

(3] ? =4+ n
Wen  wir zeiren wollen,degs die Tangentislebenen dieser
char sen reoht esuf denen der beiden ersten Schar siehen,

¢0 bresuphen wir nnr gu goigen,dass die Fllchensbhsy

(%) puf £ senracht etentofiun wird aber die Iangential-

chene dieser Fl¥che sufgespsnnt von den beddin vektoren
y, und “pe.ilenn ich also zelre,dass

o !

(5} Sy 5=
i

@)

o bin doch Tertipg.Un drs zu galgen,differentiiere
} nech u und nultiplizisre mit Zf.lenn ergibt sich

e~
o
S
I

;,;H ] ( é_-’v‘ 2= N '_. ) ";

I 5"‘4 +n '_.‘ }:uz U)

da 7 senkrechi 4&&11&‘1;‘_;(;s unf gu steht.
DiPferentiieren wizr (3) nach v und multiplizieren
mit 7,80 Tolgt
(7) £?¢=(¢{y‘ * 0 E) &
= §:g% +REE, =0
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Alase gind in dar Tat die bBeiden
grfillts ilan

Grthnegonals

Sleichungen (4) und (5)
kann elao jede Fliche in ein dreifaches
stem einbetten.lemit ist bewiescn,dass dis
winkeltreue Abhildung 4le Erfimntngslinisn erhflt.V¥enn

nun aber Srfimmungslinien in Srlim vngslinien idbergehen,
so milcsen euch lisbelpunkte in habelpunkie bergefiihrt
werdetisInigbesondere miis en also die F #ichen,die nur

pus Mabelpunkten bestahen,in slch Ubsrpgehen.liun haben
wir =ber bwwiesen,dass dile Gegamthelt sllezr Flichen,
die nur aus hebelpunkicn bestelien,die Gegomthelt der
ugeln und Shenen ist.Alsd gent bel der winkelireuen
Abbilduns die Gesanbhelt der lupeln und Ebenen in sich

tus dicsem Sefze kann man elne wichiipge Folgerung

[
{423
(5
5
-
i
ot
0
=t
s
[l - =
o
&)
o N
I -
[
b S
o
. B
oo
W o
|

Jieszen Setz wol_en wir kemwkemxx aber nicni bswelsen.
Loy uatz,den wir damit bewiceesn Leben,ist als Typus
nteregsant.iir haben uns bel den bBisherigen Eztrachtun-

e
N

nur we die Gesvslten und nicht um Inverianzelgen-

,_|
-
ey
*

:{ v en pekilnmeTt.
seis-iel guot die Iangente elnezr Furve in die der
diurve dbor,ebenso die Inugentislebene ciner Fliiches
rann zeigen,dess ebensc dic Charekteristik eines
Siypifons in die des Bildstreifens Ubsrg Rt bel pro-
rtiver Irsnsformation,und dersus folgt vweiter,dass
die ronjugierten Hichtungen elner £ sroche bel profektiver
Pyansformation wider in solche ibergehen,denn sie sind
durs cherekteriken igenschalien definicrt.leraus folgt
such,degs bei projektiver Trensformatisn die isymploten
in sich Hibergehen,denn sie sind sich selbst konjuglorts
Ies sind Blles schon tigenschaften,die konservativ sind.
Pie driimmunpgslinien =sind gegeniiber der projextiven
Treneformation cprEExyREixz nicht kouser ativ,aber sie
eind es pegeniiber der Gruppe,die aAus Achnlichkeits-
traﬂsfqrmétignen und Inversionen bestelds
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Lo
&

; z
»

-apltel: Die sphrrische Abbildune.

'dr wollen uns nun etwas cingehender mit der abbildung
Flacl cachitftizenywenigatons soweit es mit den
bwickelten Witteln méplich ist.%ir werden dann

gpitter,wenn wir die Theowie der peodiitiscren Linie bis
elinem gewistcen xade hivter uns hadben werden,auf diese
Tof suriicklconmen,

on Tundrmenticler Dedeutunpg fiir die Differentislpeo-
etrie sind die sflivrischen Abbildungensiie werden uns
gniiter bel der Theorie der Yerblerung der Flichen welter

Bet =inex sphitrischen Abbildunr wird eine beliebige
Pl eche auf eine Jugel abgebildet.lan kann dun von vorne-
erein sich auf die Abbildung auf die Einhéitskugel be~
riinken,w il dacit die Abblldung sufl eine beliebipe
wze: sofort repeben igfslnd zwar gesoch eht diese Abbile

Ta

dung &n dex ise,dags dle Tnngentislebenecn in entspre-
der unikten der Fliiche und der Cinheditskugel din—-

[ 423
]
£
-
|
i_;
ik}
I
7
O
=
fend
b
[
5
B

a orien,dass ent-

i e mde Jun te durch pesrallele lormele sufelnsnder

bezmorpen sind.Und de sehen wir sofort den Vertell,den
bhildung speziell suf die Elnheibs ugel blateti

.8 ann sien dann die Abhiléung so vorgencamen denken,

-melenvelkboren £ dexr FliHche,di¢ Ja lumerx

o
/
e
i
ks

als Finheitsveltoren vorasuspesetst sind,von einem Punk-

tetdes Taumes aus antrdgt.lann fibsrstreichen dle Iné-

unks so abretrasenen Yektoren aufl der IZinheits-
rurel ein F1l oenenstiick der fureloberiliiche.

se Abvildung ist nicht eindeutig,denn su ednem
unkte cer Flic e rellirsn pwel dismetrel regeniiberlile~
rende unkbe der sugel,naber sle kenn sofert steti, ge-
mpoht werden,wenn man ven der Abbildung eines Funktes
he wir nun gr der sphiirischen Abbildung galbel
konmen,wollen wi inen ellpemeineren Veg ein Stlck wiolt

1 OLTEIS

£A%: Aibbhildung einer beliebigen Jl ohe guf eine

e ——

vauvexe Fliche.
v

“iy betrachten zwei Flichen § undjﬁa.ﬁan der Fléchi
] p - = be . o]
§, wollen wir vorausselzen,dass ale konyeX iste
(5ie¢ wird im nsichsten faragraplen zur-llﬁhﬁltﬂkﬂgﬁl
warden). s soll also gelten

(1) 1940 - Haﬁ; 0
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wobel die
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oberen Indiges bedeuten sollen,dnss eg¢ gich

rentalgrissen Jder Fliche £0 inndalt,

G
ir bilden nun die Fléche § auf dde Fluche @n
zwar go,dases die Tonrsentimleber n in entsarschanden

'IF"T“t'E' Vi3 3
Fl#tches
Zunic t

a

311 e

A ez

-] = T e

Qt f _.f"'
o1l &3

{23

(=

\ D)

—

Ich behaup
retin Vo
ot ezt Lo

11h¢ d

o] ad
[ t_
[ar van

(%),80 mus
ben ,we
) in
gli
(2) ung (3
dna 119

seien

yrade vorausgesetats

nllel sind.Die Ortevekioren suf den beiden

o

f’urd,g »

‘en wir neeh dex geceinsamen konjugierten

puchien g¢in furvennetszs aul E und ﬁo,rlas auf beiden

ichtungen besteht und das
aufcinander abrebildet wird,lie Tichtungen

metzes milssen die lolarform der zweiten Fun-~

rnanllieren, s muss aleo,worn wir 4ie beiden
tungesrichiuaren mit @ und begcichnen,relten

te nun,dass ¢s in ajilpemeinen ein resllse
ichtunsspaaren pibt,das disse "ipengchafien
eine Verallremeinerung des Satzas
niensta hatten wir fir die Bedin-
171§ ¢ ,I'" = 0 ein reeclles LEsunge-
Lehtungen gefunden,well I' positiv definid
wir mun die Bedinpungsgleichung I'=0 durch

sg sich sbenfallis gin Ibelﬁ &5 aﬁsuﬁf;pa&r er=

aur I positiv a:

EJ
e
e
oo
F“
c'l-

Und das haben

iele reelle LBsungen der beiden Cleichlingen

1) erhelten wir,wenn die beiden :ormen IT'
inander pronortional sind.lss ist ein Ausbahmefall

nilreneinegn kBanen wiyr nuy scin relles LUsungspagr

4y wolien non das pemeinsame konjugierte letg,;des~

gng je nun pesich rt &st,ale rarameternets

fitLran.uand die Ableltungen fh und ;2 betrachien,

i der ekt ren gpannen die Tengengtialehens der

T im Betraohteten .unikte sufsDie ist abex paral-
x

Tengantialgbene an T° im gntsprechendan Punkte.

1)

L mern

analogen Saty ribt es much fiir die erste Fun-

damerntalforn. Jort hacdelt e¢s sich wm orthogale Richtun~

£

e
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(4) 'f”zﬁ{ﬂfaf&'#;@-,"

——
\5
~

;"}» = % ’3,-“" “ Bl
In (lesen Sleichunren steckt also dis orthogonale Ab-
bildungelun kincen wir noch snwenden,dass wir das ge-
mednsame konjuzierte Hetz als ‘arsmeterncysz gewahlf haben,
Heoh den Ycberlegunzen in 31 folst aus dem Verschwin-
den wvon IT' Il & O,.Fa

= Ja

mugs also ffix die beiden FlHchen

(i

F
M
<! ]
&
S
It
e
i

(] r - L r =4 o
( J ) v 3/# ) | g’:r = N
HMese lorneln wollen wir png merksn.

ir multiplizieren {(4) mit i, und (5) mig £ b

oder weren (6) und (7)

Je}lu
i Fo I{
{T&) 1 zl".{? = D

und {4) und (5) gehen iiber in

(13) gl # ="
z F]
(14) g <

g is%t also der_vgktor L parallel zu.gﬁﬂ und g5~ paral-

lel su g" «ls 54980180 die Flichennicht nur durch

parsllele Tanrentialebenen aufeinander abrebildet,

die konjugierten,sica entsprechenden Hichtungspaare

in den beiden FlHohen sind zueinsnder para.lel.
Umeerehrt bwhaupten wir nun den Sata: _ 0
Gegedben sel eine Fldche E_ .

dis wanwvrex LAk sl wime Fiis
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i

¢ e d,aise m i

s
I
I-b
o
W

eEngegebenen 8 ez2lehunceg 8 eh %t ,
ann 8 1in d d ieg Tangentis e b e~

n e n i3 entsprechenid 0 -

t @ p @ g L1leld ,nn d dieg e n -

8 0 e thengdgaen air amet I e g

o
i
H ek o B H o M

%
u
&
.i
0
31
o
o
=
o
o=
=
i
=
@
‘.}.

Lie erste Behauptung ist triviel,desn ¢ie Tan~
rentlslebenen werdsn durch % fv einerseits und
durch :;Nfgvg andererssits aufrespannt,und die Vek-
teren sind nach (13%) und (14) parallel.lioht trivial
1=t dagegen die awelte SLshauptung.liy bewsisen sie
suf folpende .eise: Uiy differengieren (13) und (14)
nach v bgEw. u und subtrehisreni

=
o SO o s ¢ 4 v A
ko= Pow B SR G L S8 B
o " = y [f g f é’;” /e

oder

d.lie die Vektoren f;,,g%f1xu;j¢f sind linear abhin-
' el

I's kionnte nun sber sein,dass

\?‘?) o = 7 = = A= 0

ist,dann ist die Gleichung (i%) identisch erfiillt und

e Gleichung {16) kann nicht aus ihr pelolpgert wer-

4
KL
den.Uobaer diesen conderiall hsben wir uns &n informierena
(17) basart

(18) o = 4 = coust

also

(12)
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Lie FTlichen sind slse einander fhnlich,und dann tst

die Pede davon,dass u,v eln
conjugiertens ety ¥ilads

in dey Tat nicht mahy

adll e

ad ¢lne snders Hemarkung wollen wir hier noth ein-

s G ikt euscer en penanniten noch mehrere Tléchen,
welehe éi¢ richtlre Pelation zrfillien.Betrachten wir

lich die F1# g
[ 20 } o= f".’;‘— + m 5 e
/ 4 Fk

wobei 1 und m Konstante sind,dann gilt

= nd des also din der Tat FlHchaen,die in dexr rich-
tiren selation zueinander shehen.ls sind sber nichit
gimelicl eigegntliche Flichen.,Ain gewlssen Ufellen simd
ingulerititen vorlagnden.ls dst

a muss glso ¢ £ 0 und sntsprechend such % £ O seln,
da weder undé ?O,ﬁaﬂh Loun@ LT verschwinden konuen .

S omu elso guch

(2z) 1o+ m £ O

sain.Un etwas lHenss zu bekxommen,werden wir also nur

die einpsremetripe Flichenscnar

2
{25} :‘;. -_—5_.-"~ -4;.?'

untersuchen,wobel

(26) n = 2

jet,dese Flichen sind in der Tat nichi glinlieh.Aber

auch bei diesen Flichen kemoen noch sinsulerititen vor,
nfimlich dann,wenn wir n so bvestim- en,dess die Unglelichung
(24) nicht exrfillt ist.
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S44: Die fbbhilduns einer Fl¥chs suf dis

Pinheitskupel o

Dle bisher entwickelte Theorie ist in vellem Unfenge
hbildung einer Fliache suf die .inhuitskugsl.
! so {7 als "inheitskugel zu
wihlen.as xionen wir,weil die {ugel eine konvexe
dliene iste.fuch da ist die “xiatenzs der Schazen uo,vo
cailochertyderen paral ele bcharen uc,vo avf der Hugel
konjugiert sein milssen,Tch behsupte nun dgss disse

en u=congt wnd vsconst Lrim anr linien sind.
ag lat lelceht Bu bewelsen: Auf der Eugel sind die
sren ul=const und v%=const orthogonal zueinande#,
denn auf dexr urel ist orthogonsl undé konjugiert das-
sclbesetracnten wir nimlich aufl der Xugel awei Punkie
nnd ihre Tanpentialebenen;so schnelden sich die beiden
edner veraden,die windschief zu den Verbin-
f dey beldsn Qunkte der ‘ugel ist.llese
Lehnittperade pent in der Urenze;wenn dle beiden Punk-
in die Lherskiteristil {iber,anfercr-

geits bleilt sile ¥ seickrecht zur Forischreliungs-
riclLiung« lso ist auf dex L{ -1 in der Tst eoritilogonal
r

d kenjugliert rlelscawertle wird nlso unser kon-—

Juriertes igiz zu net sel dsxr Kugel ein Helg veh

|

nil
ntungensliue gind aber die lurxven des
e Urdrinslfizche parallel ga denen guf
upel;also wisd dme lets suf dexr FlHchz sus
golcehen ‘urven bestzhen,die gleichzeitip xonjugiert
ard orthoronsl zind.Und des sind die Zriim ungslinien.
0

I8 behauntoen wir nun,dass die ¥

] 2
(1) s o
e

40 fde Formeln von RODRIGUTES dtbergehen.ind desr Tat-
garhe,dass wir es mit Spimmmngsstredifen zu tun haben,
+alrt sofort nark den Ugbexlepunson in L2z

-
v

v i i)
o ¥ P P
r,? ¥

a—
25|
RS
it
o

(3) 27-‘/”"46— g;, =2
Ungere Sehsuptuny lautet

(4) PR

-,
|

(5) o Ay

Zum Beweise multiplizierwen wir (2)-mit§@:
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R 2 L3 =G -

4
o K o £ e {
g S Page T N

oder

" o
(7) ok L
/ = ———
/ 4 ‘

ir haben nun friihey sbgleitet

B I 5

ctrachten wir nun die linien v=const,dann wiré

anr

i
o
P
—

4
o~
s

=

erhalien

1 L dg- P
- = i = —
[

i B dn

= =3+ b =z o =]

z ents; end Tindet may
A

\ ) Lo =

Oann wird sus (2) und (%)

ir haben schon gessgt,dass mit den Flichen 5/(u,v]

auc. die Ysrallelfliichen

(10) 3 t‘-i;v} 2 ;:',/ (u,v} =1 E(U—ﬂ'}

e Detrachtunpe sugclassen werden.oniissen.vir bshaupten
nap,dess siec desselba sgphilrische Lild ves@tzenslas

16t anschanlich sofort klar,denn entsprechenden Punk-
ter der eingelnen Flich n entsprechen ja diesedben
Jormalensiber auch rechnerisch folgt es sofort.lus

(10) folgt

(11) Ju =fe 8 £
und aus (6)
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7 R
u gang entsprechend folgk
(14 v % nl w

sind also dig beiden Vaktoren j. und jo proportic-

el den Vektsren - und Evudu sind also dig Tengential

benen parallel.iarsus folgt,dass die srimpungslinien
aul der FlHche g parsllel denen suf der Fléche 2

Ty

sind,nur dass 2, baw., I, durch (.1uni BET.. {ig-n}

zt werdensLae sphiivische 2Bild bplder Flich-n i

aggelbestir werden Iir diesen sachverhelt &piter einen
r durchsichti en geometrischen Grund sagebens

lieggt nun nrhs,das VerhkHltnls der veiden daupt-

ungsradien auf dem [léchen gu unlerpucihish,cltwa

[}
b
=
i
=
o
!
4

1fische #ber,go haben wir

i i it ; ;

des Yo lLindig o= gu hetraecnien.lspken wir uns ins-
dondere eine Fi”ié:ﬁ Plicle,bed der alse Ry und 32
ssalhe "orz iri labhen,wohei etwa

(1%) R, & E.7 (

sei,dann sehen wir folgendses: Sind 31 e
=leich,so hebern wir es mit einer FlHche zu
Apr sus kabelpunkten bestsht.ba wird also aueh die
mrpllelfliche nu sus Nabelpunktsn bestehen.

Ist sber

und lassen wir 1 etwa wacusen,dann wird n einmal so

Fro -8 wWerden,wie delr kleinate dey beiden Lrilmungsradlion,
Debedi pebt der OJuotient pegen o= .lann wird,wenn n
weiter whohst,einmel &, erreicht sein,und der ‘uotient
het den lert -uli,@snnhanew wichet der JTuotient wicder
und konvergiert resen 1.

w47 wol e run noch sinige weltere “ipenschaften
des spuirischen Sildes untersuchenss liegt nahe,
dns Borenelement,dac bei einer gewissen sphiirigchen
Avbiloung euf der Hugel suftritt,azu betrachten.
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fis jetet haben wir nur dile Didferentialformen

£ T

i

4
—&g@szI

hatrachtetiian fihrt nur rélegentlic

h nine dritde
Form eimn:

(’s".f} as" = 1II

Mmlich das HSorenelement gsufl der Tinkheitskuzmel.:ls

et An diessn dueammenhanpge Sinngdavon zmn sprechen,weil
ja diescs Bopensletient imfier ani eine bestimate sphi-

P ildune beg gen j=t.dan sefas

(18) T = @°° = ¢ auf 4 2 f du dv + g Ave

ahel ist also
2
{1 \ o T
0
!‘:_'_;.‘} £ = '“___‘,'_
g21 i ‘::
Tanit labe iy ain neues Griigsenirinel gewonnen,
Geri der beiden Tormen I und Il und dieser neuen
arm begbsh mn eini Begishungemn:

le) wir wolion die Dberfliche der Zinheibskugek

1ennet.Jins wird offenbar
(g2) el =l feg = % du dv

io bei Jeder Fliche,so dlet auch bei der ECinheltskugel
io be Jedel j
Noheninherral anbhiEngis ven dex spegiellen

£
[
5 f it - N P 1 Al da ST e
cahl des Larsneternetzes.iul anserss Pliche ist ent

e
£3

{27) _|r T f/;/“ G - F° dn v

biese Boiden Oberflscken (22) und (23] wol en wir mit-

; » " T At e o ) i |
singnder versleichen.ia sie unabhiingis von der Wehl

der Parameter sind,kbnoen wir das beoquenste reranster—

1otz nehmen,nimlich die Cesmeuncelinien,Fir wihlen

Lk

also u=const und vs=const als Lrimmungsrichtungels
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Aus
(8}

¥ .|
G

3.
e
&

il

(9 g v g6, w0
1 0L L

g I
) e e L=
: L 1% -
G¥ T "u
and
i o .
.{ 3 (\: r d
A &= o 5.
oA &3

Ladurch,dags wiv die Iriimmungalinien als Peransterlinien

gewlihlt heben,wird

wobed £ die Uaussigche _rimmune ist.lenn folgl aus
(22)

(50) L -:{j.w g :j/.Ii[ ¥ du av

T4 wiagen nur,dess die Jaussiseche Iriim wip suf der

+

1Yohe edirien gewis en kleingten und coinen ardasten
{mmb."ir %wBn en also sine mittlere UGpugsische
Tedimmung £y die betrachtete Fliiche snnehnen,so dass

L4, = x| J) wanav = X L2

o)
poi
g
o]

e

(31)
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dren wir das betrmchtets ¥Fli henetiek imme? kleiner

dund,so erielten wir in der Gugnse
. II'-‘
(32) Iim itk = |X]
e gy
igge Bledchung zibt oine interescante Leutung fir die
ausgieche Lriimmung:
D @ T et rar a

& T a8 8i8¢chen

' d em
erungesverhidlt-
nig b e i d e v E ph#Erisochen

=]
B8
e
=
==
(6o}
e oF
o]
il
s
(=]
s

wn
i)

‘s wire noch gu iiberleren,was sich im Grengfall
= O ergihi.lann muss das Verh8itnls auch verschwin-
enelas ergeheint ung als ginnlos, ist eg abar nicht.
iner Torse sm fun,also
it einer abwickelbaren Fliiche,und deren Abbildung
anf die Sinneitskuprel ist teine eigentliche FlHche
resondern eine Karve nuf der EDinheltskugel.n
genran ft nlso denn das sphvrische Bild auf sine &Gppsl‘ﬁ
yrohlsufene Jurve susgrmen,nlso wird in dsr %at dey

shen nun sher nur wit dem Betrage der Gaussischen

riimmun -aarbeltet . haben also konvexe Flichen und
a4t =1fllchen eay nicht untsrschieden.llas ist sunichst
ctwas unhefricdirendl./ibeyr ee ist bel Uchorlegungen

inhalt immer so,dsea man das Vorseichen

Tog inte gnterschliigt.Vir wollen nun aber
doeh untersuchsn,wie das Vorszsichen der Uaumsisghen
Crfimounge in die sphfiriscle Abhildung dinelnsplelts,

s1n (5) und (9) ane

i den wde sehen wir ans die Form:
us ihnen folgt
= " .
{‘ e < = e T

4
i ———
(34) Ml ¥ £

s - 4 s
Fells die Saussische yimmung positly ist,milssen R4
ana dagsselbe Vorgeicaaen Laben.bas hesagh ghay,

2 7 ! N
dasg bei der Avhllaung dg¥ Umlaalsinn ezhalden blelibt,

negativ,iaben also L1 G h? gntregengesvintes
Vorsoichen,so bekommen,wenn g BAG #%- dasselbe Vor-

a v Npen— 5 oo 1 - .'|' i ic:i’ @ﬂ
gaichen hdhen,Fu und &y vers hiedencs (0sZ8LCHEN.
Wir sehen also!
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e i &8s i % ivax G an 8418 och ax

g m

1

=
=
e
&y
=4
L)
]-
o
ok
=
i
H

=
o}
’

=

e
471

(X
B

n ol

2
~
e
14
&'
=51
2

der
I‘h&l-.-
-4 B oE

&
|
-
wm
=
b
i
o
{25
i
<
==
2
o
F
3
L

w i rd 4 & ¥ J M -

oF
o
fxN
&
2=
[
o S
5 =k
.
W
&_._- b=
e
F =]
o
o B

- 0

g hel negativer Coumsischer
im ung - undé dig ist im Sattelpunkie js vorhandan =

Wir wollen uns etwsa an den Beispiel einey Ssttel-
8

der Unlaulsine bei der soh#rdschen Abblldung vmpes
' rt wird. etrachsdn wir den Punkt A.In iho geipt
dig Kormals parallel gur
sglolionehens nach rechtg obeny
P n g pues alspe des gvhirische
Bild des Punkies & reohts oben
£ der "inheitslhugel liegen,
Im =wankte C geipt disg Hormale
sus dexr Leichenebene nach vorn
herans und gwar nach rachts obens
s mucs slso L' auf der dugel
vorn rechts lispenyusweian
srkennt slso sofort;dass in
der Tat cer U lsufsinn desr
urve unrsdrent wirds

Ak

2.} Mnen gwoiten Zusamoeniang swischen den
rdgsen der drel Fundepmentalformen wollen wix
nur spndestungeweide angeben,well wir gpiiter noc
n werdens' i gehen von siney k-

rlichen Jcke mit vier "Katben sus.huz solchen

ean ,wens sie hinreiochend klein cewlhlt werden,

mar jode Fliohe aulbaven,lic Lesshestimmungen einerx
sol~hen Seke sin? durch ihre BSeiten bvestimet,Die

inkal gpielen eine untergeordn ? lollesduch darvanf

e
i
[

warden wir spiier noch einpehen

1) s ngndelt sich um 4as 29 BETEER
auss,in weldchem duf Jﬂ&ﬂhdls ceffihrt wird,dnss

arlla

die Gansesische Flimmung

s =

nur von der ersten Fundsmentalform sbhingt und nur

il

cohcinbar von der sweiten Fundementalforms
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dued Leken werden slso aufelinander shwickelbar sein,
wonn dle Sclten pleich sindslie Uinkel i8nnen dabedi
& verscnieden sugcehens. as ist nun das sphirische
i11d einer solchen Leke? uss gind vier Punkle aug

der Lin slitskugel,wel:

¢ den Loten suf die S iten '
2 enteEprochens.verbinden wir nun diese viewr

&
-

reiabiren,s8o erhelten wir ein konvexes

| wE Ty B
: : '

» |
i _,J‘L Lﬁ I}.,__———” ‘Q‘k
r i .:1?.

olyrons“Hhlen wir 8ie Ecker hinreichend flsin,und

hanen wir die Fl¥ehe aus dinen suf,so werdan dis Poly~
one dmeer klelnsr wnd in der Urenze bedecksn sle
kontinulerllicl dle Uinheitskurel au sinem Teillsde

alten wir din dev CGrenze gleo penan dee sphilrische
dd 1o er Flishe.:Tir wigses rpan sus dAsr aphirischedn

Trirgnomctrie ,dagd der Inalt eineg Sigslviersckes
sich gue den winkeln 2llein bestimmen l#tsst.WHbhlen
wir nen die Ecke go,doss A penen voOu

.

Fenan

. ¥

Inhelt des gohiirisghen

lezg suzhh der

11Acs nnd i den Seiten der Eaoke abhilfingsr ,denn dex
1 Tedi ¢ ist ~ledich dem Supploment Jer enfaprechn-
ites- n wir nur eine Eoke mit viel meny Seilfton,
dann w2 ench dani dieger Tatbestand irmcer A0ch vore

t
<
-
o
&
\

c
|-

handen séin. s wird sich der Fl#cheninhal® des aphiivie
schayn Hildes durch die soiten der EZoke;d.h.duréh die

inkel bel A,B;U,s0s sunsdriicken.ing Tilhrt guf die Unm-~

Anes Pineheninterrals dn ein Linienintegral,

.‘
o
=1
o

¢
(25}
=

aiuo su einem Analegon sum Stolkes'schen soata,nhmlien

wu dien Foomel von BONATT,auf die wir spiter noch

Fo) Um edat ~elation gwigclhen den genannten Grdssen

a
g rinden,ge en wir sas von den JLu: douek
- 2 - 1 - R r 4 - v o |
(35) (@€ + =g @7 2008 + 70

wobei d wnd ¢ sweli Fortsohurelitungsrichtungen sind.

‘umltinligieren wir aus,so erhalien wir



~106

(36)  QF 85 4 -~ a, oZ
6
= TTIT! +-;— I «
B
= Iid? ¢ 20 117 =
A | R e = =4 -
k= ) MIwE un, ] ql
s DRI 3 1] 1ir ngols
(37) @F + 2+ dp = (£
4 %]
nach (8) vevachwindet de
xiteller gwelte tdrde vea
, stehen wilrde,So0 ist j
r.

e BEV 5
‘2

St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

;r a

I

i
(5} 3 ﬁ 5
ahg 5# él
ey I

e

R

4 i
iasgy» genge Jlusdruck verschwine
1881 s 452

1 g k|

ujdu + (£ = -:-;gf?)dv
¥ srete Term suf der rechten
rgehwinden,wenn ataty H, dort
e¢denfalls

i A 1 2 LY
Ve d BT Grm A&, + 5T ) OV
L4 Ly
¥ Plraldgzen anf beiden Seit-n den ALusdruck
. 1 g 7 o
f, e LGV wE ¥ ach (9) versonwindet ﬁﬂ[i@l"-’t
af nilchis,wiy kinnsn a.s¢ die linke Selbe won
] riindert lasgsen us dig recinte agsaehreiben:
i 1 J_ f] 1 ‘| i Y [_,11_‘
s el = K - el f
.'-1 ¢ _'.t.T ‘.:_, ¥ i

g% ond erhalton Wi
4 T
4
ultiplizs A (399
wir,8ase in der $at fdas
ton also
(41) [i' + 2 H

.'_2

—

-i?

j du

£

und (409 miteinander,sc sehen

rrodult vers hwindet.niz ervhal-
T Iv'=90

n nun @iese bLls ung filr dic Polerformen gilt,so
o sie auch Fir dile Turndamentelformen richtlg seint
(42) III + 2 HIT + K1 =20
I B -
Setzen wir die Fundamentelrrissen selbst ein,so er-

halten wir slso

(43) e - 2 H L 4
(44) f -2 1 & +
(45) g -2 H W +

XE=70
EF w0

[ 7]

Das sind also allgemein giiltige IJclationen awischen

den Fundamentalgrissen.
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Pig Gl ichung (47) wiz¥d bosonders dann interessant,
weni das mitilere wlied vermsohvwindet.lean izt

o . . .
1ITY progortionsl I°

Las mittlere Glied Bann nun sufl zwei Velsen verschwin-
Ny eMEwader @niuvaL,ﬂasu Hnyalso die mittlers Lriimming ,
wolwindetesDicser tall wird uns noch einmsl Bpiiter
vann vir auf die sinimalflschen ciagehesn,beschafiipen,
1l nun dag mittlere Glisd

il

bor such versghwin-
aer,wenn wir in den Zichiungen vorwhrieschreiten,in

danen II' = O jist,.g8lse 39 den Leymptotenrichtungen,
(42)

¢B sclen nun u=congt und ve=censt Asympictenlinien,

arn wird THy mie

i
1

s muss alse « acgativ ssingund das ist vel den Asynp-

totenlinien Ja such erffilitscs wird elso
] = |
4 2.5 __1__ - “-'-":‘,‘"’"
l. |I ] — (. -
1o |

Diese Gleiclhmng heben wir z8 deutensWir gehen etwa in

der “ichtung v=const vorwirts und betrac.ten das durch-
laufene Luivenstiick.und seine sph¥rische Abblldungs
ib%t die Aenderung auf der Iinheitsikugel und ..
3 . o p A 3
die suf der Fliche an.,lir kiunen also setzan ¢
. ul _ as
(50) g | = e

wobei 4o dans Jorenclement avf der Lugel und ds das
ag? der Flwe e ist.Vir sehen also:
Ul @ cwgdraeatwarszgel & u & 0 e X
e 0 Eriinmge=
1tnis d e 8
Z u s e inen

i
o
3
=
o
1]
L6

=

ne ativs

wr

" B v

o
73
%
G h
=
& ok
[}
o
fd
e

=1
=
B
o

n .

13
8o
2

m

0

3

m
=3
(-
el
ey
@
o
e
l_.'
o2
@
]
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Uiesen Yatz bnoen wir noch schdner Formuli rensbie
feymptotenrichiunren dnd ja dsdureh susgezelohnet,

885 !'.".i-.l w3 :!_LE}“.?}{}“,",{JJ_Q {'ﬁ_l"'[‘c _f.j‘lq_g_;['ﬂai& ﬂer

y
")
s 2
o
S
(
&
R
&
.

Kinnen slso,ohne ga heriick=
siclit .ren,dess Jie Aoympiobe aud der Fliiche liesnt,

-
yo
9]
=
.‘:-.-’d
D
B

1l e ~
ih=-
(38tz von

t
=
(4]

=
2 B
0 o
) [I"

e}
i
2 N
=4

v
s o
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Flir die | intotenrichiungen bestent nun die Helation

g T ﬁ,d.xu v, wnd £ stelien sen rooht aufeinander,
g drentl also das sphirische Bild die Asympbotenrichtune
woo den Dinked 5 JAusperden verserrt os die Liage
g assgabe der JausolsclLen rlimsung.ss zZeigt die
‘e Jedioashtun twas Interessantesn: Anf Grund dew
ateache, dss bel nenatiVer Gaussisoher ~rimmtng dey
laulsinn bei der spivizigeucn Abdbildung ungedrehd
wird,nugs die eins JAsyuptotenzichbung links hesram,
dic anders rochis herun gedrehd wsrdenbvs stelit dands
dass Ole Doyeion suf? dexn peiden
sytuipicts b enenpeseiet leivch fal.Doe Iat sher
cwn orong sgils su verstohen,lenn bhei geradlinigen

Itagen gtin d e mlohd fiolae”s g€ifd ja buck #ie

138 1ien Aleyaptoton,aber sio vesitusen Kedlne eine
& e te Binernmslenrichfung.la <enn man sich
auy so helfen: lgn ge ¥ suf der Geraden gin Stilek

weltey<oann Greht sich g4e Yléchenngrmele wmn den

g JUnd dey aodiant iz‘ii io,der ung inter-

is S

&
iy

won ich 1ibex dle

o
L,
3
e
ol
k:
F—t
|
o
13
2}
)

LSO by,

dligsun,

o

Rl U

Geatoltlehre dexy Ilicuen glaubts

4y woller nun ven dexr Gestaltlenre v der Theo¥ise
Slloded erade dnden Ubzrsehen,fiec von melirsien rfara-

seters abhinpén.lan nenet gle lLdanienkon: ruengens
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ABSCUNTITT I1I: LINIPRKONGEUERITR.

545: tnelytische Faasung,

Inm dsun giht sg ;54 eradesBobrachtet man ﬂﬂr-wﬂﬁ

o
{03

de,s0 gpricht men von ednem U e r 2 d e n =
komplex , betrachtet man —F verade,von einer
Cersdenkongruenisz sund 2 verade bilden
; @ Wiz wollien uns nun mit
dAnienkongruenzen he chilftipgen.la vwerden wiy sehen,
dasg zZwlsclen den Flichen,d8ie 1u letzten Abschnitt
; lelt wurden,und diesen Linlenfongruengen Analegien
hustehensvie Tormale Betrachtung flkEt such hiex wi iedeyr

- | Y - 2 v . —
S1a UagaraListClien rrogrmeng

o
]
&
}_
-t
}_
oot
.
G

len gunfcist einipe Lheurigstische Betrachtitie

By dip Cegaotheit der Lote suf eines Flidoche

inge Li nkon ruenz,denn da heben wir eg in der Tat
mid = eraden zu un.An diesen lLoten kin éen #iz

hion verschiedeng Zigenschaften studieren.vir wlasen,
dass dic ariimmunssric foungen dedurch ausgegeichaet
gind,dess die lote,die wir in lhnen suf der Fi¥ghe
sryiciiten,sich schneiden.betrec fen wir die Lote auf
anderen als ‘rimmungsrichtungen,ss gehsn ¢ie im allge-
meinen windachisf sneinsydey vorbel.la aind wiy gchon
hed einem der Prablseme der Linlenkonyrustizen angelsngt.

i

aran scihlies t sich sofort felpendes Froblem: Gegaben
geien <= = Ueraden.Zu untersuchen let,warnn eg miglich
e
igt,diese =" Leraden als Lote auf einey Fliche zu

deut n.7ir werden gchon vermaten,dass dss nicht immeX
penen wizd,hatten wir doch chon Hhnliche Verhtlinisse
hel der Bet ntung des LUPI¥schen dreifachen Ortho-
Fonalsystemness

ie wol en wir nun eine Linienkongrueng analy-
tisch bes lreibea? q»g Geraden warden durch jeden

an ¢ des Laumes eine verade schicken.ts wird also jede
PlBche -{& v) in jedem ihrer Punkie eins Gerade dex

ong vueng abf ngeh,..ean kann also dle Longruenz dadurch
hesenreiben,dass man von einer Kliclie o“(u,v} ausceht
und jeaam 1hrer funkte esinen Vektor {(m v) mnheltet.

5 milssan also aswei ektorsnsystene sur Deschreibung
dev ‘engruens heranpezofen werden,einmal der Urtsvektor
des [lichenpunktes und ferner der vektor ¥ (u,vi.is
~eniipt nun offsnbar,eine jede Gerade der Kongruens
durch den ‘unkt der Fliche,durch den sie hindurchgeht,
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und @hrefichtuns zu bestim en.¥Wir kén en dsher

sctzen.licse analytische Yessung der Xon ruenz lusst
nun sofort neben der Fliche auch gleich die
Flitchen g (u,v) + A(u,v) 2u,denn diese beiden
Fllienen werden von einer CGerade unter denselben Winkelh
schnitten. s it alsc die Fliche sn und £y sich
nicht wesentlich,es ist nur eine [llilfsfléiche,eine
Art Roordinatensy: tem,iian kann sie in gewtissen
Grengen varileitens

reltere interescante *robleme nind nun,zu anter-
suchen,wle sgicn der Jrall oder der Kehlpunktsabstend
von einer Fihrungskurve Hndert,wenn wir die Fobteschrei~
tunrarichtung #ndern.ts sel 1 der Abotabd des Zehlpunk—-
teg einer Segpelfliiche von der Fihrdngskurve.ls haben wir

schon die lozmel gefunden

’ L
£ 7
(g ) TV o e
(2) L -
o &
o
!

nnd filr den brall haben wir pefunden

- £ - (25
{ 5 ) e - .:5}: fa

!

ik oen wir die Parametery u und v ein,so gehen disss

bedden Gleicnunpen Hber in
] S ¥
,-;;—K.-',%?.-.-‘a ‘?yf@%j‘/?ff_ ,ﬂ"?f‘/%
L) I . LB

L A
r’z zf« A F -g‘wﬁﬁ’f'g z"umf*f'&-"g‘”

L
o oo = et %t/

i
i

enn man susoultipliziert,so kann man wieder drel
Fundamentalforaen einfiihren,die wir wieder mit I,
T und ITI bezeichnen wollen.isn sctat

o

R
£
Oy
]
—

()
1) az?

3 ) g dg:‘i;z

Die Jorm I kennen wir schon,sie stimut mit der alten

n
-
Lo |

I

-
4
b

~~
(a5}
-~

Yorm III iibe.ein, hat also wieder die Mandamental-
prissen e,f und g.die Yorm II hat vier lomponenten,
weil die pemischten Glleder sich versonieden verhnlten.
vir wollen ihr die Grscen E,F,F' und G zuordnen.
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per dritben Form,fiir die das elbe gilt,orden wir die Gréscen

5
L,idy' und M zu.lnd zwer isgt

it
™
5

o ) Yoz g
et i = &,;\ o v
und entsprechend
? I - a I
i 2 b= 3} & v

( 1 I ‘J“E -'.3;’* 'h:\—.
£F 7

-t
4y
b1}
[
i
(%]

I

47 ) IT m dug* (I+¥')du dv + G dv

ann Tolrt sus (:-'-: urd {(5)
( ) l [ro— .....":’.t
-
ang
(r, i _1 - LET
[ FEI = I

Megen Formeln wollen wir mirlichét viel entnehmen,iir
{19) nicht won

8 n sofort,dass das Verschwinden von

becondéren Intsresse ist,weil ez besapt,dass der sehlpunkt

apf der Wihpumeskurve liegh,und dis llhrangskurve ist
iz wine belishige iurve.Ven Tnteresze ist dagegen,wie weid

der mehinunkt hin und herlesufen keum,.Chense wird ung die

Frag ach den Sxiremwertdin 4e¢s Irelles und seinen Hull-

$46; Brennfliichens

dass die Form III indefinit ist,

rh
e
' -
-
o
e}
o
0
¢
S
=

o
o

-ibt es in jedem Punkte zwei INichiungen,in denen

dessen Integration zu gwel Furvenscharen u,v fiinrt,die
ternetz withlen.

=iy interes ieren ung fur den Lehlpunkt.rassen wir.gge
Tichtungen u=const und y=const ins Zuge,s0 sind das,weil
auf ihnen der Drall verschwindet, Torsen.Fiir sie gilt
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-3

~

gD

{ ::) } % y. J.."-"' If;-'-.,-,.-' j =

Dieee Glelchungen wollen wir avsschrelben,labsl wird dey
rfaxtoYy ven - bews _( nicht Vg'_t'g-'»l“_,-.‘!lrir,ﬁe-;\l }{hﬁngn,dﬂ die
lelchungen sonst avssagen wiirden,daes 7 und Fo baw.

y und 7, linear athiinglg wiren.las ist aber,ds sie senk~
b eteben,nleht der Fell.¥Wir kbnnen die Gleichuneén
(1) und (2) dsher nach A" B, ;‘,‘_ auflésen und bekommen
o

(%) o s

7 / " e
resp.
(4- = oy, o

F Vs &

f i ,::‘--'d
LYJ 2 A .
[
&
473

crerncits hatien wizr L£iir den sehlpunkitsabstend gefiunden

o

o

etrachten wir nun die Cessmth it allsr der fehlypunkte
ai den veraden dsr Jongrueng,so sehen wir,dass wir da
cine sweirarsnetrice Jannisfaliirkeit von Kehlpunkten

srhelton. ie Zehlpunkte liepen nise auf siner FlHche

o des : /-;" = e f-;’f
L N = ¥ £ ’7 /

iir wollen nur im Anschlusc an diese Ueberlegungen drel

Giitzo howeisen!
(w,v) wird wvon

4
a
e
L
=
I....I
f—)
@

t randldl s n - O HKongruens

bezzfthzxr $ .

‘eweig: 4u beweisgen lst,dass der Stre’l dle Fliche

) (w,v) mffrf%::5‘~f§? berithrt. fu den Zwecke differen-—
& i . : ST

zieren wir (7) nach u (v ist ja fir jeden denlpunkt fest

zuhalten):

(8) d.);ir ,{W-—_-I;l{’&f"b//(_q-f
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ader &ch |

.-'."r:. e < & 1 /, . ] (}‘_‘! J _""/ :r;, = ,«\ o ‘{c)-’.; ‘?

‘ir sehon also,dass dle Tsusente an die Fliche 2 (u.v) in

jedenm vunkiec dis Lichtung eines der Strallen v=econst hat.

ce Lllegt slso in der Tat jedex Sunkt dey Fliche auf einen
dyrstenstracl,und die Fliche wird in ihm von dem Strahl
tanrierts
Diceclben Veberlegungen kenn man natiirlich such mit den
furven u=const asngtellen,lann findet man,dess auzsh dex
Etmahl % 7y die FlHche tangiert.label wird im allgemeinen
# #»7 seinglarauf kemmen wiy noch zuriick.

2, Das Hets u = congt,y = congt 1 38 % ¢ i h
xon juglerteasn e te &ui dex

ist,deas also die drel cxtszenrjd,Fy;,ga; linesy zusamnmrn=-
£ snber su zeigen,dsss wir slle
pren ebwa dureh 8ie beidsn Yskicren 7 und ¥~ aus-
riicken kiénnen,denn dann sind die drei Velctoren s#milich

jarallel zu der von 7 und ¥.- aufgespannten Fbene,sind also

lixsar sbhingissliach (9) ist s» parallel za 7o
und g+ ausdricken

‘1‘: 2 - . v
& y AP v
o nacl (4
) . P s A /: A
(12) = < H £y =BG G AR A FY G

Und um ferner gu 2éipen,dass sieh such fs dureh % und 7

5 24 o3 ha
sl & L L i< ik ke e e siy WRE e

. > Ghe
3 | ' = " i - . Y L - -1 + sy [.."l v e
E’-‘-;""-\.l..": el I uS ...“A._'___:'_'f.':w_'b:u.- w3 = fheatool

QeGole
%, a. gus 2. folst,dass die Tangentialebenen der ¥lrcle
ektoren 7 und 7 aufgeepannt werdens
b« D1 e Schmiegungscechbenen dex
Kurven v=constwerden won den
"ekxtobten 7 und 7, sufges pannt .
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Boweis! Vveconst gind dle Riiekkehrkanten fder Torsen,@ie
v=const envepréshen.ile “chmicgungsebene dieser Rtickkehr—

ra voHn wel benachbhesrten vystonatrahben aufpespannt,

also vol und g, e
7
Jetrpcnten wir sinen —ﬂ;‘.f{'ﬁtbi:;i}-'.'-1'-9...'.-4-]533' sochin:-lde gt aus cen
beiden ZJrannfliclhien zwei fonlte b unt F/ hercus.lussser-

gn durych den Sirnhl zwei Ebhenen <indureh,von denen

die eine darcli eing Torse,die andsre durch suise 4ié andewe
cnngelelines istl.Und diess Fhenen sind pinmal

die hmlerungsebenen dar (Hekkehrkonte ,andererseits sind

,_
=
2
~
b
-
Fio
q}\
(BN
"
=
@
=
o
J
=t
rar i

ey drennfliichen,und zwer
fot die 718 he,die ffir die eing Brennfliche Schmieguape-
bene 1st,filr die gndere Tangentialshene,

etrachten wir nun den Winkel,den diese beiden Ebenen

ingchhliegsen, 1y kennen schon ein Belsplel,wo dieser

inttel #in rechter diat.bns gind die Normalen auf dex
Braanflidche.Tn dem Falie durchshtossen sich dies Torsen
genkrecht.Uicse Tatseche kann man so formmlisryen:

i e haiegungsedDensgn dezx

" n v e v = ¢congd st e haen senkyrechs
a n F q ¥ Tanpensts4dialsashene Vo9 Bép

Wi g fnnn dasn gugenbvigen Strsifen y=const an,
as ist ybel dem die Siepifenebene senkrecht

shene steht.l 1 .cn solchen Sireifen
iv fritliery elnen geodfitiscnesl Sireifen genanniailie

gugiibrigen Durven nannten wir peodiitische Linien.Es #ind

alen dann die mryesn w=const seodiitisehe hinilsn saf o

7 3 1 3 L = o
47 te Imuntdralle und dhce dedegbung Tir den
srall bu;iuhi“c; Fichtune wnd den Lehls

r1len pun wivikliech konkrst untersuchen,wle sich der
Prall =iner Fliche und wie sich dax Heklpunictsabptand #ndert,
an @ird ds an cweekmissirsten so verfahren,dgss men in
clichst einfache Parameter wihlt.
Tiv shesislicicren also.itabei wollen wir alle Mifferential-
lich naben.la ist cffenbar das

d.k. die Paramaterkurven stehen,auf der Zugel gesehen,
senkrecht aufeinander.iusserdem lst der dasssted }ﬁﬁﬁa
dor Zurven u = const und v = const Uberall durselbe,
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bas kann man nun auf verschiedene Welse sxhialten,®i
=] ; o #l ; i

brauchen je aul dexr Lupel nur zwei orthops ontale Richtunsen

. . - nansty ihe -\'y]-tdurachaha
3 w14 | o g 2y w1t o y T e
gu wHhlen.. wben wir also noch eine Drehiing Lred,
Ex

in jedem ankte auszuseichnen und dis

8 r?ohi;m,dii tremwerte den

sralles zu bestinmen,
$ 14 ¢ [ ryyn oo e fmaadai, 17 ~ 3
pGLe Heuntkrim unpen aufsusuchen,

et
fte

‘

#] o)
be: b
- -‘
3
!"
s

=

3
]
L
==
o
o
Jot
Q

zyrel iﬂntLtﬁen,in denen der

‘all Txtremwerte annimnit.Wir wollién verlangen,dass die
ichtungen so rewdhlt werden,dens dies Hanvtkri mangen her-
: b Ry es  AEE

ausko M enn wir ldnga us=congt entdenpgrehen ung den Drall
berechnen,dann werden die Hauptdralle

1
=29 pesin g 1
2 = id
“
. |
\ & e sl ]
|
o

un mitssen disse Llchtungen sber die Polarform von IIT
annullicrensoas erigibt

i V=
' - v
\ - '
ennen wir nwn den inkael gwischen der Fortachraitunrs—
L eati undg de ichtaung von v=oonst ;80 ist
( 18 = au =
/ / Qr?+i*3
t nun der Lratl
b - 2
(7) 1 _ L du®+ (Ji+d')du dv + ¥ gv©
5> du+ 2 £ du dv + g dv°
tgen wixy (1),;(2) und (57 ein.so folgt

i L ﬂu + N ﬁfg

( 1 ndus « N dv”

- an® + dve

und wenn wir nech (%J),(4) uné (6) einsetgen und berficksiche-
tigen,dass u=conat und v=const senkrecht gufe nander stehen,

iy b

) 1 1 i g
- = = 0 + = s8in“¢
( ! b 0" f/ z.r‘g

Dicse Formel restatitet alsc die Berechnung des Dralles
in einer Richtung,die mit der Richiuns von ¥=const den
“inkel ¥ einschliesst und aus den beiden Hauptdrallen.
s ist also ein Analogon sur EULERschen Formel, die dieselbe
hussage iiber die lauptkriimmungsn machts



ir wo . hler im Anschluss an die Doty : -
. - - ‘ 3 &n .‘.}.u, .d il Hzﬂ‘:lti_mg dUE .iﬂuptdml

och die Bemerkung sinschieben
vaelike Torsen sy alten =ir ni
e PO 8L alten mir nur denn,wenn die Hauptdralie

rechiedoenes Vorzeichen 3[,'3'[;(.-31'1,“;&2-“'1 slun

18t +Fiir den inkel » der @oxsenebene nit der Riﬂhtung

A
(11) I SR

reus folrt,dass die ‘benen der Torse symmetrisch zu den
beren der Heuptdralle liegen.Und zwar schliessen die
Torse inen reochten Winkel ein,d.h. schliesss jede Torse
it der Heuptdrellebenc einen Winkel ven 450 ein,wenn

e o Lk
t
19T e U8 it also
=z ) o it
- & i = e
£ =
ind eus (12) foigt,dass dann die Dralle entgepengesetst
i ind,dass also

(14) - - g ()
1 -
' .
OO T

1 wiy nun gam Xehl runktebstand idber.lch behaunte,
=r fllrenedn ungbhingls von der Wahl des Parameters

ist. s glien auniichset d4ie¢ Gledchungen

llags haben wir zu beweisen.tir miissen gelgen,dass Richtung
und Enmre anf beiden seiten gleich aind.Betrachten wir
(15)a #, nat die Lénge 1,da e = g = 1 iat.lechis steht der
Pltcheninhalt eines Parallelogrammes.lic Vektoren haben die
ifnge 1,der Winkel ist ein rechter,weil gz, senkrechi
ant Yy steht.Also steht rechta auch der Tert & 1.

e Zdchtung zu untersuchen,ilultdplizieren wvar (15)
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—

e

= -y ?’J‘"/’/J ‘761 =4 _/?f /'?"'J !-'.I‘A

sng entaprechend verifiviass —aw [k .
erLLELert wan (36),inden man,um etwa

dle ‘dehsuangsverhiilinisss on =
| | ‘inlese gu selgen,mit g,. multiylisiers,

fFaR) i .
£ 14 B T Lo =y Py & o, ) P
” S = e T L T A P
J //; 2y j.'{s,r’/ ’ﬁ’

(122 S CF Sy o SR —
' ( Ee=r?, Fa) == 714w Ju [ = A =“(/ﬁ:

Y
—t

o F '.4, =y p /
toEs

N pehen wir daran,l gu be: echnen, iz hatten

B, Qo 5! S O < k. {-'1'*1-")(111_5_13;' + O dv
du + 2 7F du dv + av

.
L

e
j_ P') du dv 4 § dv©

dun’ 4 51-1.’2
. . 1, Ve Fas  wpy G @W i 2
= P + \(T+Ih) S = h(mm—w—-‘ = )

=

du~4 gy’ da“+ dv st ﬁvz

i
o
]
1
i
S
0
i)
!
%
}_]—
e
+
]
s
=g
~

= !
= SN T e BER @
[ 4 Ir'ql ya

glag

——
™3
P

|

l- ( 4 5 l ) ein 2y
o 2 $.'1

Auffpllend ist,dess in der Formel filxr den Kehlpunitsghestsand
neeh die Grisoey i additiv steckt.Das darf aber nicht wunder
nehmen, og ist{fr—? 1 der idbstsnd der Abstand des Sehlpunktes

i

von dar FihrorgsPh¥che,und fiber diese Fldche hahen wir noch
keirerlei ¥osraussetzuncen gemachisls gidt alsc K an,wie
wedt wir von der Flitche M= cnifeornt gind.ls ist glso am
gveckmisgigsten,die Mihrangsfliche so0 au W hlen,dass

(23:' i = L/-. ,-f",?r 'r.)

wird,Denn erhslten wir in Qiesem Falle fiw der Zchlpunkts-
ebstand

(24) 1= gfé’%"@/ e C
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o= . . , 7 .
iiT =) nd e 2 ratooRprd a e i
T 1 o Verschwinded aslso de “ehlpun teebstand,

e handelt es sich 2ber um & Lelg Ha :
B m die beiden dzuptdaallriﬁhtungeﬂ.

F i d 18 boiden Hauptdraeilil
ifieoekRtungaeoen Yeresechwinge d e p
hlpunkisgabsastamn 2 «

rner genen wir,dass wern i - ol &
sdass ,wenn wir ¢ durch = —;f ers¢tzen,

gleh der Vert £ir 1 ataht dndert«fs sind alse dde Zehlpunite
aart 3 renlren immer zweid fusgnmen.dnd venn wir scﬁliaaé-

Li@a; dure = ersetzen;ninm:4 dex sienlpunlztabstand scinen
gatlv-n Tert sn.lie ¥.ohlpunikie rehen also symnetrisch zur

<F

L¥el = Y feraul und herunter,Incbasénders sind also die

mntia,die Lehlpunkte dor Torpean,symmetrisch gum Haupt-
lsunict{der T1Eahs e 0 2 4 l |
1r tilder FlEhahe = Ulels haliblert also der Hag tlehl~
=4 A - o o .

Ll u ] o

= 1,0l = F.helomien wir de extremen
¥ T- e g A1 wis T iaem ._l,. =} 5 Yy g . 5
L 12 Lendpuniktes.enn ich =lso dile - ptrichtungen
st AG - Wavale e e s 4 ) 57 Frye it = ol
am 4 arshe ,decemnie dch den grissten Keh) nu ikteabotand.

canr nun pein,dass dic extremeslen "Urenzpunkte® mit

rernfliicken gusammenfallen, Jann mligssen nffenbar auch

ole DIannpungie Rater et 457 zu den Hsuptrichtungen
pTes dis Tares sestkresnt suleinsnder.Wir

Terden =pft £ selsn,dass dieser Jall nur bei Bormaisystemen

in weiterer infervscanioer Sonderfall tritt ein fir

= e~ ]
5 -
[
QL& ]
I X ]
1 2
£

leser Fnll Zxiixxmimy entspricit dem des Nehelpunkies in
dar PFlilehentheorie.in den deztlsen Fall worden denn die

ieotung . unbhestin $,30 werden such hicr die laups-
richtimgen unbeatinst werden. Wiz kinnen dann anser ~ysten

wHhlen wie wir wellen,uad im e¢r hat e3 die gewiinschte Tigen-

L T L]

also auen — und 1 konstant.ien nennt derartige {ongruengen

sehafte 1 behdlt dimmer den kongtanten VWerd H.lsnn 18t

ngeh RAIFMANG 1 8 ¢4 ¥ 9 p @ KEoangriaengen.ae

840 lormalsyshone.

“ir wollen nun die notwendigen undhinreichenden Bedingungen
defilr untersuchen,dass elne Linlenkongrusnz ein lormal-
system ilst.Als nedwendlge Jeuinpgung heben wir schon exxennt,
daegs die Torsenebensn genikre -kt aufeinander stehen.Um nun

dle hinrsichenden Dedingungen sufzustellen,wolien wir zunlchst
dle notwendige Bedingung unformen.is mus- also sein
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néer

=

dehio THr vwns r spezislles oordinatensysten

[.r'_'_ ) : = !
oder
(4) f o o F cx
ir wol en beweisen,dsass disge dedingung puch hinreichend
fatywollen elso bewsisen,dass ein gystenm dann und awr dsnn

normal ist;wenn es mtglich dad,von «iner Fliiche su einex
anderen iiberz gehen,die auf 1ly sesnkrecht stent,wenn aslso

Sabai LT
(£ = & "'—"4/
3 u

s0 goll,wenn die¢ GSystese norusl seln sollen,dis Bedinguns

BXLUTLLXENEN

/ ) =3
e £
&
T
( A L ':;f = 7
s
f

Hei nugserer spezielien Carsmeterweahi hinreichend seing

Yo 0 a‘{/q # -’t:.e ;

o

z S {i bl
Jv T L o fot ey

) g, Y
(o) S O L & i

" ;
(10) g ge = ¥ fu s Brpe drf
Tl / (;;} £ :

oder unter Benutsung von (7) und (&) und der Iatsache,

daas ¥ 4u und 7 7. verscawinden,

‘} R &“AH
Y1) /Eq

(12) 7 L = = A

TS T PR o
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nun A von u und v abhingen soll,so muss oifenar sein

das 1st renauw die Dedingung (4).9s liefert &lso dieselbe
rualitit der Yorse ergibt,such die Fxi-
stens der (risse A ,dle dic Hormalfliicle rapnliert.

eltung gilt fur jed

n Jaramefer.l’s muss also

k3 2
] latlo 15 inverisnt gegeniiber einer larametertrans—
fo io ine.Teg sind,wle wir nun gesehen haben,die
- S :

o JLormalsysten,2s] entgozengesetst gleiche dxmiis
lguptdralle ,?.) Orthegonalitsat dex lorsen,i.) dis Torsen
eldsn anf den sSreanfliichen geodiitdische linien amus,

o 49 Dex Satm von HALUS.

B LR I s S

*alrtdisch finder wiy dnisnkongruengen verwirglicht in ez
tiksletrachien wiy sime punk ruige Licht-

c-ometrischen Op
well:,go sendet die TLdchtsfrahlen sus,die wir ale ein
grougleyaten ve: rgden deuben winnen,denn wir kinnen

18 g=la lidada an,tle alle Geraden genikrecht schnelde,
5 leutet ey Sata von LALUG:

=
:—«I’
!_-'
=
g
-
1]
i
L&
L
£
L]
r

8y

C i H T 8 P rahidlen noe 1 i ig g oa =

gpiageld cder gedrochen wirad,
= o g ib % e 8 d ¢ h inge? g im
P B Y R L B Y 8 Y ER s

Jiesc JEhE wallen wir bevwelsen.dun dem Iwecke zishen

SHTELIUS'gsche Srschunsspsaets ersn.segcben sel eine
lmg Let auf disse Ihene sel J.bann helsst
das Uesets wvon SHALLTUS!

1) Iinfsllender Strahl 7 and avsial ender utrahl‘j lie-

L A

fen in ediner Thene mit £
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L
5 . eraten Yise el ot 3 Gise it i : - L ) ]
L K e i L9 LSS SLCH j lj-—:'-&a,.? auy

ellen lisel, s gilbt also Konstente o una 7 50,

yabel nehmen wiy an,dassg 7 3 /;r und # Tﬁiﬂhei?&vaktafﬁn sind.
Lanti tat alac

Dinn Toelrt aber ang (2)

guf der gangen VlHclie.sis mass also (3] reliten mit konstenben
wihlen mun dle Fliche ,an dey gebrochen wird,sls
Fithyungzskurve xgn 7 und f o Enn wizd

)
(q" ( ;:’f(_,r-"-_f f:;&,&t/
— e Ert 5.8 Aya )] Lo o Ern Gt By )
od ~ Wagan

V2 (Ja o) = Jofud =X bacfo = Fofe) 15 e o ey |

iacl Joraussetszuns ist / ein Normalsysten,also

se daess zus (9) wizd n )
</ }"‘;g; i }éé"fsla%/

(11) Suf e ~Jo g =

Iurn sind aber jedsnfslls die £ ein Sormalsystez,also ver-
schwindet die rechte Ssite,also gach die linke,und wir sehen
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in der Tat,dass die 7/ =nur @ann ein lormalaysten Eilﬁen’

wenn esuch dle 7 eines bilden.Rin weltersreh ndes Prodlem
ist non,zu untersucher,ob =man nicht ein ~llgemeineres “

i
yeten einfithren kann,des dleselben Sedingurpen erfiillt,

SORIE.

1r beben uns bisher funér mit Hillerentialformen bhe-~
e oM EEd —+ o ot ey T T e S e o : :
senEEEist.detst wollan wis antersuchen, ol und wle man die
tall dee zu den gepebenen Differentielpleichungen gehB-

rigen lLuxven- odexr ‘LHnLcnhi¢ﬂﬁa exmlineln kern.da gahen
. s L FRR - T uwis } =i 3 4
¢ reiend der Lrdbeyen dArntellung scohritivelss VOXa

Jesmpitel: Trgepretfior der (rimmungs—
grisgens
s h0y Libsung eines Uvstenes von h Jivparen Jifferen=
tiglrledchun-en.

ir beschiftisen uns zundchast mit Daunkurves.Da bewelsen

guniichst einen JSeiz,den wir frBher schon sinwal heari-

e
e
P
L
o
1=
e+
1
o
[ 8
s
o
i
B
=

l\}
I
i
i
Fy
[
=
i
i
@
e3¢
{173
o
i
pe
oo
-

-
]
(=]
i
t
w5
i
b
=

RS
|

pa

(o]
= L
B2 B
BB
2 ®
B
3

(5
porli L N
I @
Mo
2 B
=L
5 80 o o0
MW om

< I8

T

-

t=de
14
3
‘-nh‘
¥
&% 0
i |
o
e

b2 1 o b a4 ad 3 2 rams 18

:
o oF oW
= ok
43
o

wowm
i
Lo (R
H
B

ft
Moo 5 o

eas Lier wizklich edn Irtegrotiongiroblen vorliegt,

CE dich auf folgewnde leige klar maghen.Tlz wolle
slstor + |8 pefinnen.’r hani drei Jonponenvern;wiy
P ' als P¢ elatien i brouchen;lhn su bes tinmens
irel nen sind ung in dor Iot in den helden
tiomne benelst ndm ich & 8is Bogenlinze,se gelten
drai 2 en
(1) ey -

o
)
f
Q
(&
I
R
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I K

as simd in der Ta$ drei Glsiohungen 24r den Vider (8)s
Ok sie interrierbar eind,das léesst sich ohus Wei%érﬁﬂ ﬁicht
ntacheidan, Dne froblam besteht nun tarin,diec fnuitae |
gweckentonrechend uu machen,Und ein insats ergibt sich

cang von selbst la den Formeln won FTRENED.Us %rcten d?ei
Tinheltsvektoren und ihre Ab eitungen suf.Jeder dew dredi
Vektoren hat dxei .Lc:r;:_;m:re;r%'t;eﬁ,alao kompmen inaressnt 9 GrBgcen
mit dhren idbleitungen vor.Venn es uns elingt,dicse neun
srfisaen zu bestim-en haben wiy auch den .':;}.tc:z’cj{ﬁ),es
genitrt sennr,Z. s besctimmen,denn es ist '

T b eiss 8 satd mmen sy 1K R4 ey g 7 '3
lm abel 4 PEsviammen Zu kinoen,slissen wiy ‘o und ;;3 noagk

hingunehmen.ble ¥REERTgsclien Tormeln heis-on

]

t

}
™ [

ey
b
-

amnt nsun lﬁ-—lui-.;qu;.gruﬁ,dic Llopporentsen dex

fay

toren f4,75.4, 8ind die Unbhoksnnbensinf dsr linksn Ssite

' r Vekboren,rechis stehen dle XKom-
norenten selbst,mpltipliziert mit Grissen,die wir kennen,
Wlr wol s une nun ein wenlpg mit der allgemeinen Theorils

=

sglecher Clet chpn
-5 seize eine unabh¥ncige Variabls T semeben und mins

zi Lesbipn enslie Punsticnen entsprechen den Zeofwponentsn

der Jclhtoren f.i5 sind die gesachten Fanktioven,lann selen

I g a
ot anigea frica: rggeheon ,dis den Urissen f' und F# unse-
(£ 3 ] ;
iy rohleamgs ernlspric W liese Gxtissen nennen wiz ai}.( t) .
£

fanr gejen die Bestimmung 5.L£|:L< hungen regebsn

&71{.13)!{15.13) + avfgtt;‘xztiﬂ “l’d‘*a‘{ﬂtt)xn(t)

“
s
o
s
Il

-

= 8,40 8)2,18) &Qeit)XQ(t} teoertg ()2, (4)

S e e B e s B OASANIEE IR SRS AR R AT AR E e

x () = aﬂTEt)XTKt} + 8 o)Xy (8) Feaetey L(t)x, (%)

AMlgemein schreiben wir also

(7) X = 2;; 8y % (121,2,00e,n)
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intachste Seispiel fir ein solsohes Inte ratiinsprobien
i . it . -
g = Xal8 neisst die Lisung x = a o

sUnd dsa sehen
BN gire g r i ™9 4
dwiang onabante frai verdiighar bWlel

ben.ss eyt alvo gur eindeutipran peg Lmrang i
gilQe Ledl heglin aE Uer . n B
Ty ol . Richs,
1 EXedohe yaten rEngebenslan muies neoh
o S TE FthisT rprl A ! ~ s .
TV 5 L « VN2 Bn wollenn wir denn vorschreibs
#1 e " } o — ] & 31 C} | | ‘w
dass I i k= dhvat f0ll m. = xl.0sbed sin
R il ..n.l A.i._ 2083 "11-_--1-..(3.
iz Ords-en x; irge Lohg gerebenen Worte .iip beliaupton,
age ,we o Faussesaunzen erfillt sind,es in einen

2wl S 56 voriregchr»iochener i'.‘l't-_‘r;-'_‘"ralle sin nnd nar ein 17 P

tem x, der Gleichuncen (6) gibit.lebei gentigt es,
von den &y, Stetirkeit 2w verlsngen.¥etiirlich miissen sie

BCehi G seing

lesan Sete wol en wir nun heweisen.iun dem 4wecke sohvei-
1 ir de leicounpssysten (6) din integrlerter Form:
b o

f 4 -0 '
Xy m Xy = o/ LBy % it

ol wiv ung nun eins "=-'.'.]_fi_‘."*_g§___-’_-‘-‘: .’;"Ju‘_.:‘ii"'f;i{‘_:r’g Mankition,die
11 L ki ifErprgwerdts haf. e setzen wir anf dar
Lte edn and erhalfen dann im sllpemeinen auf der
ctwas von i, Verscthisdenesg.Aber wixr wissen,
' dlese lungsion fdie richsipgen Anfansswerse hat.Viasy
> S t) aut dex linken Seite
slien heben,ssizsen wir wiclexr redhis 2in nnd bekomnern

Bue unkctisn,die wizr ansieil

o

135 wicder eine noue Hunikiion,uswes iz erhaliten slso

filxy jenes x; eline Folige von Fankticnensiiemn diess Folgs
converglert,dann izt der Grenswers dle ulsung der Uifferen-
tlalplelomunif. iy haben also nuy die Lonvergeng digues
rerlfanrens su b welgeRa

ogpim A=ten Scehiitt erhalten wiyr déie Gleichung

(10) ?:5]._11) - _xg % j Y & =T a%

b I e <

gonen wir n —= gphen und gelt denn x%ﬂ) s W,8¢ ist y
ile pesnchte Losung dexr Differentialsleichung.tot diese
sazfun-tden stetis,so ist sie auch,da dgs Inte ral existierf
diffTerenzierbar.
Pie Honvergenz dieses Verfefirens zeipen wir nun auf fol-
ronde Telse: Vir gchiitzen die Lifferengen abyhetrachtien
algo den imsdruck

(11) A(3) = x28) - 2" D)



-?_ v mOeTZen nu
o v
T v |.A )1 (n)y.
\ ey 13X U_,- Eu; = [ £
- I '
g (10) und (171) Tolgt
b
=
!4 J = % o =
(S b — = . g '] = ?-
ol o
. L
! 2 - eacohv8nl-4+ o . = gk i

! - 1Ly NGO IRRLE meln agl Len, Fdnneln wiy :et-:-_:,_en

(14 ax a., (%) =
1
et e 1 1K
< a4 .
L oy LT ,9'.

; T £oa

e sebiitmen wir <bufue (13) folyt sach (12) und (14) und
ler atsecle,dses das Integral hichstens

cicn dem trodukt sus “egliinge und laximum des Integranten

lese Abscohitzung gllt fir Jedes 1 und fMir das gange laoters
ign gris gen Yerb,alse szgh fir

() = $n & “(hui)(t}

oo

Jez gicht sber nech gaoa nicht nach Ionvergenz aps:Wiy wollen
g ¢ osohiafer ahsoh izen, 'enn wir des vYerlehrea der Abschit~

welter fortsetzen,ergibd sich

\ ' ! ) B.2 T B | :’ ;’:.-.ﬂ-!’){t.} = esoe ":L"G:;.f‘.}n-“...{'l)

A ) = ) 2
ated fat 2V aing Differenz,die pug den sreten Anndhe-

sPunlktionen cewosnen 1st.0iz whhlen nun als Intervall

ag kiein,dass

_..
=
s
ey
|
LA

(18) tma = )<

ieteland srhalten wir in (17) cie Glieder einer gecmotrischen
eilie,dls konvergent iste.iun ist eberx die Sumne der L. eine
lajorante filr die £ .Us die Reilke L 8o gut wie cine geo-
nstrische leihs Lsuvergieri,suss also/> nindestens eben-

gozult konvergisrena
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schdrler NEXOm I en , wenn
CeEriert.iir gehen wicder

- e - die ATl s :
871l HE B Zie Abprol .:‘t-;ﬂ.ii‘i; Qo
nan nlché lveriert,sindeyn in

aue von der Glelchuwy

P ]
wl
A
.
e o
i
b
==
o
ot
#
rofet

nel (=0t a3 en 3
= n), *:;““'1 T
) : (£) & mfemevmee (g 1YE7 g
\ = (R=T1) 1 =% =4
eWweas Iuaren wir durch Induktion.Die Formeld gilt fiiy
=Syode gelie Py n.iponn Lolgt

"

e
! % is / '
= i= vy D ‘;J B cE
b L ek -
b
=
! T
5 XX
VOlA =]

uT urund der rormel (24) beweisen wir mun Ade ¢
unseres Veriahrens.ls ist die sxmmzFunktion x, (%) definiert

[
(Y, y ! 9 N (n - DA
e Eﬂi:ﬁ' = jx;ttﬁ i ~")tt) < 3 ¥

Yot boveisen.'s existiers

amit 1et die Fenvergenz in de¥
1lso wizrklich ein CGrongwerd«Viz mlissen nur noch beweisen

g er sindeutis bostinmmt st und dess er stégig ists.

J

Un die utetigkedt der Maukition zu geilgen,schrsiben wizr

des Cledchungesysten wieder ir diffewensierter Form.Wir
CHirfen eine Reihe nun dann gliedwelige di£ferenaiefan@W$ﬂa

die Glieder differensierbar sind und wenn die Reihe der
Ableitungen im betrachteten Intervall konvergiert.
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o7 TR = IR Rl : i : . K
nie 4 eind Funktionen,die stetig sind,das Integral Lot eine
diffcrentiisrhare FPurktion LY

dexr oberen Orenze.Wiy erhalten
alBo ¥ erhalten

(2'3) l’{df”’ .,/_: .q._-:’.. N d""f—-t’-;‘

- .c,‘__ - ﬁ.

Yir haben zu bew: ;isen,dasg dile Heine der Ahl@i'ﬁuﬂ@mn Abasdek
konverglerts 'ir bolden die Summe Shiil

af,ﬂ )] -

(29) _’“:’ 4. { = @’?;:_ﬁm 4)
Die oum=e¢ aul der resohten Seite konvergiert,also muse auch
die linke “eite konverr erch.ls ist alsc die Fuaktien &iﬁﬁﬁ#ﬁt
zierbar im ganzen Intervell.ilso 1ist sie erste vec b stetig,

“lr heben nun nur noch @ie Zindentigkelt unseres Verfahrans
au zelgen.lncenounen,es ghibe zwel Lysangen x4 (%) und y, ()
unseres Ulelchungssystemesslann heisst ungers 3§;~;? e

(30) xs (%) & y, (%)

le wenden wir die Linesrit#t unserss Froblemes wesentlich
ane. ir setzgen

(1) 64(8) = x (%) = 3,{(%)

fenn bilden wir die Piffementialgleichung filr x, (tJ
y;{t) und subirshieren sie voneinander, ﬁnatell& nun a&a
Uifferentisigleichungen su nehmen,kbnnen wir such die
integrierte Vorm (8) oder (9) nehmen.la beids Funktionen
an dexr stel.e H=U denselben Vexs xg heben,f811l% bei Sub-
traktlon diese. Glied foxi,und wir erhsalien

(32) 5, (%) h/‘iE‘ 81 “x O F
@
Yir setzen nun

(33) dax |8, (7)] = B(%)
i-’!‘-“I,-:.‘m .
Decet

und schitzen wicder ab

(34) 8,(7) = m & & K(%)

tir alle i,slso auch fir N(t):

(35) H{‘E;é; m At E(E}
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(%6) 0 (m A £ = 1) ()

Debel 1st N eine nicht negative Zahl, Bei hinreicheng kledi

rign. © wird nun der susdruc -
wek anf der ruo
) hten Hedts nes
is kann also nur sein “eite negativ,

(57) N(t)

gundchs T hu 5 sui der : e ol -—...,_1

sy S F Rl % ) T 3 ;
Intoervallsds Ldn o l I i 4{1. o In J.!lq.puzﬂ{ t e di’-&se:ﬁ-
AL VIRLLiE 2UINDAN Wi smbepy das Van rfahren f{;?’“f,ﬁ}etzen und

[ wenn Wwir duresh A y
S0 Tofmen Wir durch das ganze Iﬂut:Vﬂll hindurch.Ts mues
.\-\—

also im genzen Interva
: rvall die Gleichung (37) erfHlls sein
i aiio i = Ql“lr:i ’
(-:- X & .
4 ¥y GeBale

NE4 . R
A51: inwendung auf die Intepration giner Reumkurye
(LiETschen Formeln,

¥

£

¥
b
I3

&
E

Nach dicesen ellgoueinen Vorbereitungen kehren wir gzu urnssrnm
! In den FEENIPschen uiu_uhuﬂgen haben

, ogenen  Gleichungen vor uns.Da ver—
fairen wir nun se.Vir teilen den vydten en der Ltells a=0
lrgendwelcie Terte su und integrieren damm.isben wir dann
etwe die LUeung f1 ?GfU;dEE?h&uﬂ haben wir nmittels der

auch die Turve.Ds steckt nun aber in den FRENETschen Glei~

chungen noch mehr.ls hendslt szich ds nicht un beliegbigpe
Velttaren,sondern um Einheitsvektoren und swar um den
lenpentiel~-,den Hauptnormalen~ und den Binormelenvktor,

-

Pa diixfen wir schon die infangswerte nicht uehr beliegig
vorschreiben,sondern wir haben sie so vorsugeben,dsss die
drel infangsvekioren ein orthogonales lreikent bilden.
und dad ergibt sich sofort wieder ein satz: Venn an der
wtelle 8 = O ein orthogonsles Dinheitsvektorensystem
Vorregeben wird,so bleibt es ein soliches entlang der
‘urve.ln das sy beweisen,mugs man die Schiefsymmeirie
der Lptrix der Xosffiszienten der FRONETschen (leichungen

r—..

benutzen.
la brauchen wir guniichst eirnen aligemeinen datz:

2
2] (848y)" = ; 8ybag * 2L bylsf - &)
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Die FRENFTschen Gleichungen sind

der Form

{3) Ei - zz:ﬁikik

Ausserdem wigsen wir,dass die
lat,dasa aldo pilt

ain Glaichungssystam von

hetrix (by, ) schiefsymmetrisch

{14 &
(74) b kBT bki

-
(6) & B
g 1k "k i
(6)is0 wirg

I

(7} 4o £, 8 = (Z.8,)¢
11 : 3 "1'11 z“mtdlb "} i iF k“ ’
enn pllé ri':'i-: verschwinden wilrden,wirennwir fortig.is
verachwinden aber nicht alle,sondern nu® dis mit ungleichen
Indiges, ix milzsen eslso die mit gleichen Indizes noch besone-
rs betrachten.tlelche Indizes treten auf,wenn i=k oder

1=k ist,sonst nicht.¥ir zerlegen slse

t:._
= 4 ‘:bl i
%21, 1

.2 :
by il J+by 8T # by 88

.
f...‘.

s |
=

e

-, I # = =
bE. Tt = > (Bl Zi + Dawkils ) # Byl
i 1 ‘{’&-1—_,_1 J.k 1{ i in. 11 l 1i

oder wegen (4)

3] A L R . & 2
(9) (5,80 =y (oypdydy+ dubydy) + Byglef = &)

~@taen wir i=1,s0 wird

0 'r2 ! ....T_. FoF o= 5
§1*:1 t:i) = m bikbk‘ﬁi D‘;

uang



Bei dleseT Ableitung ist nirgends benutst worden,dass wiz

es mit Vekboren von drei Componenten zu tun hoben.Diese

iblelzungen pelten also auch fiir hoher dimensionierte Biume.
Lamit haben wir aleo bewliesen: Venn unsere Vektoren

Zu Leginn ein othogonales Dreiksnt bilﬁ@t&ﬁ,

.:-1! I'_“?"‘.
so tun sic es immer.lun miissen wir noch geigen,dass es das
richtdre Oreiksnt igt.5g ist

(13) e ® x°

Uas ist schon erfilllt.lann fst

(94) oo T L_i, 7-;",
- }ﬂ e

" d S

YeRRrgisaxsxrtrkizyey mXRIREREywERNREXxxYarensxezen yaanxint

auf der gangen Surve.lnd nech den FRENEPechen Gl@ichangen

wlrd dgnn
;_};
.
{15) 2 g
! /
r s
ern Blao ¢ nicht verschwindet,was wir voraussetzen,denn

(1€ s e ) T F %3
: " | 2 BE L :";-1‘ o - 7
‘,.? = A
f:z — - fg\‘ _ﬁ: ."}
g igt gleeg &£, imcagr der Binvrmalenvektor.VWir heben slso

LW

in der Tat schon ein Ireikant und eine Kurve,die &liss
ledsten.

Damilt haban wir slse endlich bewlesen,dsss,wenn wir am
infange dafiiyr sorgen,dass die dredl Vektoren eon Ireiksni
bilden,diesce Ureikant immer die Murve ais ILreikant beglei-
tet. un frast es sich,wie weit die Lurve J dadurch be-
stimmt dst.Viir wissen,das-,wenn wlr den Anfeng festlegen,

ie peage furve Testgelegt ist.dachden wir also fiir eine
Stel e das lLreiksnt Tesigelegt haben,setszt es sich muto-
metiseh in der richtigen Velse fort.l's ist also die Kurve
bis auf eine Translation vollig bestimst,dlese Translati n
liegt noch in der Integrationsko stantenbei der Integration

(;’*’-;/ fﬂ”/?

begrindet.
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2.0npitel: Intesrationstheotie der FlHchen und Linien-
kongruengen,

552 T@ralLr;mgiﬁnpafﬁ des Vektordrsilkantos.

O e e P P et e i

enn wir nun zu der Integrationsthesrie der TlHchen fiter—
pohen,so miisten wir zunbcust Verallgemeinwrunpen des
Prinzipes vornehmen.Unsere bisheripe lethods war speziell
gul die einfachen Verhdltniese bei den Esumkurven zugeschnit-
tens.to 18t Z.0. Cle DLetrechtung eines Lrelkentes sus Nin-
is fehaxdluh; der legelflichen BnEve ck—
den “egelflichen wird men ein Vektordrele
he'an wird sunféichst dise E’.,ichtuﬁg der llegel=
einen Iinheitsvektor charakterisieren,
Dgnn kinote man als zwelten Velktor den Tangentialeinheits—
velktor der Lohllinie nehmen,beyr bildet abet mit der lepel-
peraden lm sllremeinen kelnen rechiten Winktel meh¥.Also wird
men die  rthogonalitdt des Dreilsntes schon sufpgeben milssen.
ir vexden une also mif Dreiksnte beschBEftigen nlissen . die
richt mehy rveahtwinklip sind,sondern die sich mehxr der
Liehe anpassenybel denen algoy die Linpge dexr Vekitoren und
ihre Stellung sueinander von den Fléchenparameter sbhingen
wird.lae ist die ersie Versllgemeinerung,dle wir trefien
milesen, 'nd diese Verallgemeliperung nmissen wir such machen,
wernr wir uns nicht mobhy PHr Regelflichen und Sireifen inter-
iie zweite Vera.lgsmeinerung vesteht dorin,dass man

nehyrnazametzire Cvetome beiraschien muge.Und disse Hotwen—
ipireit wird ein spegifisch neces Problem in die Angel.egen~
heit hinsintrapgen,

Inser sxrastes Froblem ist also,durch verniinitige Vorgaben
cin Systen von drel Vektoren £4(1),E,5(%) und f4(%) zu be-
etim en und elne frt TREN-Tsche Cleichungen Tir dieses
veten zu entwilckeln.iir betrachten o.B.defs ein Intervall

Y % %
ch greilkant durch falgende Laten bestdimm-
¢ 27 Aie drei Vektoren fiir t=0 voxrgegeben
We -_'-.\e::ﬂ;-‘j_(‘:');il]"-‘i swar so,dass sie linear unabhingig sinde
dann sollen im gongen Intervall die skalaren Produkie

(;:l'.:j:) (131-411235)
porohen sein.venn diese [rodulte repeben sind,;so sind domit

anch die Ableitungen

(1) (£,8,) = 538 * &143

gegeben.Is ist also unsere Voraussetzung tieforgenend als
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etwa die,dass die Ableiltungen selbat(dlfi)' Wiren.

Vorsussetzun: en glse die Velkt
d.hs auch dic skalaren

rg gind nach ungeren

aren,

‘Toiutte xeymisen Bngxininfangg-

pankie und die Ableifunpgen im panden Intervalle regeben
S e el

S A ek s VO vorrrlkios 1 i ¢ il
jann 18t schion von vornherein epgic tlich,dass dedurch die
skalaren <rodukte sellst such im pansen Interval o gegeben

sindl.Als ebenbedinpuap stel en wir ais Forderang pug,dass

gere Jeheuptung it nun,aagflem; ddese V=Iﬂueseﬁaungaﬁ,
erfiil 4 sind,das tem der drei Veltoren £y eindeutig
T o s 4 3 s o 4w el

ARIANT L8ll.rdr mussen zundchst noch zeigen,dess die
: ‘orauvscetimungen keinen viderspruch enthalten,

L : gibt die skslsren Produktie im Sulipunkte.liis mucs
also geozeigt werden,dass die Lterminante {2} im Nullpunkte
vicht verschwindet.lee 18t aber sine aigebraische Latsache,
ar terminante von drel unabhiingipen Vektoren nicht

unsere sehasupiung zu bewelsen,verfahren wizr sa:
ir onstruleren eine lineare Gleichung und weisen nach,
drneg epiec eindeutip lUsbar istyund dass @ie Lisungen aslles
erfilller,was wir verlangen.Vir versuchen,ob es uns gelingt,
8

ris en ayy 90 2w vestimmen,dasc gilt

4 By - I o
(3) FOE Ly T L By G

enn i7ge Gleichung gelten soll,sonmuss arch zelten

Linke oelte igt duxch die Yorgabe gegeben,das skalere
‘redutt suf dex vechten Seite ebenfal . sJlmrch diese Gleichung
sind szlcoao die a,, eindsubip hestlimwt,wenn man i Tfesthdlt

und die droi ﬁliinbuﬂfﬂh fiir 1=1,2,% beirachtet.las erglibt
drei Uleichungen,eus denen gich,da c¢ie Jeterminante

nicht verschwindst,die drei CGrosven ny, bestinven lassen.

Um ungere sesuchbten Vektoren vu belkommen;haben wir also

nur (3) zu interrieren,ie richtigen Anfangswerte bekommen
wir debei,dag haben wir js in die Vorasusceizungen anfgenommen
Sehwieriper ist schon,zu seigen,dsss das LUsungssystem

von (%) auch die szweite Voraussetsung erfilit.Um des zu

seugen, bilden wir
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- i a2 &
,l’,. t = :{’_ ,1-" '5@ ‘_Ec_(__ ff,l@ 7
C . . = - -
;_-J s 5:‘ Sr',_ "4
und sddisren: '
B >y e & £
(5) )OSl L, Sy ¥Ry 50 j&)‘?

Daz ist eine lincare Differentisl leichan. mfar $16378
= = L.
sind also Yorrabe und Lidsung Lisungen derselben hemogenen
Fifierentinlpleichung.lamit sie identisch sind,ist nur
] e %

elle itbereinstimmen,und das tun

o
£
N

¢
it
£l
-
i
(3
-
e
-
o™
LS
(A%
i
 un
el
"y
Rz
"a

-y -r :
T3 =23
~
= E e = gz
s B “1k g R 8
tlso Besteht inder Lst die LUsung aus unabhinrsigen Vek-

Hei den ricntirzen Frenetschen Formeln war die dpeziali-~
ent orthogonsle Einheitsvektoren

waren; wir haben nachzuweisen,dass diese Tatsache mit der
Sehiafayrretrlie der latrix zusasmenhingt.in dem Belspiel

ntisen rrenetschen Formele kann man sich gut klar
;lai vorreben muss und nicht
die Ableitungen (74%,)' ,denn Dbel den Frenetschen For-
meln sind ja dlese Ableitungen im ¥ JulleFe wiirde also

1 pichtsveiter liefern els

i -

machen,waram =an die ‘usdriicke

die Vorgebe der Ablei
die USgarrneit des Orthogonalsyslienes.
Iei den Trenetschen Gleichungen ireten die Ausdriicke
}; ung gi auf. s milssen sich also: asuch die skalaren
“rodukte doren diese beiden Urtesen ausdriicken lasuen. . s war

k"
. 5,
s

(7) e T

~

Parsus ergibt sich durch .ultiplikation it £,

- . B4
(8) 5 TP

und durch iultipliketion mit &

(9) L =2
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Geng entsprochend igt dann

Hind also die geonmetr schen laten bekannt,so lassen sich

dersus die skalaren rsrodikte bestinm en.

i A T e by s pp e I s,
Lagt Ugberpshyr zu mearparametricen Systenen,
iarh der Usherwinduneg der ewgten ol
: d grwindung der srsten tawierigkeit sehen

wir nun Jaran,zu mehrparemetrigen lyetemen #iberzugehens
2y Veg,den wir da einsusoe hlagen ns ‘ben,wird so sein:

achnen.an interessiet

wie Hdflerentialformen

crzugeben.nsere Frage

und £ an der Stelie

en Fliche prewisze

dann gine und nur elne
vorogsafen sind?

atig eit gili nur,

L,l,l gerisse Halationen

i
i,
fend
I
o

o
fo )

R
chen.lnd deas ist kein Wunder;denn gur Fixierung
i

L -
des Veltors 4 sind drei CGleichungen nitig; wensn aber die
secls UrBseocen vorgegeben war&en,sinﬂ dss seche Gleichungen,

2 dg ist nicht su erwarten,dass etwss Eindeutiges,Verninf-
tires dabel hersuskont. =g mﬁsaeﬂ of ‘enbar noch He.ationen
zwischen den sechs urigeen eriiil.t sein,damit die Fliche
stery and ble suf sewepungen bestimnt is.
ihe wir diesen fnsa % durchiiihren,miiscen wir noch all-
sweiparametrire oysteme untersuchen,las werden

het ein zweiparametri-

wiz folpendermassen versuchen.san
Fes Cyotem und verlangt,dess ein Gleicnungssysienn

o .

.
e}
pa—
g

51 = Bix Sx

fiix jede Flichenkurve u(t) und v(t) existieren soll.
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g dist offenbar
L ol ! w r t i 5 art
( %) 3. 5 1 t Es W =
w v
iy beherrschen als o v g ot .
iy 1 1 lzo den fusdruok ¢ Vollstindig,wenn
wir die ‘fusdriicke - urd

-j.V :lC"..:ieﬂo.':'as sgind ghar 1.30:_1{191‘“

4T W eyt '-.1 ]-"f'! o1 T = e . g —
FHille voen 5 & rm 9 1 migs gher ,wenn die Form 1 inmer
rich 1lg seix soll  aie inshesondere richtig sein fir die
tungen u und v.Und umgekeht kbnnen wiyp sazen,dass,wenn
ie Bifferenticiform I fir die slehtungen u und v righ-
tig ist,sle such fiherall richtip iat.’s bedingt alse dien
ifTerentiallorm I sine zwelte “iTfercontialform IX.Wir
" N
"z;.) I.'_..! = T_'.,"" 7 v . 2
LS ?{ LA i
(5) 125 = = E e £
" 2iv dgime M3 SR
Teh beheupte nin,dsse aus diessn beiden Gleichungen die
leichung(2) folast,wohel
(£) : = b, u' + ¢,, v
2t ik ik ik
iste.an xBn te ampn (2) inte-rierven.lann bhekonmmt man in
der +at edindsut £ dan Vekior J.Aber man ist damit bed
w iftem noch nicht fertisydenn man het cann nur die Lbsung
R v e .Jnd das wollen wir Jja gar nicht,
¢ n Lisungssy vem,dag von u und v abhingt,aber
ner Lurva,Wir milssen doch verlangen,dassg das Xiag
;g nur ven dem Orte abhl¥ngt,srreicht wizrd,
are wir uns auch hewcgen adgen.vir miiss:n also
s b hdgnepdippkedt jer Lpsung verlangen,
rezeirt hohen werden,dass die Lbsung vom vege
unabhlingis ‘st,dahn sind wir in der Tat fertig.Um das
zu Hu ,fewﬁvt-es zu zZeizen,dass das Integral tiber einen
geschlosaenen Veg verschwindetydsn. s 1ist

r /
/= J
v.': b
¢
W, ¥

Wir wol/Z
Integral

=

:*-3.:;.{1.1.11!:2,.?1'17 mit 0.

D
E 4

&

ot
“y

on dieses Sfroblem al.opemeln anfassen.ls sel ein

o (et )%
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auf irgenceiner geschlossensn Zurve der uy-Cbene gepeben
* L E e

ntersuchen ist,wann das Integzral dber diecsen

]
o

o
3

1 : B e s < 3 ” g ég ver-
% o by Ty 5 ¥ A Frem p Yoo s = - .
chwindevesu dew awecke formt man dan intezral ums

. L Y, =2 ’
b Fie's filol)acitt ~ o it &
~ i s (A o S ot
(7) ,ﬁ- B 7 %
und das erpglbvt nech dem Sats von 3ITOER

nierral ﬁﬁgr aé®r rechiendelte iiber das von
der ‘mrve unrahmte Ylichenstiick zu ersirecken ist.Lasl
Vorzeichen auf @sr rechten Se¢ite riohtet sick darach,ob
wi¥ es mit einem lechis~ ofey Linksasystem zu tun haben.
tort,dsss des Intepral dasnn und nurs

Jnd nun gient man 806
denn verschwinded,wenn fibersll

L ¥
o
I
tx

igf,iind das isi von sofneherein an pes

7
gekniipfvsos milscen die Funkfiosen 4 und B im genzen Innern

cioges ‘ryxesbnis ki¥nne: wir fofert suf unsern Fpll snwends
gs ntegrel lisgst sich in unserve Ysktorformel umsetzen.

arpleivhung iy Gis drei Lompe-

t
nerten hin und hoben fir die darin sufiretenden drei

s SBedingungen zZn
erfiilien.i'ags man das Xsnn,liegt an der Linenritit der Aussam
llgrean ldiept auch,daseg das . ntegrel dann und nuy dann wom

eps Ixel dst,wWenn

ist,wenn wir die drei Zompouenten wieder gu Vekitorsn
vereinigens s handelt sich a&lso fir uns darum,zu unier-

suchen,wann dis Uleichung

(11) d?f;“aéﬁ i;:#{ = &

erfiillt ist.Zn dem dwecke zmerlegen wir
. ; = ' % Bae ¥

Dann wird
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(13) P T S H PO i )l T 0,0 Pty

ir setpen nun

_ i
(14) s

T
|

|,-.la

p
it

anT Mo inmer (9) sxrf ; .
vann muss iomer (9) erfillt sein,slsc nnter sericksich=

e nhen & Bewd s vy S L 1 :
ir hnben &lso bewiessn,dass die dedinguns (15) notwendip
und hinreichend deflir is%,8u85 das Intesral vom Yere un-

abhinpip ist.lieges “rrebnis ist nun unbefr;ndi:eﬂd denn wiy

.‘ Snnen "_.Ej_{"; A1 G '1}:‘."-_"{ = ,,al-, 'I_l_?q_"{j_ o :f'L:-L "';:I’“_'!: u'_ _':_ g -n(’)r ‘yz dQVh iﬂ'l’ﬂii‘l?lzﬂg
" g
o oy v Vs Ry ey T3 .8 R = =T - ey e b
A ] "T:‘l’(;ﬂ_'_—- TELZE ..J_i-}:‘: (R824 Cil: !;}_J_{“_[ﬁlt; S lr\--t nurl
e — s

(16) ) B £ w0 B Foa

Y s 1R P 5 et iv-ﬁﬂ

- 4 v e k1l 1

e

ont wir eine Form,dl ﬂesfattet,f zu, eliminiersn.
nn die Xoeffi-
ren,und ,wann

ie Gleichung (9) izt sicher dann exfHlld,w
gianten gleicl sind,las erkibt drel Gledichuy
wir i die Verte 1,2,3 durchlaufen lGSEEﬁ,Esun tlsichuneen.
“ern diese Gleichungen bestehen,iset inder Tat der Vektor
I sle Vrtsvelttor bestimmhar.sindererseits sind diese Gledi-
chunren auch notwendipg,dean wir kbnnen js das Oystem I
an jsder Stel.e interrieren mit willkiliriich vorgegebenem
Infanpesvektor.Uad das ergibt dann wirklich Glelichungen,
die nur b und ¢ enthaltsn.is helsst dann unsere Integrabili-

.:4 @
Ry

ttsbedingung

(18) (IIX) byjy — 0643 ? (bik Gy = '9'1khk1)- = 0
v u
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die Tendanentaleorde-sn,

iz sl

weben nun unsere Theotie suf die FlHchen mnzuwenden.
Wir heben gesehan,dags er pehlist caTangewerte und die Grﬁéser

- N “"";‘.a - © e

£174 veorzu 6ben,s50 dass eine gewisoe Letermina tenrelation
erfilllit ist«In unserm Fel e haben wir dsnn die Uridssen

- ."‘. & oA el PERE. | v T e - - =

’1;iu und 154y VOTZugsben und nachzusehen,ob slle diess

usdriicke f£lir unsere Vektoren £ mich suf die Grilsgsen

Ty Ty Gy Lyl byl pen lascen.lnbsi heben wir gn ergetaen

Jan~ werden dle Fundanantalrrissen
- ¢

(2) T

(=) Sl s < ¥ L

(5) L= % By e &L
e = —= — rf

(6) Vo Sogoerm= Su fry
A . -

(7) }f =% Ze -

mted Beriicksichtigung von (1) wird dann

S

N

H

1 5 = 7 Titw I =
tindig beissrren.ie fehlen noch die Sr¥ssezm TUr 1 # 3 »
S v
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£ =R
(14) '.:"_- Sc_u. =;b"'€ﬂ"f'ﬂ = E" L et TS|

Um such (13) au srhelten,bilden wiy

. A g iy g y .
(15) % CE ) T Fufin F s fa

16) o = T B

¥ - L

(16 g Gan :‘}-r P

Camit naben wir den Seveis ernracat,fess umser ;2:,:3,_:1‘1'& IT
§Zca qurohnsle suandanentalgx¥szen E,F,0,L,H;F,ansdriicken

axit sind wir abar nach nicht gefz fersis.Vermiiiecls ==
sérer Orpeben vierden duech raine Jeisrminsiisnrechkennz
e Uriiszen b uns o,, musgedriickt.Sun wis-en wir aber,
LA =
jess unssr cyetem aur darn eine

neun <ledichungen genlieh.ln Wirklichkeis 3et e nan s,
iess vonr (i sea neun Gleighungsn nur drei unebh ngige
inrighleipen,ienn die noch erfilllt sind,denn dirfen
rir endpiiltip integrisrem.iily missen dazilyr scIgen,dsess
die letermiente nicht verscheindst.=s heisst sun dis
ecterminente

[ ¥ s x. Eor o

} & | _JT::Q .-‘%'4'3] i - w
4 3 If. & "-g ::nf‘: | -: :‘ :- x "2
W17 @9 s ’d‘3] = | = 2 U = X

. sog. g8 10 o 1

} 3.\1 ',-3-2 ‘:3 1, i

ist,dess also die Form I positiv definit ist.
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[ i Th% = e i
gy Diem G augsi Bulien f;b_l(g'iﬁun ‘?Sforﬂr‘ln
i £ T8 5

Jetat hnben wir kwar unser Vaskter 2
- X JLtUISyﬁt&m,{i,ﬁth noch.

g ® j e v i & CILl “Yiz &uf L in o 0 blem ¥
e e ¥ b 1 8 FEO R ERY S JI- £ v-vl G ’I-J' i& 4 ‘IT‘ - LR = E
7 e M RS 'E)ﬁ.i LY Ol o ok 20 h&"' bim-

R R | P Tl r PO B S—— “
N FRE g HMRd S, vorgebene Vektoren,dle von ww

u und v ebhfnzen,livn erhebt gish 4 F : e, -
¢! . craebt sich dle ¥Frage: Venn pibt es

& ine II": 't [ <y do™ e o T 5 P S Y 3 - 22
4, 1 PRUL g 2 O8S Hnsera vieichungesystem pentipgh?
tarel py et ! i |

GhEWenéifs ung hinrsichend iet,dase gilt

'me haben wir zu bewelsen.Vir beirschten unsere Yorzabe
(4) Eo B = F, Eo =0 (L = 12,5}

cder,wenn wir die lLombonenten auasch eihan

) = 0

ke

[. 5 J /i E r'. S ] R ) = & { 3 o } L (I‘l' -
11 (5" A e 3 12 '¥%2v “22u 1313y "23%u

~lege Clefchurng bosegh,dren der cektor L, -85, Bul drei
slrtoren £, senkrecht steht,die nicht in einer Ebene
B

[#53
§A.|
ol
pazl
o
7]
et
o
e
&
T
3
ig-—:d
o
a
:si
l
D
bic
b
L3

Llegen,. s

{ {..’ ] - .‘ - &
L&) RY en T 7

realtion (%) erfillt.VWir kinnen also
so wihlen,

+Aleso ist die
epricron.iir kbnnen also in der 4at &

dags (17 uvnd (2) ezfii.t sind.is 1st dann &q e iRt

voltor,denn er ist dedurch bestiumt,dnss er die Linge 1

hat ynd auf &, und in cenkrecht steht.’s ist also

ey
A0
1l
-
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haben aleo ungere drsi Velttoren wirklich die Ledeu~-
yand des Yystenm liefert,was

ie Flsche,wslche die Formen T

oxmen hepitzd.lils hinreichende

ting II als und amentelf
und notwendlipe SIeinbzre Sedinsunzen treten dzbei neun
leicnungen guf ,vaon denern wawy @

2ionua U= ,van denen nur drei voneinsndey unabhlingig

! ™

LWE anl ez rde ,negsen und

ritfla: zen kin te.und

ichen gibt,heben wir schon

gind.%a wird also in der Ta% die lestalt dex Ylicje durch
1;

ien Fundamentalformen bestimmts

“noschrelot hlsterisch diz Grissen 4m den Gsussischen

AL = ('J.ﬁ/l | :}r .-,."'/‘,qﬁ- L ‘€,
fa ae & = '-_’ 0 £ »f 3 . ;}.{1‘ *= _,/f?( '-9-)
Teg T f _L? « 7 ¢ h‘ o ﬂf J;z
noden formeldn von Velngsrten
. y Fs 7 T g )
>, = d;,ff‘*;__ e g4
sdelndodminid - Sacsindgieo canlea

s Gaussigche Trheogyrems egregium,

une nun mit den iassen =uf einey ¥ .#che

an kann doch auf einer bhellsbigen Fidche

& beko ot dann pewisss Vinkel
dinkeln und Lingen wollen wir uns
Fildche,mit deren inneren Hassen
uns schon bpes hiftipt neben,ist die Zbene.iea gibt es geas
ad wiakol.ols ersve lloidfnung wire also,

5 mrn dnde Flichs l¥ngen- and winkelireu in eine

e abbilden XxBn te und ésss man so einfach die issse
dn:g es 80 etwes nicht gibt,ist
bawieasen woaden ist.Vir werden
ihngen- and winkeltreu auf

Tessache,die von Baugs
wen,dass fast keine Fliche
“bene abgebildet werden ksnn.lass 8 gingipge solche
cesehen,so lassen sich
Torsen,Zylinder und xegel suf die Lbene abwicikeln.
merden sehen,dass dies auch die einzigen Fllichen sind,

dss %un.Sun sehen wir,dass rerade diese Flach - n
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guch durehreifte andars wigensohalt ausgez ichnet sind:

sie hnaben verschwindende Goussiscke Krimrung.7ir werden

&
also vernuten,duss die Abhildbarkeit suf die Lbene etwae

$6 ARASLaCAEn ayiivmung zu tun heben wird.Wir hatten
filr die Uaus=ische Lriimmung gefinden

£
B T ¥ d

-: i) L e B .,....,._..g *
1% E@-F

sium:
1h8ct sdch eliein durech
@{?ﬁiﬁﬁggﬁﬂq_T;?,3 dﬂr_brﬂten ?"nﬂ-mcn-glfmrm_ausarﬁcken.

| ol

oymel.ls steckt eber ein

wesentlicher vets daninter,denn wenn

mon dlese drei OCrBgzen boherrvschs,%ennt men esuch alle
mgen and Tinkel.Wen: men nles formal bewsiden kann,

dass die ussische Eriimung nur von E,¥,C zbhingt,

dann haben wir such cin aitvel in der Hand,X durch die

» 2 3 LI G, PO | R b ] H Al oy
gen und VWinkel inm der Tliche sussundriicken.Venn slso
cann awel rldchen diggelben Gybs en E,F,0 haben,sn

haben gls sach gleicke Gpuassische Hriimpung.Diese Tatsmche
kdnnen wiy auch go wenden: Usnit zswel Flichen lingen- und
vinkelirveu aufeirander beszpgsn werdsn kbnnen,ist not-
werdig,dass =ic In enfgyrechanden “unkien dieseibe Caussi-
Zyfincung besitzen.ind dsrit komt diese puniichst
Tormei asnmpeitende teziehung in anesey Jroblem hineing

g hat nun die Zbene,wies wir naciher sehen werden ,die Gaussl-
seche Mrilmoang Hpll.Venn des wahr isf;so folgt sus dem
noch g0 bewsisenden theerenms egregium,dass
werden kdnnen
ninlls var—

Tir heweisen also gunichet dpes die Zheng verschwindende
capssischne Rrimsany Mat.ls siad Qie dan thriln ungen,aud
donen die Oavesiscie rimonny sussroengesatzt ist,die von
seraden Ninienjdie verschwinden aber,zlso ist auch X = O
fir dis Lhenee.

las Sheorens esgrepium.

o

Jun beweligenl wisz

8 gt

e

—
-l
|-

ol ) ;
iy AN == i

1L =

w

L-} - -‘~<!.

Den Henreyr kiinven wir von voxnsherin susser Zetracht
lagren,weil er in der Zot nur von I, und G abhingt.
Wir haeben alse ur noch den Zidhley zu untersuchen.Xs



i . . -
§56. ~-142-~ St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930
igt nun
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- - & |
& } i J Ta dyp fhitsex |
f G i¢] g £
- r
A :')" = - - Lo o |
e e -"J’. ’Jv”,yky.n’
If
L‘. } = - = L "'.*I_‘ (20 qv.}l
M . -J/
. & I : o
{, |’ 3 [ x .- al = Li: _-’,;‘72.
ver wir also nur noeh die Deferminente zu unie suchen,
Gehe Gen Ansdruck
s A _ N Z
£ = HrgTep wi ] (g0 % g 9}} T U fws L '—f:e) r
wnd von 1lhm 8u zZeigen,dess er nur voen den Gr¥asen E,F,0
inren ableitungen) sbhEkngt. s handelt es sich um
i i . - 1)
zwel Deterainsmbtenpreodukte.ls i3t zus glligemein
» F B
-Lf A <5 = o= _j
. V. a } = fr & e |
Sy f _fr'!_' = L3F s i [ i
&4 7 ’ "
| = o : 5 T |
;tn:.'.".fj..'s: ;-'-:',7 i:‘;t
Gy "'f,;' o I | £, _!-‘“f-.-g”f
g & 2= P -
(a, Ge)imtig) = |2, ¢ 4 ,‘ S Fefe
{'Fg;‘ d?‘ eb f ‘£3 {1_. 5.:5
| 7 & Gl  Foy B oA 0 -
| gy FA Gk Gy Ty “o fo U o2, £~ Ha gt ;""i-g;"& 5
| , e - L.
. i n s o _‘_.(" ﬁ o 5 )\
| %u é’.,‘-ﬁ-mg,c;%*‘rse% By [+ BafT P5 /s éfd’f‘éé&fb"‘"%:fl
L +CGE+FG G GFR G A GBS Cofat Sefct By
| . f. - -#'L 4
|| L 4 M ‘j
= tl"ré

¢y |
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kech dieser Formel berechnen wir die Determinante in

z { ' z y
| 4w ¥ & ¢ ¥ f g8 5‘;.'4);.‘/' J;'M Zoex 5"/
|
- ﬂ_ = L -_— e
» = F A R * o ki [ o x
i ] | &2 s A o 9«.? R s
| o . x
y WL e @i Ao A ik r . ;
PrEE - o ¢} ESE e | G Y Fufaw /_;:":.epr
= F £ B
& “. PV " = o g
— ,!"ﬁ | -
= b fiie -
b & 7 e — f: (] a3 ;e W ||
| I
1 T T a W 3y % | r i L
- — - * o @ # L ST - w
— & I » &4 G fair iy
3 1t nusn

b & - — .fF
{10} = = Sl ol el SR
\ 10 v fewow= [ pob* 7 e < 4
= + Lt 5w =t
'1‘[? L e v = L S S -","f-",e.e"-’/_;,*-_?'od b‘h/:; ¢ Crevs

und pang entsprochend felgd dureh Vertsuschung von

u und v oand veon I ung @

cemit alnd die untergirigheéenen Glisder devy lLeterminsate

in der Tet guf E,¥,0 zurdckgetiihrt.”s bleiben nun nock
e 5
0ig bel ds REATHCIE  Yie fror und o ithrig.llie h#ngen

=

i oingeln nicht ¢ in won -,Y und G s&b,wohl sber die

bel tirg eutftretente Lifierens.ig disf

(‘}53 (l;?”“ -'-{".a-'!n) > ._f"‘"‘_""'{'r;-m}p“ ,|'..“'“r&d

' N > Lo
(16) f{&'i-rv‘,-i'"./n":f‘*‘fu"’-" - @RETLE= 3 Urew

Subtrahieren wir,so folgt
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i e “Ley Lo & {'u 2 ¢ ':é’z.,- ed
vair denien nun die beiden Letermingnten in (8) nach

der .evzien opalte entwickelt.lenn ernalten wiv

- 1 — F r F J .E. |
.':1.'_-) L £ 5L - ;-/J- cete ey '_:.-)srr;//E K

v

& Gs 2i¢ ifYereny ¢
© OE SEE LASCeTnR feedor ~ Fao nach (17) nur

rag.ver wir schlies-lich ¥4y @is Cnds ische | rimoung

5
- . - — - -
{ 21 - ~=) K

-
- = v d oy B | == Loy J
4 [ = o f § - -~
| ¥ E i By “Tlhut ’L:‘,.-'“‘t'w/ | f‘fﬁ, TG 0 ! .
iag pleiturs fst vor F.Optmer sepeben wordeons
Gausy gelbst iet 1026n dureh esehy labswieripe Hachnungen
s einey pleichwerticen Formal cokom en,
1r pehen,dage in clesen Formeln hthere sls zwelte
b, Tunre dax Jrfecesn I,X,F nicht suftretsn.ienn nan
gperisl sordinefensystang cihfﬁurt,z.ﬁ. Crthoponalsy-
steme,dasr vareinfa hen slierh dle Formeln wasentlichsEs
wird &8 M F o= Oweltere ‘frﬁi.ﬁwo;zugun werden wir
gD ] 1 kannenie s nere
Lemit ist unsey Froblem;lagsungon aunl £0H¢ hen Zummachen,

M vongtiven sine wcefirderdstir haben peschen,;dass wiy nicht
szl Tldehon auf Ubsnen sbbilden Kinnen.Absy

: ts5los ist die Amgelegenheitdooh nichte.

In @sy engen U-pebuny eines /unktes lassen slch sehy

" der “hene vergleichen.

Flche und dex

g

L

Tangantinlebens die gledlchen sind.Und die Abwelchungen

der lHchencrissen vén denen auf der “herne merkt man srste
wern man die sweltsn Ableitungen hinguninmte

dor Tangentialebene

Bohen vektor sel éf‘ ,ﬁ.:’.-.',l.'
sei &/ .Deide selen guf ein Parsmeternetz u,v bezogen.

Wiy betrachter dis belden Vektoren an der Stel e u = v = O,
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Dann kiinren wir es so sinelokien Ae8n wann wir 3@’ und
% irosac laurinsche eilsn entwickel:,sie imerveten $¥eie
PBoe Mmatinen,wihrend in den quadrgtianhgn.ﬁlieéﬁrn #
: e nipo in erster Ann¥herung
imgen vnd inked der TIiMohs plt denen der Lanpeniiziebens
yerilelchen. ir kbrnen slsc die Fliche orthogonal auf die ¥
renpentislebene nrojiszierven und békommen disselben Liangen
i sinen Sehritt
welter Lrelbens ir Einnen roch einewn Hgohbs ket hinzu~

ege Analogie kann mon noch ¢

ntisniehene nraiiaieran.

gnn bekomuen wir nsch .veh'}.lfiﬁ,ﬂ,ﬁ gich suf IRHole

und Lanrentialebene in ergter Hiherung nlcht abterscheldens
¢r mu zinewn man ni it mehy

milssen Wip

lergionsbeato&Ch ten Able i'tu'n{-,'en

yinzuziehensing & aurclh d¢le sw iteﬁ,&ruten ‘bhledtungen

ind o selbsd dles Upusclsche Dytinsung beatinst ist,
= -
yrd @r welter die Gruspsigens Slrim-ung suf dery Fliche

eine pndere iat als auf der ‘bsae,let dann keine Useber-

ginctimmong molhi pliclioh.
[ . IR :
tH7: Lis reogiitische Xrimmunga.

aur

ie peoditische Lrilunang gz 2041 LR Analogon
&h anan a8 el ¥ 7,2'; E.E,j_l"'., Ein AUSGERCK ,f-_-i_.f:.‘I YT ven E, F, G
e 3 -_ i - |}

liiehe und eine {mrve auf ihd

- " e S T L
nrd vessuechan.den Tinkel benachbnrdey Yangenten dureht
(& = adhihraalhida g =0 LS SR o T

ivstand threr susspunkse gu dciviaieren,ur so die

Zriimmiing zu bekoz o unsbn nun gIwas su .:'.;e'.._':;c-:-]'a,ﬁ-‘ra nur
von U,F,G abhingh,;g=hken Wir 86 VX3 |
/iy nehmen afe ‘snientislobene in Pgilsan liegt ale
snte fa 0 aa dis surve La dlaser hene.lun hetrchbten
r siven lacrbarsunkd aaf der Twrve und projizleren

auch seine Tonpgente in die lengoitinclebene von =.lann

T

| - X T on T I mTl e
syhaltan wir swei Dinheitsveutoren in Qer iunpentialebene,
arhgl 1w :

s B TE | T 4oy g -
fie elnen Fewisuen kicign vlugel cinscnliessen.lassen

. T . sy B oy 5 id e e ) A, 5 il T gy
wiv den Swelten Vekior gepen den ersien neranrucxen,

a0 lronversie en Winkel und .bstand gegen Full.len Cuo-

A . . e P i 4 T _'._,.{k.{:i ang
tienten sus beiden nennen wir dise geodiitische Arlim unge
i deliniesrsll ALs0:

te meodiltlgehe Arimpung aeihex ?lﬁalazjwlvﬂ st

7 B R +3  § nEn LT
r”giah fgr RESEHLIISIHaEIET jngg_wu hn ichss
x

55!

-

nalrisses auf die Tanrentialebene e

s ist sundochngt klar,dass,Wem dle Fixche zuldllig
eine Zbene ist,;die geodittische Krtim ung im die gewbhnliche
ibergehtedenn dann ist dle ‘rojektion mit der Zurve selost
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tdsnhe
Jag zwelte Qapep en,dass die geoditische | JYilmpung agy

ht von vornsherin klar.idir nahen

Jf GInen gowlssen Fehlew gemncht,indem wir die Tanpente

Ln cen dachvaroankte weid Ihe 31i1d auf der %o fagentielebene des
Ay e el ol e S - T e L 1 2 &

8 L oenngtes gleichsefktensdnas durch diesen Tehler die

&3
| 2
(=
D
L
=
H
e
T
=

form nersusgeworlen wurde und nun die
Htdirrho Adiimosias oyl ek ==
telBCne Afian Adslpl Al Von Qs er FLaEn abn ngt iBt ni(‘ht Qj

#Te8 ersientlicnsbag wol en wir Jjetmt beweisen,

Wt ungerer Fliche sgd aine Kunrve

s - o (3% ) A dae

vektoricile rroduikt rtipgt,well 45  ein
itevertar fed u=gd 4 senkrecht stehts

der “nt ein Vektorw,

"1 N asl a7} - P [
vakitoriellae Yradukt

in der sshrsantialebens lisct. P> dns von Iateresse

-:..,. - "
;.‘J
- o1z loren wiv (%) nit fden Linheltown] T X E
; i i (5 11 % 2T nneits ngtn; Xy S
=0 fglgt,éa £ muf » »% sonkre ht stehd
T - [*3
s= 5 ¥pe i & {?’&’"—’/'J"’)/

har Pl Tr}r ral Uthansonwiserliaaitita noa Aam liese zu cal el

MLy i3 ledd iAo Sl Lo d DT B L uWal ak A A A il R & £ le

=
%7
o

haben aiso su zeigen,dass die Leternminante _ﬁ,g;,gﬁ,)

’""%

f hen wir so vor:
igehe Zptinmung héingt sichsy niant von der Vahl
ter u,v ab. s dex Definit on komm% Jjs ven

einem farameter pgery nicats vor. s igt slso er.subt,
spezielle Parameter einzufilhren.fir nehmen sn,die Kurve .7

{?
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gel eine lurve v = const.Pernsr wol.en wir annehmen
. . ey, d ?
dags das rarameternets so gewhhlt iet,dass/ﬁ senlhrucht
y Y ‘f a b -
au zp, 1st,dsss alse 5

\ e
{?) ; = Fi ./5_ !
‘erner ist

e e z

is° = T du® & G av®
21890

48 _ _ 5

dix W4
Quear
s ga _ _1
Lu} as = Jr—

"}_;'_

und fernsz

| i 7
; =(Zy ], — * —_—
(10) g™ " & (ﬂE oy '

ba es uns nur auf die sildung dsr reterminente ankomnti,
ttnnen wir den zweiten Term &nf der réchten Seite von (1o)
fortlassen wegen (9) und erhdlten

o 7
(12) o= U5 o o) 5in -

iir haben also nun nacnzuwelsen,dsss die Jeterminante
(5,5“,5;“] eine Funktion won B,F,G allein ist.%u dem
Zwecke benutzen wir die dilgsformel

(13) (ant)(ex4) = (as) (/) (= A #e)
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o X =0

bann mues einer der beider FBl. e eintreten
«Jentweder « =0 gdew = Uydlso versehwindey
dlg rechie Leite

De) #und ¢ hsben diegselbe dichtung. Lenn kénnen wir

sgetgen 4= l4d und e halten

m h{et)(er)— daf)ias),

P ..-fr. o

und such ‘
e d O

Jannt Tiihren wir die ﬁektoren
mLx
L]
il

-

eln.Jes kin en wir,weil wir vorsusgesctzt haben,dass
diec Nenner nichit verschwinden.'ir batrachten G.n ‘usdruck

{ iy r’,"%)L
De iz inhnaitsve gn die bhaiden Usiterminanten
f;ﬁ den msa-tckmﬂ iiherein bis auf die HZich-
sung. 1r heben also m Losinus des leifungs~
winkels su multiplisi balten

fext) > b= e A ‘%).L'ff'.-’ 'f,} { (-”;?)

are wodukt L9 ist (2 mit dem cosinue des Sei-
rutrgw;n%ale identisch,da £ und / Tinheitavektoren sind.
- i als

Uer Ausdruck,der hersuskom en soll,steht in Ger Unter-
dferminante obven links.Vir milgeen slso versuchen,die
~gterminante so umzZufornen,dges nur diese Unterdeterminsnte
Gbripgbleibt."ir nehmen das %_ala*e ryodult in die Umtermi-
narntes hinein:

23 T ﬂa’e“ :ﬂ._’,:{

| #e& Lo -zf-?
{{“5:‘1]{"’%"} (%4)e 58] (5 y)i%n)

l‘ »ﬂ,xt—':,){""hwﬁ} =

und ktnnen nun,da 4 und v nicht parellel vorsusgesetzt sind,
? lingar sus =« und + urd £ kozsbinieren:

Fi ooy

y= Ak aw st 3 5.
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Vultiplizieren wir mit 2,80 wizd
_-'z'
. 3, 5 - 6}/ -

Tir multdplizieren nun die erste Zeile der Ueterminante

mit o,die zwsite nit 3 und eddie =n sie zur ersten.
Dgnn erholten wir unter Lenutzung von 7= ué
e s | e et
{.._:_”,;}‘.‘,ex :’t): [ @& o e £ { = rﬁd’ 4!“' Jﬁr (
|f{,_,g,\¢,_:5-._(, = z,)’)’ [ P :ffJ {; ,p'?' ._f"g{ﬁ.g—-’.?é 1“‘? {1)3’ /? ~ ‘tf j ,:?" x

nan ist sbver Hach Definitdion / gankiecht zu 4‘un&'#
Alao ist

Y
)

,{./::-_-.‘1;'

“ntwinfel§ wir die Lslsrminsnte nacih der legzten seile,
g0 wird slso

(ax b)fad |- ﬂ£7(*;)-{5a£p44)

ﬂ_iﬂtdl
e ist nun
{9, Kanfee) vésgk*;uh)/
" o “ e 2 Ban E
agder,da F = 0 und infelredessen 7 = = kst ,
: TE &
{14) Eﬁénj.u;l._,b'-ff_) A T {gm.l‘dy)(___ .A.Sr;—',_,“_,_) s

Dann wird nach (1%)

Cgafun) = -y’Ece t . {“‘w““} (“ff““"’l‘rf“f"”)) /

oder wegpen (6)

“I.TE) (vi,—’!du,-(};"upt) = .___1., E_f_‘l;-_,,_’-‘l.“u)
"EG {r £

Hun is%

- i — - G - L
0= {geio]ws [rfeatini

=) v ) 5

Also wird
o
(16) 'vu:%l"""‘-r e 'uv’ﬁ'_{Ew.

Setuen wir (16) in (15} sin,so folgt

£ = = = 1
\17} { %-‘f,“fé(““")ﬂ—-z fr——— £‘£ch

und es wird nech (12)
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ir milszen zu Botrigen irerg shen,well wir tiber das Vore
gelchen von F, nicht oriensiert sind.Diese ¢leichung (18)
schrelben wir in etwas anderer Form.Vip 8¢tzen

(15" - 2 Lk

I\‘l)-) = A 3 ":" = '_52

Ure 1s% erlandbi,da 2 und ¢ positiv sind./inn setzt elso

2
2 2 2 P

ds” = 4A° dqu® + H" dvg

ann wird

and (18) geht {ther in

en wir wisder zu dsy Gleichung (5) zurieclt.’lundichet

folet deraus,dass,wenn w¥ei Flichen sich l#ngs einer

urve berinren,diese urve in bsiden Flichen dieselbe
gedd”tisch rliomming ha%ale die beiden FlHchen sich be-
rihren,;ist ir sie derselbe Vektor.ler Ausdruck hingt dann

al s hur noch von ;5 undaxgq ab,diese beiden Vektoren
svanren aber die cchmiegebene der Xurve auf,und dle 1st
natiizlich disgslhbe,

Gleichgeitip st demit howiesen,dass undere frithere
ition der geeditigehen Lindie mit der neusn zusam-
fllte 'ir ha%en Jetzt die geod#tischs lLinie charakteri-
giurt durch des ‘erschwinden der Veterminatbe (533 V%”)'

(12} (ng,gq,dyq) = é(’qugma)

besagt also unserve neue ~efinition,dass ¢ sen¥reciht zum
Sdinorrnalenvektor stehen muss,also Hsuplnormale ist,und
das ist genan unsere frihere uefi“*tio%har geoddtischen

]
Linie,
Jorch die CGleichung (5) k¥nwen wir auch sefort
die geoditische Ariimmunr zur reocdftischen Linie in
£ der Einhsitsvektor

f

ey

Begiehung setzen..s 1st,wenn
in der Lichtunp der Linormalen ist

(20) b Safp-x ol = S5 eyt
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Han :E.f‘}t ,,'l'-;j.@ wix 3-’1"10?’1 f}:‘ﬂ_hel‘ bﬁﬁ'i Baen hab&:n,

-

(ple};'=£¥t§£:-C¢lﬂ)l

~—

s
7 o T iy = = W e 1
> & gﬁl 07 G —tf” Z'?"r) !

gder,da ., Tinheldsvektor 1igt

Py
e R e A
y et f')_-gn;

ultiplizieren wir nit £,s0 wird wegen (5) und (19)

4%
NS
L
aad
il
—
\J'\h.
<
o
S
T

oder,da £ wund iE Linheldsvektoren sind,und wenn wir
o

hen Zingrmale una Flichennormale mit o

gs izt eiwnm /inslogon zun usatze ven Ususpier.liese Formel
hat stwes sehr Plausitleas.ienn wir n#mlich eing Strescke
gichi inzre Lénge @it dem

[
t .
D
b
y
-
@
o
2
F
154
-
fd
s
[ote
]
t..‘
L1}
L
o

osinus des Ssigungswinkels. s veradlt sich alao die
‘riimnung wie eine Sireckes
mgere Ableitungen hsben in einem runkte etwas Unbefrie-

dipendes.tir haban eln zona sgesisliss aonrdinatsnsysten
vincafihrt.lie Glelchune (18) ergeb sich nur unter der
/orgussetzung,dass die gu vernessende surve eine urve v=C
wor und dass u,v ein Urithogonalsystem war.iir wollasm hier
Xurt angehen,wig der gdng all emeins Ausdruck ohne dere
srtige Spesmislislerungen zustandékommt.iir gehen aus von
der Gleichune (S).Lie enthielt noch nieht dle Vorsus-

setzungen, s ist allgemeln

s 2 ’ 4
(24) §n= = tie Yy

o
}.—.—'
g
o

4 j p . J
K’-"E-) é"ﬂfa Eﬂ-g’-.eq x ¢ fu-? L fmz'f 'I"g',a &
L)

. il = B '
= g?nu“‘?—'*i?"ww‘i‘r"“‘" 2,'""“}‘ A~ HohEea
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Setgen wir (24) und {(2%5) in (5) ein,so wirad

Vi ¥ 7 4
P Y sl ., = At Z

oo i T B 2o " ] r #.
R T [ Fowg B F faw LSy o

iuca an ciesem susdruck silght aen sofort,d=se er nur von

L5 e S et SR Heat T4 e . "

pf U BRSNSt Y smtliche Hoerhaupt aultsetenden Produkte
aoen wir s n ter lgehwslsg i

y : X Agn aem hecawelis sefithrt,dess sie nay von
den Urissen der ersien Fundamentalform anhBngen,.

on gesagt,dnss,werm die betrachtets

“1lfiche elne Lbene is%,die geod¥tische Lrilmoang in dde
gewonnllene syimoung fibergeht«La BMA8 sich nun folgendes
reransestellien: In der ILhene ist das bequenste loordinsten-

gsystem (das Kartesische.Ds ist
= G = 1’ T o=
S uEs slsocorann wrier 1w Ao B 5 ke S s + . o
MBS alsc,wenn wir in dem Ausdruck fiir > disse Werte
| £ v - = < it 2 . Lk .
sinflihiren, sl iis gewbhnliche Zriim-ung erzeheon.lesg wiré
gich in der Tat auch zeigens

HREXEXREDY sizhamunxis¥zrsxdnrxsatzs

lr heben schon erwdhnt,dass die geodiitische Lriimmong
anl einer furve,ddm in der gich zwel FlBchen beriihiren,
“.gchien dlesglhne get.Wonn sich die
ieser Sstz nicht
auch sagen,dass

wriicrung eins Stzreifencigenscheft 4st.
beriihrvenden FlHchen haben je einen Steifen
r lsngentisliebensen der be-

e
ne Zorse,und von Torsen haben
aul die “bene mbhwickeldbar sind.
ir ktnnen also zuch die {urve suf den Flichen mittels der
ferse auf die Fbene abwickeln.uiamit hsbd
rozgse,die urve auf der FlHche auf die Lbene abzu~

dilden, pewonnen,so doss auch die gesodidtieche Arfiamung in

gie vewbnnliche Hbergeht.lehnen wir inshesonders eine

warve der geodiitischen Ariimoung Hull,so niissen wir also

nach der Abbildung auf die I[kene cine berade hekomien.

Ng hMoben glsc die Torsen der geodiitischern “rimoung Hull die
Sipenschefit,aass,wenn sie in dexr snpepebenen Welse abpe- ;
bildet werden,in perade [inien iibergehen.lien nennt diese |
farver geodiifische bLinjenslhre Bedlngungsglelchung I

lautat slsc

_.{
4]

Diese Glelchung ist ein Setz,keine Lefinition,denn wir .
haben die peod#tische ~inie ja schon in anderer ieilse

1.7 ILE .
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Pden alss nock i Efgi{fen hﬂb&n’dasa diese
belden lefinitvlonen #bereinstimmen,

T RA - ' 7 5 \ F
a0k veodftimwche Lindene

tnger Zlel wird sein,dle Strukiur der Ccsamtheit der
peodiitischen Linien inm Tledinen gu vergleichen mit dﬂr
i 2r ~hene und zuy unter-
ien Ueraden analog ist.
shtiges 4icl sedin,zu untersuchen,oh men durch
Varmessen auf den geoditiscnen Linien allein die Gausgi-

I

.

=

Jee

i
.

P

sche ariimmang der Fliche ermitteln kenn.las werden wir SpH-
ter untersuchen.Zunidchet aber miiscen wir die geodHdtischen
Anien gelibst untersuchen.sie waren definiert durch die
Glsichung

(BN

:< f?;p"—{;_j'dﬂ]wdr

0

iy wol an non zZanidcahast vo

.

der dogenlénge s zu einem

helisebipgen fmrameter t iiberpehensis wizd

5 g ==
= J é i & & =
5 Eath!
[y o & .-.‘-V{"-r-f'
() = o [ = 2Py
g L2 £ &8t A I 2L

Bigher hshen wir uns nur dafilr interessiert,dmss dlese
Determinante eine in eére Yrids e der VliHche sei,dsss sle
7,7, abhlingte.Jetzt wollen wir die geodHtl-

sche Lindie wirklich bestlmren.Viyr fithren ein Farameter-
nets u,v ein.lann wird s wichtip sein,die Abh#ngigkeit

=1lzo nnr von

der leter-insnte von u' und ¥v' zZu untersuchen.

tir betrsmchiten ein Stilck der uv-"bene.lann 1ist
. L
=gw = g

(

Tir vercinfachen dis -ecanung nun dadurch,dass wir v=%

Lo

) & ¢

satzen, 'ir setgen dron

- &u
(g2 R
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~88 konnen wir,wenn wir die lLickhtungen ausschliescen,
e aul den soinien u = consgt senkrescht slehen.lann wird

FZ""?"' ‘f"'ﬂu) =g

Ing iat eine -if.eru“tialglaauﬁgn: zwgiter Vednung fir
] iner solchen Differential~
gledichung igt wesentlich, s wigoen,mit welchem Faktor die
cnste Ableitung,eldse u',vorkomntslie ander n GktGssen
gind dann nicht wessntliich, s arzibt sich

,-_
P
pos
-
5
o
I
W
—=
=
e
x:
Snan®
n
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¥
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1
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i
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8 ZUnzt also die “estim ung der peodhtischern Linie ean
= c telie,wo das Linienelement =l en enseren Anforde-

: seriigt ,ouf cins ifferentieslgleichung swelter
rdnuns Tir v als funktion von veUm su wissen,wieviel

geodiitische Linien ez gibt,haben wir also zu unte suchen,

wieviel Ldsungen sine solche Uifferentiglgleichung zweiter
Crdrune besitst.Vilr wol.ogn diese Theorie hier nicht

mr den wichitipgsten vYats daraus

inem csunite den oext von u und von u!
gine uisung der Liffe-

2ine ung nuz

rentisls betrachteten sunite den riche-

tlren Wert an

fue diesem ustze folgt,dass die geoddtimchen Linden
sieh Hhnlich verhalten wie die tsraden n dey Lbene.venn
wir slso z%% n'uaktg vorgeben und die Richtung der geo=-
A¥tischen Ldnie in ihm;so 1st durch diese Vorgeben die
peoditische Linie im fleinen bestimite.lindererse ts wissen
wir ansg dem Satzme aber asuch,dass in jeder Richtung eine
geodidtische <inie susgehen muss.

Dieser Tatbestanf geniigt uns aber noch nicht.@¥ir brauchen
den Satg,dass durch zwel hinre chend benachbarte ‘unkte
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ine und my eine geodHdtische Linile hindurchgeht,dass
also asuch des Analogeon zu den satze,dass durch szwei Yunkte

e und nur eine lerade hindurchgeht,erfil t ist.Vir wol en
verhBltnisse etwa am 2eispiel deyx Xupgel klar
maohens é§12§§?upten,dﬁes die geoditischen Linien auf
der ‘ugel dme Lrossirsige sind,Zunfichst ist klar,dass
die Urosckraise sofche sind,denn die die Hauotnormale
eines jeden Gros kreiges ist such Xugelnormele.Wiir haben

0 nur nochn 2u vewelsen,dess auzser den Gribsskreisen |
weiter keine geod#dtischen Linien vorhgnden sind.Das

3
&)
=
= S
]
it ]
52]

1

folgt aber sofort.lingenomnen,es gibe durch dimmn Punkt
geoditische Linle,dis nicht Grosskreis widre.lann
wiirden,da ja der durch den Ffunkt gehende Grosskrei auch

_.:.

ceodftis he Linie ist,zwel geodiitische Linien dureh einen
unikt pexasn.las i1gt sber nech dem oben angegebenen Satze
nur mérlick,wenn die bziden Linien in der Umgabung des
Punittes identisch sind.ls gent nun durch zwel Punkte

der fupel im &l.gemeinen ein und nur ein CGrosckrels,
enm wir nioht perade zwel dlamebtral gegeniiber gelegene

Funkcte betrachtensvenn wir uns siso sud eln hinreicheng
kleines EStilek der KugeloberflHche beschrinken,;seo geht
teteichli h dorelk zwel Cunkte elne und nur eine geoditisch@

tase bei der Kuprel bewiesene Latsache wollen wir nun
heweisen.iir haben also die denderung zu unter-
mplohe dle Losung erleidet,wsnn wir die Vorgaben in

der betrachieten rfunkte Hndern.Um des su kinnen,
wir einen tieferen watz,dass nénlich die Aen-
derung nacvh den iargaben dif erentiierbar ist.Ilst dieser
catz erfiillt,so lassen sich die LOsungsn in der Form

o= u(ua;vc,ué,V)

darstellen,wenn im “unkte v, die Grossen u, und u, vore
cegeben sind.lixr setzen also vorsus,dess diese Funktbon
den Vorpchen differensiierbar ist.lann haben wir
also den Yatz su bewelsen:
n einem Junkte susgehende geodstisghe Linien
schrieiden sich in einer sewissen Umgebung diesecs runktes

(10) u" = f('ﬂ,v,u‘);

wobei die beiden Funktionen ¥ nichg dieselben sind.
In dem Beresth,den wir betrachten,ist die Funktion £

jedenfalls beschrinktsEs ist also sugh u" beschrinit.
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e ist also die Frilmmung stetig und nicht s¢hr gross.

Wenn nun dle Ardimmune unter einer festen “cnranke bleibt,

so weicht die Lurve nicht sehr von der Gernden gb.larsus

folgt,dace,wenn wir um den betrachteten P7nkt eine geschlos~

ggne AuIve herunlugen,dle ein nicht =u grosses webiet umgreng

“E einen ersten Austrittspunks ds

fgeod  tlgchen Linie sus diesem
“ereich pibt..ir nehmen nun an,
ansere schauplung,dass sich zwei

- ~ 8 reoditische Lin'en in hinreichend

e des buetrmchieten YOnktes nik

nicht schneiden,sei falsche

Lvenn gibt es also cinen Punkt 4,

3w
gax

Y
pUE=]

in dem zwel geoditische Linien
Y gich sclineidene.lsnn ktnnen
~ERE i wir annenmen,dass die beiden
feodBtischen Linien sich 4in §
zum ersien (ale gchneiden.

i leren wir durch eine flurve,die den Funkt 2 un-~
ncnliesst«und betrachten fiir jede geoditische Linie,die
von £ ausgeht,den lurchstodspunkt durch diese Kuzrve.(Q')

mn heigst ungere lrage: Wie Hndert sich Q',wenn wir die
Nfsngsbedinpuneg der gepdftischen sdnie Hndgrn?

ngeve osehsuptung lautet: Unter den Anmshmen,fdie wir machen,

izt diege Abndnpipckeit monoiton.ss komnt nicht vor,dass
ley ‘lunkt 07 suf der geschlossensn Furyve um ehris
gn¥ das bewiemen igt,sind wir fextigjist nimlich dle

'bhiinpighelt monoton,so folgt daraus,dass sie einfdeutdg ist,
nd deg wilrde im “iderspruch stehen zu der Annghme stehen,
dess sich in einem runkte © auf der surve zwel ~imien
schneidendern die geoddtischen «inien,die sich dort
schneiden,haben ja verschiedene snfanrcsbedingungeR,sie
laufen js in verschiedenen Hichtungen durch r.lanit
it alse der wchliclhitheltssatz guriickgefihrt suf den
donotonititeanstz.iuch diegen datz wollen wir hoch ver-
einfachen,

7ir haben dis Losungskurve in der Abhiingigkeit von u'
in £ gu untersuchen.-ir setzen nun an dor Stelle u=0

(10) u, = o,

L]
0
uné unseve Prage kautet nun: Uir hingt u von « ab?

Uiy haben nun einen geschlogsenen survengug um den

bunkt £ roiept.itatt dessen wihlen wir nun eine Gerade

v = const = c.renn es uns gelingt,nachzuwelsen,dsss

die Abhtingigikeit der Funktion u von o suf dieser Ceraden

.
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monoton ist,sind wir fertig,denn weren dey Willkir

der rientierung des Zooxdinstensystems kinnen wir aus
golchen wirechen einen olLypenensug um den Yunkt P Zusanmen=
seteen. lr hobven slsc nur noch gan bevelsen,dess u(v)
aufl v = & mogothon von o ebnfdngt.Ls ist nun u eine Funk-

ion von ¥ und « allein

sl
£
ol

ul{v,«) ,

nad wir habhaw - 1 . * Y sy
G Wir naben vorausgesetat,dass u nach ¥ GiZlerentiierbar

gei.lir setzen nun
(12) v .
\ / o g
und betrachten z in Abhlrpiskeit von v.Dann hsben wir dde
5 o be o2 w oy . o~ - 1 v 1
r8tin ungsyleichung (1o) in edine solche filr z umzuformen.
Zu der ecke differenzieren wir (1o) nach & und erhalten,
g v von | LL&'u'EFiE ist
o g I 21 1ok
(13) i A R, -

Jle Aenderung mit o genligt slse elner gewshnlichsa Diffe-

reatislgleichung.Tir haben nun dis Anfanrewerte von z
b arasehEn . Ta B 1Ed Y. 81 - S
untersuchnen,In ¢ 18T W = fJ’E.I.B{:'r snucn 6o = ‘u‘-;:-.lSO iBt

(14) z, = U

v (aml
Zo (éd o

oder waren m! o=
o !
L«i_ﬁ‘) z{;:"ie

ius (15) folp:. nun,dass z,went wir es als Funktion von

v auftragen,unter einer Yteigung von 450 dureh 7 hiandurch-
rehte.Betrachten wir nun die Gleichung \13).;u und £, sind
beschriinkt,also auch z",d.h, die Kriinmung der Xurve.

o mit einer Hurve zu tun,dle unter einer
Stelgung von 457 dureh o peht und die beschrinkte EKrilm ung
het.7ing solche Xurve kann asber die v-iAchse nicht su frith
wieder schneiden.. ir wihssen als@,dess g filr hinreichend
kleine v nicht verschwindet.lann folgt sber aus der
vafinidion von g in {12),&&53 %% fiir hinreichend kKleine

Vv nicht verschwindet.Zs ist nun filr v = o %% = 0 und

Tiy hahen es sl
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folgt,dnss auch flir v = ¢ bei

rositiv ist.las neicst abver,
Funktion u von o monoton ist,
AN Kann such so schliegsesn:

wenn die urve zum zweitsn lale us=0 gcehneiden wiirde,
dan  mitsste siepda sies in nositiver steigung durch den
dullpunict geht,vorher ein Lxtremum besitzen. lort mésste
z'verachwinden.Im Nullpuritte ist z'= T.hus der Jeteinkeit
von &' folgt dann gber,dass such in einexr fewissen Unmgehung
es lullpurkites imuer noch z' prbsser als Null bieibt,

ir wollen nun noca einen senr Hhnlichen 8atz bewelsen,
der Tilr dle Anwendung von Hutzen sSein wirds

Zyel yon verschisdenen Punkien einer furve,die nicht
peoditische Xurve iet,unter verrzrgebenen ldiohtungen afig-
iretende geoditische linien gschneiden sich in hinTeichesnd

Zum Dewelse fiberdeciken wir die Flsche mit einenm rara-
ngternetz u;,vywobtel wir die hetraschtete Kurve als x%ﬁﬁ Kurve
v = OBrax nehmen wollen.Ferncr k8nnen wir,de wir voraus-

t 1aben,dass die suxve v = O keine geoditische Linie
int,dass sie zlso mit den geoditiscuen Linicn einen von
strehlanden

ceoddtischen _inlen glsg fnrven u = const auf 'casen.

tfull ve schiedenean Wiakel eingchliesst,die aus

iv fangen nun die egdlitischen Linien auf einer
darve v o= £ aufl.lie cehnittpunkie seien C.lsnn heisst unsere
e

gauptung,dass,wenn nur & hinveichend klein ist,;Q mit
u, mongton variiert. Wir setzen

Vir betrachten nun u_ als Funktion von 4 und behaupten,
dnss dhese Abhingigkedt in hinreichender HHhe monoton ist.
st gensg

i
Die Lifferentiaslglelichung is nan dieselbe wie friiher,

it

nuy wizrd o dureh /5 erseizb.ur werden die Vorgaben jetat

anders, 1r sstgen

(17) Lo g

Cu
s

ann geniigt s™  Ger angezebenen Gleichung (13) fir z.sur

heis-en Jjetzt dle Vorgaben

(18) 2* = (28) = 1

Ferner ist
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(19) e

‘1 liufy algo in der sv-"beone die lurve horizontal durch
dle ‘urve v = U hidindurch,aber wegen zg = 1 in hinreichend
gprosser Hihe; sie kann slso die Lurve 2 = 0 nicht =zu

'all 1st viel pilausibler als

der vorige,denn wsnn ewed Liaiern in Erosser Iatfernung
varallel apslasufen,dann =schneiden sie sich nicht zu bald,

gechnell errelclien, fieger

Jenn sie degezen von esinem funkte ausgehen,dasnn ist das
gar nich? so einsichtlich,wenn man frilmmungshetrachtungen
vermeiden will,

chidem wilr nun gesehen haben,dses die zeod@tische
inie durch zwel in hinreichend snper Hachbarachsft be=
tte eindeutig bvestiznmt ist,kbnnen wir nun
sciien Lindien hereanzienen,;unm Zurvennetzé sus

ihnen aufzubguen. ivr kbnren ein Fsyaneternstz uw,v soff

e
Il

zewillt denken,dass die Linisn | const sug geoalbtigchen

dnien bestchen.vann k nn man ip eines kleinen Bebisthe

evzae iiberdaciken,lazu
orauch n wir wenenitlioch ungern swelten cetz. Fz gsollen
e}

die Linien % = const dle Critaoponaltrajektorien dex

reoditisvhen Linjien = const guin,

iy beghausten nun,dazg fidr ein solehes Jloerdinsten-
netz,das sus geodidtischen Linien und deren Urthogonal-
trajektorien bhesteht,die Grissenm E,¥,G bLesonders einfache

certe annehmen.os 1st zunichat

denn wir hsben es mit einem VYrthogonalsystem zu tuns
aze

Jun ist dle sarilmmung gegeben durch den Ausdzruunk

: | Sl
S L 1¢ﬁr

f

glso wird fir die bLinien v = conct

oder

(22) A= &(u)
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ndererseltis war
2 A 2.2 :
- - ’» ] ?.-"} = } -\Ju“ .-32{1 2
Hiinren wir nun steit u sinen neuen Sarameter u¥ edin
durch die Gleichun
dn = 4A(un) du
cder
85"
aw 2
odex
»
w = J iu) da 3
undé schreiben wir nun wisde tat:t u? wivg
] L4 Ul wigder statt u’ w,so wird
D e > |
iy | 887 = gu + @ {-ivg ,
| t
s . aber die Crisse G npicht mit dex T ndamentelgrisase
zZ srwechseln i8%.
sus dilessxr Uleichung (23) Tolgt unmitieldbar,ein Sstz
dber die Urthogonalirajertorien pgeodiitischer Linienipan
ngnnt derartige Trajektorien geodifische Porsllels, Daan
hgisst der sats
dig orthorsonalen Uraj-kiorien sines geodétischen Feldes
den avf den peoditischen Linisn des Feldes gleichs
voe
g geio 39 2l pgeodiitische hinien v = v, und
v = Vs gepeben und 2wel geodHtische Farallele n = uq
uné o = uz.Lfﬂ: intexsssieren wir uns fiir die Bogen-
lingen auf den v-urven.sle seisen 84 und sE.Lann heils=t
J die seuiauptung
1 — y ¥ ™
e S (24 ) 894 = B9
| .
. | _y= Fiir v = conet folgt nun nach (23)
\-F:L ferdd dg = du‘;
: ey, ,

kg deh.atwy

Figur 7 /

(25

@0
—
1l
7]
M
i
o
I
o
no
1
]

Jdeser ‘stz kann sls Versllgemeginerung eines Satzes in |
der LZbhone aufrefas t werden.va werden dle gecdiéitischen
Lii ien uerade.~enken wir irgendeine ebene Kurve und
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> zlehen die Tangenten und iare Urtho=-

Y16 oo dalsEE .
gonaltcajelktarien,

~ann schneiden diese
aut den Tongenten gzleiche StHeks ab.

- f S . ey W .1 FEoy A
ihrer ‘unkte im Yerpgleich zu sllen anderen,innerhaid

B e e = e el i i

des Feldes verlsufenden Zurwven.

surve,die die beiden Zunkte 2y
eruindet,sls Lurve =0

gegeben.lann sind die dbrigen
L feodiEtiechen ~inien des Feldes

8le ~inlen v = const.liz beiden

o i o .
LU L, mugen den Sa-

= = 3 % b F -
ramgisrwertan u=U und u=1 snt=

spureciien; . ag k¥ehin men Gurch ent-=

“arametars

o
i
K
i
O
h
S
L]
)
o
i)
ik
-
=4

o
i1
(&)

u imer e
AT ing Hal ; ; die 1
SRS = - L oy e )
R = = ST 1 5 = . [ TR i . .
6 < dis pganz Innerheld des Ushiectes,fas wir schlicht

i1t geoditischen Linisn {ibsrdeckt haben ,verdsuft.lann ist

Jabel ist vorsuspesetzt,dass sich v als Funktion von u

% vy

QL83 81 LdBZTGevIdHEHER

¢ 0

B
(27) 85 / du =
&

s ist alse die Bogenlinge einer Jjeden Lurve,die nicht
mit der geodiitischen uinie zusamrmenfELit,l¥nper als disse.
2ie Ledinpurnyp des Einvettens ist dahei aicht iiber-

flissige lavon kann man sich am besten auf der Zugelobsr-
fliche ilberzeugens-a sind die Yrosskreise die geoddtischen
Iinien.deder Grosskreisbogern,fer Xleiner sls ein Halb-
¥reis ist,léisst sich in geoditische Linien einbetten,
dapegen nicht ein solcher,der diametral gegeniiberliegende
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unkte eathilt.Tatatichlich liefert sver auch ein Gross
= - - -

krelsbogen,der iiheyr einen Halbvkr eis hi ngusragzd, fir die
Dogenliinge kein uinimum.iir werden sehen,dass diese
wigenschaft der Grosskrelse auch fite al.e geodi~

tischen Linlen in gewissem Sin e =2fullt iét.ﬂis gecditische
Anie hiért plBtzlich suf,die kiirzeste ‘mtfsrnung gu sein.

ind das ﬂh*tmcth diesar Zrscheinung ist an des Yor-
hendengeln eines Schnitipunktes vekniioft.¥ir haben ja
bei der Ableidtung unseres letzten o tzee die Taraasaatzuag

penacht,fass wir ein schnittpunktfreies lug: nenstiick vor

uns hahens

:59: Ableituns der reoddtischen Linis aus
einem Vsriationspringip.

.Anien innerhald einer gewissen kil unsgs
die kllrzesten Verbipmdung zweler iunkte darstel _en,;liegs
< aine,0ie geodifische Linig aus einem Varistiense
rinzip abzuleitensla erhelten wir also folgendes
obleén:
ir betrachten auf einer Fliche gwel Punkte und ver-
binden sie durch gine beliebige Zurve,die wir in

darsteliens, 'on diessr Zurve wol.en wir Tarﬁuasetzen,

dasc misg sich nay in =rhalb einass sewieszsn FlHchenztlickes
befindet,das durch ein Xo rdinatensysten ciré:atig dber~
deckbar ist.lgnn wird die Hogenlinge dieser Kurve

~abel haben wWir 0.H.d./s angenom en,dsass die beiden
Pankte Us¥e und u1v7,dh“e; welche die furyve hindurch-
gehit,den Parameterwexten t = 0 und £ = 1 entsprechen.
& ist mun & esine ‘unktion,die von dem ganzen Verlsuf
der Kurve abhinpt.lle Aunfgabe,S miglichst Rlein zu
mechen,filhrt darauf hinaus,die ‘unktionen u(t) und
v(t) ricutig su wihlen.lic verlansie Zurve muss also ein-1
mal die Eigenschaft haben,fiix $=0 und $=1 die vorgeschrie-
benen Werte angunehmen und £8rner muss sie (2) zunm
Uinimug machen.

Zg givt nun Fille,bei denen sich das froblem mit
einem “chlage ltsen lHast.las ist der Fell,wenn Cuadrat-

sunmen auftreten und man das Vorzeichen kennt.lann weiss

/
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stvwe,dars die Unadratsusme nicht negetiv werden lann

&
imvd h n4 s I
und hat danit schon den Uxtremwert gefunden.Im &l.gemeinen

‘ell lisst sich dieses froblem aber alceht so einfach ldsen,

Da muss men 1n zwel Schritten vorgehan.Zuntixhat nusz dafiy

sorpen,dass die Iurve Stationir ist,und dann muss man ﬁu—l

sehen,ob auch wirklich ein iinirum vorkiest, |
len kanz nun beriicksichtigen,dass die bets rachtete

.
AUTrvVe edne ssumgurve igt,kenn alsto vergs N6
CUrve Lgi,kenn also vergessen,dass sie
e i

£ ot e s Hdebha sre = | P . i o .
aul einer rliche vevlauft,lann kann man si

(3) 5= [ =/ o at

Von disser lorm wol en wir auszehéne

is Getionaritit besagl nun,dass eine gewissse
rbsse sicll in erster Niherung nicht Hnder t,wenn man
gu sachbararpumenten tbergeht.Vir hzbdern algo zu Bhter-
suchen,wie sich die Crisse ¢ #nde 3,wenn wir von den

Jrgumcnten ult) und v{t) zb gewissen Nachbarwerten

=1y W e i
K 2 TIGI o wet Lo
eri on undsrer Luryve unterscheidst.
leser Seprif? dexr Lachberkurve fiihrt sher auf Schwie~

crciteneletrachten vwir 2.5+ den Fall der ancbensiehendsn
Fipur.vort hsoben wir swel brmen
genéoohnet,die sich tstg8chlich

4 i o
L in inrem ganzen Verlsufl pur wenig
7 veneinender unterschelden,und doch
£ 3opede A X T 8 7 S
r ist die Vopenlilnpge der ginen Kurve

ks

wlir glsec nur verlangen;dass
g die beidemn surven in einenm gswisgssn
schmalen “treifen verlaufen,so ist

das fiir derxartige IHlle offenbar

nicht ausrelcnend.vix mitssen noch Vorasus etzungen iiber

die Ableitungen der beiden .urven machsn,niissen also

verlengen,dass anch die Ableiltungen sich in lachbar-
lchen nuy wenip vonginandey unterschiiden.
Unser Segriff der lachbharkurve lisst sich nun endlich
n Polgende “orm zlei@en: Wir denken uns gie Puniktionen
+) und v(t) ersetst dur h die Funktionen u(tje) und

]
i
K

u(t;e) — u(t)

(4) vitje) — v(8)  pup oy o
u't(t3e) —u'(%)

' (4;8) —=v (%)

Sgcer als dieg dor gndren.
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%% wuen suf jedem Veriationsproblem

.80 nun In dey Uestalt gegehen

der sachbhars haft der ursprin
zukert dich unser froblem
reoanunge s wird jetzt
Lgedniten denken,b eine

¢ia bvetrechiete urspriing-
licke curve atation#r sein soll,so muss slso gelten

ir haben eiso nach ¢ zu differensieren und dann =2=8
zZu s.tvgZensisus (%) folst dann

ler TToy g drickt aus,wie sich die Zenpente #ndert,
iy gwr sachbarkuzve Hbergenehsliese ﬂend&runﬁ k8nnen

wizr ranz wil_Kizlich vergenein.lnser ~-roblen lsutetd s8lso nun
& ) it
ie igsen wir ¥ Rihlen,wlie suc ¥, Vorgesgsben sein magy

iemit des I tesral (7)) ve schwindet? Du wenden wir einen

£ an. iz integricren paritiell unéd srhalten

cesetat haben,dass die belden betrachteten

ir nun vorsusgesetzt he
irven an dsn Lndpunktern fibersinssiumen,stimmt auch g
% beiden 2ndsuncten iiberein,und der erste Term auf
des gonten ceite ven (0) valszhw1n&et. ir ernalten olso0
L Ll in S SR
@ & "
1r helbsn nun else nur noch dalily zu sorgen,dass das in
dem Intesral auf der recalen ugite auftretende skelare

Sheils der Eurve verschwindet. Von dem
n der Tangenzialebene

Jrgduitt gn Jedar
Velrtor z: wisssen wir nun;dass or
n mussweil ja 51(t,s} die ilischbarkurve

o

N 4 - o
der imrve verlauis

von - Lt) in dexr Fliche iste.Setzen wir

4 L

=) = 7

50 muss also,wenn das Integral in (9) verschwinden soll,



A =
o

% &

(12)

(13) -

ein,sy reduziert sic

yrijlhyven
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Ga - 6 Bz

i aE i:zo 2.;- . i ; e Vo 1 ]
/ fenkrecht auf . steéhen.is muss aleo % normal

liche steuens

nm & der lermaleneinheitasveltor ist.

& dlesem varcationsansatz kann man eine senr

legente VFolperunsg zichenynimlich,dasswenn sich zwei

ficnen in elner dersrtigen Kurve berithren,diese Lurve
kirzeate in beiden Flachen igteles Verschwinden des

nteprales (%) fuhrt jg zu der Yorderuns,dess 4 die

SR AT -3 T iz - - = - .
rotung von £ haben soll,und die beiden Flichen sich
;L8% Lings der Jerilhrungsikurve der $ekxtor £ in
len FlRohen derselbes

irsua Xann men nun schon ohne Aechnuns ableitan,

n
W
D
H
e
T
=

die Zurven mi% jf = 0 die xfirgesten sind.Wir
en von der zeodétischen ardmoung zesehen,dass sie die
gengehsft besltzt,suf zwel Fiichen,die sich bverihren,
‘s der Seriibrunsgekurve dieselbe zu sein in beiden
fehens s beriinren sich nun dis beiden FlHchen linss
ner Torse.la wissen wir aber,dmss,wenn die Furve anf

lorse die ~riimmune I U hat,such,wenn wir die

vrse euf die ~bene sbwickelin,die dgdurch entsichende
3

here snrve éie irylimmung Nwl! haben musg,also eine

rade ist.Vern also umgekelrt nechreviesen wird,dass

o kirgeste curve in der -~bene eineg Uersnde ist,sind wir
t1lr.llas ist aber,wie wir wohl ohne Beweis hinnehnmen
nen,der Faull,

"ir pehen nun,um die Uifferentislgleichung der geo-

tischern Linie in expliziter Uestalt zu bekommen,von

L]

=
C

slzichung (2) suB.vlir setzen

ek

tl

an reduziert sich das Integral (2) auf

¥
"' Py s a -
. ! PR
/ Ex!

= Y
o
¢

¢ 2F g' + G dv

Bhren wir el Gauscisches Koordinstensystem (84358)

das Integral nach §53 (23) auf

e
‘b
o

{14) § =/ 9/u'" + 6 av

ir diesen Fell wdll n wir die Hechnung durchffthren.

Gehen wir zur Lachbarkurve fiberysc ist
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11(5}‘\!} ——— 11&11}
(1%) [ Fir g-—=0
P | - .
(g, v)— u'(v)
[ann wird £
’ i
& F Zun'un! + G .u
116 88 .1/ B A
(16) 0E 2 . aw
.f’r' & i s
(r‘j
bzan wir
"
o= a! o= 0 £3 . 58
\-ﬁ.- TL. ’ L‘ir ’ ae 53’
3 e =
gg wird 4
Za' im' + G t
,.,,-) g _l u_n
\ ‘r l‘) — 2 .._.. —— ; - — dv
a'" o4
-]
|’_>
Um g hinguezuschailen,integzicren
srhelis
=4
i? .
. ; il i
{18) SR ﬁﬁﬁ_d%t e
L3 i ~ 5] - o
Loy (EL O [ = i
L .'l' L
)

Ja an dgn be ldern IDadpunicien .-‘.r_ denselben -Eg,"tffii'r teide

- Gor e S g
et der erste Term suf der xechign

Lue nd B I 2l 3 e |
i 7 “u s 2nt g, :
I ‘.' o = A 1 e e § -";“‘) &
= a'C+G niceg J
¥ i |
o
|
s ist Hun |
5 Za' 2u" P 1
(20) (B = B s 2wt (=)
n! T« ' 48 w'<+G
yohs i wi(2n'u® + Gpu’ + Yy
- 2 .l )'"--I_ 3
ai2ee (/2’2 + 8 )

setson wir (20) in (19) ein;wo erhalten wir nach (6)

als Hedingungsgleichung Iir die geodiitische Linise

5 i e 1 5
0= G (u's + G) = 2u"(r'é+G) + u'(2u'u"+G u +CV)

. eu(u'z + 6} = zZu"6 + u'zﬁﬁ + B'0

;
|
|
|
= =28 p" + 2Gdu"‘ + u’G_v + ¥ Gu i
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- J-
DL e
e P i
e/ o A
o S e iy
fﬁ1) 5 H!ufz-.t'.q-.. u."' ur-_-—'- ¥ -‘2}-&
i &\ &=

6o Tin Sstz iber die Usussische Krlmmurigs

“ix hsber schon daven pesvrochen,dass einwesentlichen
Lem darin bestehd,ob man mitiels der Gousslsshen
wf einer Fliiche dgszen kann.Das sind
Fragen,welche die Yruttur der geoditischen Linie batreffen,
.aben schon gésagt,dess fiir die Abbhldung zweisr Flichen
sufeinander notwendip sei;dass die Gauscehe Ariimmung konstani
ist und densellbern vertd Hog.E8 gibt nun offenbax Fl#chen,
die nicht lingentreu aufeinander abgebildet sind,wobel
aher dech bel dexr Ablbdldung geodidtische Linien in EEOH
dfitdsche Linicn flberpgehensys.B: beil der Zentralprojekilions
g iat also offenhar eine Agssaze itiber die irﬁﬁfang

t

licher zle iliber gsodtitischa Linien.

ableiten,sal Gruné

1 pdstischer Linism
i semerlr haben Piix
i sbgaleitet

Ir ._A‘:I‘:-;_:F.\ — s st I‘_ -

b R be -

& 7

und wir hastten beim theoreme egreziun ge unden

4 L\
(1) K= 2ot [(batndealn fofee) (oe for o))
32

‘I’;!’ [ 9t p_,-'.i:t.q".}[» J»"cr.,{:# ?35‘.‘"“';) - ﬁf“ ’(f:‘." ’ﬁf-"

o~
(]
St
LS ‘-’
it
.

L - ~
F o fagor | | @ I
| ¢ -~ " 8
w 10 G g for {_ ' ¥ 2 ;pgzw‘
Fawga B tese o Funf e I VO ) b

1 Q 53":&{}) o | l 1 J Q }

pof—
.

¢ Jugia| = |0 B

.|
I ? L /:.— «'.;)‘

I
L

0 5«&.‘ ﬁ,"vv

g Pir uns I = 1 ist,slso aile Ableitungen von Z ver-
schwinden,und da ausserden F = O ist,
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. ,-r"{"_tt e
2 e

wickeln beide Determinsrnten nach den Zlementern
cEten ceile uynd erhaliten

o

. F 2 1 L5
e TF e i
y = ¥ - 3 -
(3) . e ety F A 1) f‘l LE_:_
= ( ; = ¢ J ..1_ r't;f
' R oo L ] %
’ - S A 3
~ 3 - = " s B
oC - en - \ { ‘
“ ,.
8 ] = ’I o
[y Er. —- 2 )
&L Ly = o - "_;‘
W 4 ¥ vt

etzer wir diesen VYert in (1) ein,so sxrsgibt =ich

£

1y BBTAGN iian

RO e
wiTa

{7y 0 = 292 R B
F_ -— - ' .
L ke
=1
g
] 3 § ~y §
(o] b .. = 2i3 + £ b b "
Hwil 13 5 ua

tzen wir (7} und (8) ind (%) ein,so folgt
& o
s IO R - SR <1
= i -4 = E
£
DAer
= =

i
&
i
5
ke
]
-

In disser Formel steckt sine Jdglichkeit,mit Hilfe der
peodittischen Linien Jdie Gousgleche Arip wng Zu Vermessens
Unter Berutzuns einss Gaussischen Hocordlnatonsysiens

und wen: wir u = @ als geoditische sinde nwit v als

Bogenlinge einfithren;wird
{10} .-:‘.{O_?v} = 1 4 B {0,v) = € ,

Lureh disse idgndbedinguggen und die bifferentisl-
wleichpngs (9) ist die Funkt 'on 3 leicht berechenbar.
Ist zunschst £ = O,s0 wird
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b=1,as= 3
und es geht die Gleichung
(122 a5 &= qud + £ avet = au® + BZay?
perran B = 1 iiher in

also in die -lgsshestin ung der Shene.lamit heben wir
wieder BestHtipt,dass die Torsen,die ja durch verschwine
dende ugrische Ariim ong definiert warsn,iz Kleinen

lanrentren guf die bLhaone abwickelbay sind.

b

Betrachten wir nun den Fell £ 7 Ollans het die 8lle

pemeine Lopung ven (9) dlée Form

Genliesdlich betrachien wir den Fall £ = 0 .bDa ist die




5600 17 0=

eus (18) folegt

*Y-u 3

(19) B =% (e p

b
3 e

(12)

Lo
S
]

o
H

£
b o
b
J
L
<

ghnispen

enthalten:

LT

swel genfipend kleine dtlicke
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'-""y'--i": 8

) = cos hyp (/=K u)

gind folgends YHtze

zweler Mlishen mit

-?,5---9-‘1 hat

"‘n--|r-.r--| aohan -
L1621

i) A e S

-!,:F’...

" T
l“ﬂ".l nna AT Aaw
_au inandger SLbRlabars

4 ‘
- - - it T T s ¥, x
1 S8 087 3 el oy

in ihxey

SoulitmsmgeEnaes

.L"d steta EiE iﬂg%

Cegenterstreckung

‘gemesipt werden.

NIEE 1 o=

viV = 0 und die

fehtung

ihn noeh beliebig withlbar aing,

E253

P

diidungen aui gien se

LT
itst;

g
io

nindurychee

nengen fichiung

sfuankt ungd eine he

lisbige dAichtung

¥ 0> e to ung Eluef
gin belicblpey snderer
durch diegen sngeordnet werden,
ja einsn Lezl dsx
anz anderen rlHche anselhsn und

Snierpiunes
Hnpentreauen)
fAchildun

oplegelung

561

o
den vorigsn
ehenfalls =uy

Abbhildun

Dis Usuge-Bonnstsel

he els Jell einer

!
vats anwenden,

Grunne dey
gen gehirt,werden

en nicht eindeutig,sohdern
bestinn®t seins

Pormel.

Tiv wollen noch einen

zwigechen der tGanssischen
metrie ginsy

Sondarfall £ =
ir denken

stilck,dae wir ganz mit

Fldche bestinm &

oy s
=

consde

[#1

ang ein einfach
efinen
Hohei

knnen,und zuf dicsen

Turve gezogen.uiings dleser
Tnterrel
”

7 48
F,{f

irtereg: an

gusgamanh
savansiernets
natilck

ARIVE
e

ten dusas

AT gl

enhang

T# munzg and der anoeren Geo-
n.Je vorlassen wir wiede

npenieg Flichens
inerdechen
eine pgeschlossene

vesrachion wiy das

Ferner betrachten wir ein FlHchenintegral tther das
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von der betrachiteten lurve umscnlossene Ilich-nstiick.
L . R P e L T S g 1

t 28 ein goleney glvt,mliszen wir voraussetizen,dass
dig urve gich sul ¢inen Zunkt zuesammenzichen léssts
Unasre Hehauptung Heisst dann

2 =

,._
o
Mo
S -
fc

L

8

o

]

ae awelte -ntegral ken en wir schon: es ist der Flichen=
inhalt des gpnirischen Bildes.
Ist disge Ushauptung bewisgsen,sh habsn wir von
neuen gezelirt,degs dis Gaussische Hxyiin ung nur von einenm
nierelement abhingl. .
ir heoben nun,ehy wir an den Jewels der Formel (1)
ghen,noch eine Verallgemelnmrung zu machen.bisher hsben
ung im er nur ihrem Betrage nach
wir das Verzsichen mlt beriick-

gicht ir leren dss Vorzeichen durch die Bleichung
,"‘J =

{2 —3; =L Dy Sl

aat.idle Leterminante bekommi offernhar denn ein posi-
dives Vorzeichen,wenn &ile drel Vektoren £, s, und #,

L

sick stetis in die drei Acheen eines gewlimlichen Hoor-
din deformigren lasseri..as
winnan wir noch gehsuer Tessen. /3 weciselt seln

g

orgelchen,penn wir den Umisufosinn der Aurve #nderna
pann vertauecht sich o mit - Fhund b vleibt unver-
sen wird die Determinante,da auch &
ibt,mit (=1) multipliziert.lbenso dndert
sein Vorzeichen,wenn wir die urientlexung der Fk#cne
] ovn . wenn alss die Hormale gur entgegengescetztien ibexr-
weit,.lms Vorseicher hingt also lediglich von restsetzungen
ab. ir setzen nun Durchlaufungssinn dex lurve und die
wanl der Normalen so fest,dass ein positives Vorzeichen
avTtritt. lghrinen en wir die Zurve positiv umlaufen,
worm ihre lrojektion aud dls Tsnpentialebene positiv
durchlaufen wird,falls wir die Tenpentislebene vom
Tndnuntte der Hormslen uetrachten.liese Lefinition gilt
t nur fir klepine XXX mischenstiicks,aber wenn

(=

Zwar sundche
der Umlsufsinn €ir dersrtly kieline ¥lhachendefiniart ist,
wenn man ihn,wie Figur 15 zwigt,ohne Lob ierigkeit

auf grissere Vlachenstitcke
fibertragen..ie Linienintegrale

LA AT TR
y : iber die doppelt durchlaufenen

A
(Jf &d,j?jaﬂfff?_%;' Strecken heben sich fort.
k\é;f;#;¢/§?;qu" Unter unseren Voraussetzungen

hat.nun/ﬁéé‘ ds eine an:enehme
Figur 15 e
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angenehme Digenschaft.linan kann sicses Interyral n#mlich

Bk o lygonenziige fihernehmen.ls wird zwar punichas
fir jede einzelne Stirecke jf = U,und in jeder Roka

s A (4 7 o T o S

wird = p208T uel einen gewlssaen Grensilberganeg

hat es einen Sinn, etrachien wir zwel folyrconensiige
avf einer Fliche,die mit einer Seite zugsnmentallen,

) dann et dos nterral iiber das Gesamt-
nolygon glelch der Sunme dex I 1Sezrale fiher die beiden
elngelnen VYolymonen.\enn man das érkannt ha'}so sieht

nen aofort dasn./ff- ds
sileh durch ein L.Lu‘neniq‘b:,gfal
SR K*ﬁx_ ausdriicken lagsen mues; dcnn

R —
, f ﬁ1 wenn msn dae Tjtegral additiv gu-
ik o i sgumensetsen kann,dann muss
\ V¥ - -
\ X v nan es auch zerﬁglittern-kﬁnneﬁ;

e 28 mue. gich slso schreiben lasser

alg u e d . r Integrale iibey
Figur 16, dle einzelnen /sschen,wenn man
das betrachiete Fliichenstilek

durch gin dic Tes sgohennets fiberszish

ir wollen auniichst 5ei?en,ﬂa%a ‘da auch noch
ginen Sinr behilt,wsnn man ibsr =alvvuﬂmn integriert.
ir gehreiben

Las ist nur eine foraele Umschreibungeldeses Indegral

Lonnen wir als dréeazwerts einer suupe aulfassend
- pal

f oy (i a e =% L / {3 D Al A

\4) v ) 500 J;’) = lim /15, FV A )47

Jiese JTormel ist gelir anschauvliche.lreifen wir elnen
nmmanden haéreus.lie beiden Vebtoren £ und % nehen die
Linge 1 snd stehen sufeinsnder senkrecht.Bie bestimmen
plso durch ihr vektorisllés rfrodukt elnen Einheltsvektor,
dexr cich zu & und 5 so verhslt wie die dritte Achse
aines revhts*ﬁrffrfﬂ systemes.lDis Determinante (£, #5,d) )
ist nun dos skalare ~rodukt aus dem inceven rodukte von
Z und > und dem Vektor Jg» ,d.h. die srojektion von

auf {Lfc Ve wird aslse o~ » U,wenn die Aenderung

a:: N ¥ Uit ]
&

4 s, der Tenpgente,ven £ eus gesehen,in positivem
Binne verliunft; der Vektor F selbst gibt an,wie

stark diese lenderung ist. |
Wir haben nun zu untersucheny was geschiiht,wenn

wir zu Zolygonen Ubergehen.la werden wir das iazegral
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se errliren: Ug 1st der Limes dey Integreale,die wir
erhalten,wern wir dleeckige durve durch eine differenzisr-
bare sresetzensund wenn wir dzsnn den Grenziivergang su
immer grigserer Lritnsong dorchfifiren.lan ha slao im Grenze
‘ falle die Winkel,um die sich dje
gy feapente der Zurve sn der Soke #x

- \ -
> dreh¥,zu dem Inteprsl hingtuzu-
A fligen.In diesenm Sinre ist ds=s
\ intesral 2n versie hen,ds 8 slso
&lle Winkel,die suftreten,(mit
ieur 17 Yorz=ichen) hingurenomnsn werden
guam +ntepral.
ir brauchen nun zum Beweis dey .suss-Fonnetschen

=4
(

grmel noch einipe 11fssit:

duniicnst einnal milseen wilr mxkifirexy noch einen
strengeren Uewels geben fir die -zlsache,dass bel dem

Lindenintegral an sufiretenden Zcken die VWinkel Bingu-

gezHhlt werder IB5en.
s Wir betrs hien winen Jolygonen-
3 gug ABU {g.Pig. 18),dexr aus zwei
stetig peoditlisch gekrimrten
-ffﬁ tite 2v AB und BC zusasmmengesgizt
W4 ist.ln den dadurch enitstshenden
/, dirkel hinein legen wir eine
;/i Hurve,Gie die beiden Sshenkel in
j;u; 18, A und D tangived und von der wly vore

gngnsetzen,dass die Xrliim ung suf ind
des Vorzelchern nichit wechselt.lunl diesen jlogen v betrach-

/
F4
Pann heisst unsere sshaupiong:
Venn wir Qie wunkte A und 5  geren den Junkg

ronvergieren lassen,so kenverpiert das Integral (A4,3)

geren den Winkoel da

Yer Gedankenesng des seweises ist nun folgen
an projisziert Gie Flgur zuf die LQ.vantirlehene in C.Dabel
macht marn einen Ffeller,den wir ahgeh igen milasen.Vir
finden denniydass,wenu o;:ﬂ ¢ konvergieren,der
Fehler in hoher GrB¥ssenordnung gegren lull gehit.las Inte-
gral ither die rrojektion ist mun «,&eﬂn in der Zbene geht

die geoditische J{riimoung in die gewdhnliche iiber,also

& i

meadg B
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e La e g = .
in den JAusdruck fo,wenn « den VWinkel swigochen der Ianrente

us
ngad einer fesie LoRteny o wir’ aleo das
Intepral sgeltst o.Ungsy Yroblen 1st qaum sls 20,2U unter-

T e
= S W

(G
o
0

far

guche ,wle glch dle geodBtische Zriimmung Ends ry,und wie
sich das Dopenelement Hndert,wenn wir dic Zurve suf die
Tangentialebens projisieren.las ist edin froblem,ias eigentlik

in die darstell snde vecmetrie gehirte.

ir unterstchen gunichsiwie sich die Lénge bel

indert.leuten wir die projizisrten CGrds-en

eIne an,so ist

der

dureaeh

T B
E L5 g S K

&)

froejd
4.
'l

(5) a” = a cos {(g,8%) = a cos «,

T 4 - e 1 N o A o o L ] 5 g1 ¥ y P
wo & eine gewisce JStrecke und s ihre Jeition ist.
3

0
a einen gohr spitzen Winks

gnn nun g and of gingchlieg—
sen,dann ist cos o neghegu 1.01ir klnren dann entwickeln
111 grhalte

o
- = X
(. } G085 =% ¥ _——

aweiter Vrdnung

sineyr Lbene suf ains

i
andere Ibeue,die mit der grften oinen Vinkel 4 einschliesst,

& 4 g
projizgisyen,denn iet der ¥ mnhel,den dli¢ strecke gegsn die
rojelktionssbene bhildet,hdchstens gleich 5 .Wenn wir
stwa sinen Ireis der sinen auf die andere Ehene ahbilden,
bekon en gineg Fllipse; die Vermerrung ist am hichsten

anict am stirkatan.lord bilden
maximealen Vinkal 4 .Usberall sonst ist 4 -z Winkel kleinser.
*st nan 4 ninreichend kleln,

L g0 erhnlien wizr fir eins pgansz
f f -
/ / belisbhiz celegene wirecke 8
— e die UGlsichung

wobei die Ungleichung erfillt is?

+

deur 19. (8) 1= 4% = 1A

Damit haben wir die ¥ehlexr,dle wir bei der frojektion
einer strecke begehen,abgeschitst.’s handelt sich nun
noch darum,dieselben Setrachiungen fir die Winkel durch-
zufiihrens Anstatt nun die Winkel selbst zu untersuchen,genigt
es offenbar,eine der Pun tionen Sinus oder Tangens zu
untersuchensla gehen wir nun so vor:
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[, Sp——
wcliien &

vniehst nuy soche tinkel,bel denen
der eine Uchenkel in gey Schuit
liegte(84Tizg.20) Fiir

!

. e eyl
e UYL 20805

reraden der beilden Lbenen
LR 11 . s - - :
fllese Ninkrl wol en wir die AT -

e

Py

T # . s oA .
rhatnyune svar glt dilfe der Langensfunkition,
ir fHllen von einem
| funkte des freien
.-'-_'.J{— = :

cehenkels des Original-
vinkels das lot suf die

“chittgeradeder beiden
f 1 T

Lotes gel t.ler Abstrnd
dee imgspunktes dleses

awotes vonm Hullpuakt,
S den wir euf der Schnitt~
ceraden sunehmen,sel s.
Dann ist,wernl wir die CGrésse @&
7} bezeichen

es bvetrachteten Vinkels mit
-3

wii i den slnksl ¥ orthegonal suf die
gwelite Dhene s bleid ia Uridsze
w

g erhalten,lie
Ubsrgefithet,dexr Einkelgﬁ’in einen
te Tinkelk bhel

trecke

bleibt exhnlien.ts wird

80 pilt such désa

ﬂinkalnﬂ? and & kaan man nun

tinkel o herstellsn.lann @st
offenbax

tigo
¥ o
- B . - C# -— 3 o]
P e 29, f oo ¥ %) - g 8
ERE: % \12) o & = 1+t@f tx o

Pithren wir in dlese

ar v Gig Verte sus {lo) und (13}
ein,co ernalten wir
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ader

L] 1 + - -
"ir haben slso nur noch den Pakier - ffiﬁf__if e
vt © £z # &

ren @iz Winkel Y unt klein,so whren wir schon
Tertigelfber =5 gsol/en je bellebige Winkel sein.
ir habsn alsc allgemein den ius@ruck
a+b
h--hn'—. L
g+h

Zu untersuchen.ls machen wir folgende Fallunterscheidung:

8.) Es sei

g ;- S Hid
| 1 ) "i"‘:""'*"““"?' = 1 4 u;lﬁw;m-n-— — ‘] e 4 b
g8 +ib & b & + ¥b

ann ist
gk, . 1A ED . wB AR
g + b g,y Tedaen 7

und damit ist der zZwelte fall aufl den ersten‘ﬁurﬂckgefﬁhrt-
ir erhalten also 1n jedsm der beiden b%llefggn fusdruck.

eine Grdsse,die erst in sweiter Ordnung von 1 abweichti.

Wir erhalten slso insgesent

(17 bg @ = i tg ¥ .
g wel hi slse auch ¢ wvon ¢ ergt in zweiter Urdnunn ab,

j lach diesen Seirachitungen ist es nicht mehr schwex,

die Anschittgungen guendezufiihren.¥Wir haben die beiden
Integrale

;¥
f und T

;; ;,-. 78

gu vergleichensVers wir nachweisen,Gass bel der +frojekiion

nur ein Fsktor ven der Art 1 + 7% hinmutrétt,sind wir

fertig.¥ir filhren nun in dem sweiten Integrale statt

as” wieder ds cin.lonn haben wir

13-4



l
R
| =
i
|
&

e Ly A
& g i
wnd wir erhnlien
/ B -.'/ P £ o » |
{ 19 } ’ /p of {

Da wir nan vorausgesetzt hahen,dmss /4% gain Vorgeichen
A

auf der Aurve b nilcht Handert,dans alse der betrachtets Zozen
menokon gek

-. PP wrdws A T " y
ist,klnnen wir das Ianfegral nasch dem Hittel-
"

mt
ertsatz der Integralrechnung ebschBtzen und erhalten,

s

wenn wir noch L2y = @' BabEew

ascen wir A und 5 gegen U rlicken,dann geht ¢' gegen o,

und wir srhalten in der Gronge

(20) of = 1im / > ds , GeRstls

2.)%ir breuchen nun neéch einen zweiten Hilfeasatsz,

lar gich auf die Additimitit der Infecrale bezieht.
stetiger gsoditischer
£ maeh B fikrd.ddt b' wollen wir dann sinen

Bogen Yegelchen,dsr auch von A nach 3 Pihrt,der aber
guf einer <eilstrecke des JdozZens b mon diegem abweichi.

i..:J-'
i satsen

/ (21) P, =/ 52~ 2R,

% wobel — 7 engenten soll,dass wir gucl
den Fall auftretender Vinkel beriick-
sichtigen wol en.Begeichnen wlr
mit Py vy, 488 Integral liber den

Figur 23, gaachles ensn Yeg,s80 behsupten wir

LN

ir]

(22) Foo = Fy ¥ Fyo g

‘17 haben elso die beiden Integrale dortnan vergleichen,
wo sie vongls Snder shweichen.uie Grisse 2@ tritt dabei
Bs1 heiden Indegralean auf hebi sich alsces i khaben slso

e =%
die Gleichuny zu bawelisen:

ez e
-

r\ p 3 ) "/E"? & t”g”’ 7L j;g‘, — :‘: 7 r
2 p . /2
v’ d 5’/ s P

Wne die glatten sogen betrifft,so sind wir fir sie,da
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das infegral suf genchlessensn Yega ver chwindet,schon
#ir uun jeweile den Win el z

-~y .

t.flat izt die Tormel {23)

Nach diesen Hilfssatitgen bewsisen wir die sennetsshe

t file einen Spesizlfall und von ds sus slle
pemelins "dr hahan ten nimiich.dsss és genfizt,die Nounetsche
Formel 2Ur klelne ¥lsclhen zn dbewsladn.

Die Cleichung,dle wiy hzwe_sun sollien,

. & - N /.
(24) S T/ Kéa = 2n
P a

kidnnen wir nach (21) ir der Gestalt

schr-ibens. “enn wir diege FYormel Ty eine gréssere Fliche
uge menzibhbarkeit
ing von dey Hurwe
signn wir fir

bewelsen wollsh,so kiinnen wir weren der

4

jodes eingelns {digsery Falder dde Farmel nech ewiessn
Additivitit dex

a Gehiet.Dag Integral
do ist ja ale Flichenintegral eo ipso additive

Balen werden,dgiin folst

Integrale ¥, dle Tormel

gentigt also in der a2t ,die Formel fiix kleine Flhchen
atiicke gu beweisen.Und zwar genligt eine ganz willkfizlichse

ldeainfteilunsg.iiy kfnnen daher den einfachsten Fall
Ssugsigeher Ko riinaten snnehmsn,kbnnen slso setzen

_ ; 2 .
(26) de® = du” + ¢ dav~ .

Tir genken uns zlse des bebrachtete Ylichenstiick so klein
gewdhlt,dass wir es gans mit thsr“ ehen Woordinsten iiber-
glehen kinnens

4y betra hien nun eine geodiitische Linile u = O

und al e ﬁ%g%-%ﬂﬁﬁg kracht gu ihr.lafigrch iat des Felf

villieg bestim telie Linien v = consi sind dann die

geodlitischen Linden und die 4inlen u = const die geldi-
tisehen Pprallelen.die sind im ol genmeinen Xeine geodHiische
inien,aber =iag uwater ihnen,u = O haben Wir als geodd-
tische Linle voxsuszesetat.lamit heben wir dis Villkidr,;
die noch in der Wahl des (enscischen dystems liegt,ause
genutet,und unser ioordinstensystem liegt nun vBliig fests
Durch unssere speoziel o Yahl vereinfesht sich dss rroblenm
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rang wesentliche

ir ernnllen nuyn izn defs (Kleiner)

GCeblete ,das wir
g0 dureh ein

arameternats ibedzogen 3u%aﬁ kleine
¢ und am Jlande Jreiecke (s.Pig. 2%,

Vigre

1¥ Ic'ﬂ@l‘!&e;‘( ingen’
dnss wir die lreiecke wernschlie salpen dilzfen,

e
|

i¥ herechinen fdeg J-F; tral Fitr

L .

ginen “treckenzug,

= U,aus zwel geoditischen
= xq 9nd v = vg und

der ats cinem S%fick day

(=g

7

Eg0aftischen Faralielen
geplldet wirvdslie

triige heben sich

HG’

d Eor el der vorausgesctzten
/ g"_ : -
, ri{hogonalitit."s bleiben also

fof g f L
/ nur noch die Integrsle #dber die

cingeinen Schenkesl.Von dsnen sind

érel geodBtisch; sie liefern

Figor 23 Tiir das lntesrel keinen Beitrag.

Ee bleibt also nur der Seltrag
vom Streckenzug u = 1, slg ist wepen (26)

v s
o T ;o : —e. AT
28 Ly = \&y fu v fow ) = 3 )7 el
by £¥ Ve 7'¢ 4
:f
" . g
= (5::“%.}"’*’) : phes
4 Vi
Jun sy
, 5 ; F o “rg_b"'i" ¢ BT
N ™ o . 1 - e =, B g '
t':_j J (\" I;;s’}(ffe’i"") = t-{-’ ;5’ j ¥.d
ind nach der Vektorrleichang (Seweis siche & ,5. )
! £
_ - A &l = "'/
{.:30} l.’-(-f-"'ﬁ- A.-.nf—"k }/} - {#!f- j
wird

f 7
(31} (?; ;-# 3,1&&’/ = j( f/f*«rﬁ"’.ﬁ/{,-,#"“«{v#/‘(&’t-rfup/! gyﬁ/}

il i i e e -'
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plso

. 2L 8 A
(33) { 5;f”rd?”2 = T afe L AE "ﬂf ke |
ind durch Zinsetzen van (23%) in (88) erhalten wir

ir getzen nun

etzen wir (3%) und (%6) in (34} ein,so wird

Dann wird
I ARy T a = 4 j . JJ Vo om= e . B {11}. 51?'
(R ? J o / . GO / e dﬂ d o}/ n‘u. B

Tie Integreticn nach v k¥nien wir sofort ausfilthren.An
der Stelle u = C verschwindet B, nach {33) und (36).
Also wixrd

. F = o= T' {
{d0) w: [ B duw dv = / By AVe

) un

Cetmen wir diecsen Yert in (39) ein,so wird

il fr"
{41) / K do = -/ Bu dve
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e
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pachde sastatt des Gnumsischen
engyetems such ein snderes Uystem wihlen,
an betrachtet irgendeinen “unkt wad verbindet ihn durch
urven mit der gegebenen fnrve,fn diesen Lurven sucht man
¢le vgthogonaltrajektorien (s.
: Pige 24):5%in solohes ~yaten ist
aber unvortellhaft,weil ein Dop el-

.

_f_- | punkt vorhenden ist.lizn muss in dieset
rrll zeigen,diass gerade durch diese

ivizunlaritit 23 hineinkommt.lazu

ind aber wisder Hilfsbetrachtungen

I

Figur 24. 8
notwendig.
Te bleibt nun noch gu beweisen Hbrig,dsss,wenn wir
addieren,dexr Ausdxuck LIS wirilich
rogen das Lateg:

gent,dass elso der lLeltrag
dar kleinen landdreiecits zu vernachliissigen dst.Das

»sechieht durch folgende Zetrachtung:

und das Uaus ische Setz hingezeichnet
(mePlgse 25)elann bnnen wir die XZuzrve b d roch das Rand-
yEon ap rowimieren.lsn Fehler,der dadurch entsteht,

piig en Wiy abach taen.lsgy braspchen wir einen Hijlfsata.

Yas das iﬁte;ral_/si do angeht,

g0 ist Xler,doms Bg in der Grensze
in dey Lot in das Intepral liber das
ganze LUebiet iibergeht.Bewelsen
nilgsen wir nur,dess such das
Integrsd ilber die peoddtische Kriipe
mung in d-s gewlinschie Integral iiber-

Figuxr 25q gent.tlen en wir F den {ehler,der

dadurch entsteht,das wir die

Cnrvd b fnxeardapaudrpeanyagrxpxiniExarx l3nge elines
kleinen Bogenstiickes duych swel beliten eines Jreleckes
cractden.lie Summe dieser Fehler shllmklein sein.less
cg fiber eines der Jreicke pexnorn en in dex Urenze Klein
wird,ist klav,dsss aber die Yusn ¢ beim Urensiloergang klein
nleibt,nus  geseist werden,dehn die Anzahl der Dresfcke
wighst je auch dber alle Urensen.

Um diesen ¥sts zu bew isen,d-nken wir uns daes Hetz
so gewihlt,dase die lypotenusen s ler Ureiecke unter

piner pewis en kleinen #chrake o liegts

(43) h =o
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acs das mglich ist,folgt duzraus,danss wir den geo-

diitischen lurclmes er der Zechiecke,die bei der Teilung
poftretan 20 lkledn withlexn ki en wie wir woldan 5

se Ul v 2 A :..‘_‘._?_3".;"'_ r\ ‘3‘3 J Vet sud ¥ f’l.L{ & doss die J'ntfernung

| sweler funkte in dem einselnen Irelec® sich durech
ahachiiteen lLiset.Seseichnen wiy diese Emjfarnung mit ¥,
go wird slmo asiich

wo die songtente ¢ endlich ist und nar ven dem dritmmungs-

# igssen sbhlngt.Cind die LArim unpgsradien enélich,
oo bleibt ¢ klein,alse ist such ¥ klein.Fihren wir nun
den Winkel /2 ein,denyl die lenpentlslebemen in Gen belden
unlkten miteingndeor bi den,so wird such dieser Fin el kiein
sein,de der /Ahstnbd klein ist.ly iet aber nl his anderea als
der ALbstaend der asphfirischen Udlder dexr beiden Sfunkte«der
"inkel peht,wenn die Intfermung verschwindet,gepea Eulie

@ ent sue beiden bleibt dsbel eine endliche Grogse.

i 4 nlken pnr nun 4ic genze PVigur in die Tsngentialebene
nroiiziertl.ler Vinkel - wischern der Tangekdlalebene

und der Fliche ist iiber die gsuze Ureleckefliche xlein,
P veor der Urissengrdnuns Hir kGnnen
47 elgo eiren der vorigen Hilfsgadtge an~
L wenden,nach dem wir wis en,dsss sich
£ die Bogen und Lvfmiungen bei der

Hﬂi* rojektion mit einem ¥sktor mulfi-
)ligl rengder sich wenlger sgls unm

Pigar 26, von i1 unterscheidet.¥ir haben
diese Faktorsn & genannd.lun igi die
seditigane Arimouns einer Surve auf dexr Fldche guch
~leioh der der fxojextion suf die Zangentialebene.
e mick aber di¢ Tpursntialebsne in dem beirachteten
unlcte von der in U nuy wenig unterscheidet,welchen also
ie Hriimmangen dexr heildsn ehenen Surben uwm weniger als
venegingnde?r ave
iiy heben éen Ausdruck

ahpusahibsene ~a 18t ua

(46)
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wobel 4 die pgenannte Zigenscheft het.Vir haben nun ango-

pdass anf unserer Hurve b /-a;”; sein Vorzeichen nichg
wechselts¥enn des nicht gelten sol te,donn kBuven wir b
i v l-i-f‘ lul"‘g‘?[:'.a LA

‘ir nehmen nun ThHr L den gréiscten und den kleinsten
) & 4 & :
ert, Tround l-o “lae Inteprel 13t nun um ein ebenes

reicck herum evstréecktsCehen wiy in positiven Binn um

clnes dexr Lrelecke herum,dann ist der Zuwachs gleich 2w,

7 %

. X
d o "-&L = 2?;0

P
>
__‘_'|

iy erhalten also Tir die Abschitzung

—
-

- 2% jr’:‘: (‘l+.bcra')2a; - 27

v

e
L
—

—

{

._i
b
Ny

it D >~ 0

odey ,wenn wir nuxr guf die tehler schien

DTy e ¥ & TETY o
=2l & B = {a = LH T % )
gder umier Einfihreng eine?r henéen kondtsnten B

L — — e i
A - = A =
£
T N co— o
at alse I, dilig Grissensrpdnung .

ghzus chitaanes=s ist
(51) 5T e X B | = J_ b2 ) Bees,

wobai ¢7 eine konstante Crbsse mit o3 > o ist.Wir kiinnen

alse U'os aus der Junse hersuszichen.,und wir erhalten
E,;,,‘Z) | e r"'- — f' T = = L g ’

wohei b die LHuge deg detrachisten Jogens bgzelchnen soll.

Uiz egrhslten also
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N SRR el i Py
1t sind wir endlich fertig.denn rechis steht cine
kleine Grisse,da ¢3 hinrveie} ng‘_“;{ e

P51

f.._

<in ist.ler Beweisn
b=t also dersuf turiickasufithren,das F/\ von guedratischey
Crdnung von o~ klein 3 wizd,dasg also oﬁwapl unendiicn
viele Dreiecke heriicksickiist werdeu milas ign,ihre
vamn- e doch klein Blceibvt,

e de d et B B R T

162: Folperungen aus der Bonnetschen Pormel,

tx»lie Winkelsumne im geoddtischen Dreieck.

ven wir die Lontetmehe Formel aufl ein kleines
“redieclk,das von gendbtischen Linien mit den Winkeln
ﬁﬂ,ﬁ>,@3 bepranat wird,snwenden,dann fallen die Selirigze
fort,die sich suf die veiten beziehen,und es bleiben nur
fie Winkel Hbrig,aber nicht die Winkel dq,me,m3,sandéfn
ihre Supplenente.Unser fusdwick Ty wird alse

= o, b e, RO e, = 2%

(1 A = (g r Ky ) T

ge Toprmel gibv einon guten Usherblick iiber den Zusahn-
ngnliang swischen den Caus ‘ischen Lrimoungen auf den
“lidhen.In dex Zbene versc windet sis.und in der Tat
igt dort die Winkelsumne im lreiesck pgleich ne.ign nenntg
das Integral,ales die Uifferenz der Winkelsum e gegen %,
en Ixzasg des Jreicks.

Iist X220 ,s0 ist dur Zxgess positiv ,ist X<0,s0

1ot er negativeisn gpricht daher von glliptisch und
hyperboliseh gekriim ten Tlichen.del elliptisch gekrimme
ten Pl#chen iet die Vinkelsum e im geodlitischen Dreieck

-

zu groge,bet hyperbolisch pekrilmmiten FlHchen zu klein.
Venden wir diecge Jesrachiungen insbesondere asul die
Supgel an,so hedben wiyr es dort mit Crosskreldreiecken
g tun.lort wird der Lxzes: proporiionsl der “berfliche
des Lreheckes.laraus lHsst sich ableiten,dass es auf
g¢iner Kugelobesxrfliche keine Aehniichkeitspeometrie
gehen kamm,dsnn Mreiecke,dle versc iedene Seitenlingen
haben,haben verscihledenen Inhalt und kinnen alsc nichs
dieselbe VWinkelsunme haben,also nicht Hhnlich sein.
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L

2.0) hnslogle zur Definition der Xritmrung in der Ebene,

gnken

jgnken wir in der lMbene zwel Tengenten an eine Hurve
gelegteDonn 16t die Zxdimuang
— 2 T

Jir wehaupten man,dsss wir auf einer beliobigen Tléche
genpu 80 verfahren kinnen bel geoddtischen Kurvem.Wir
haben Jja schon davon ;esproChen,ob es mbglich wire,dass
cin Individoun,das nur aunf geodfitischen Linien messen
den ka n.Und wir haben

kann,die geoditis hesn =rim ung Tin
da jetzt die L8 wne: lon mache den Srenzitbergang.las kann

man oug der Dounetschen Formel sofort sbleiten,sllierdings

mit einer kleiren Inkorrektheit.=s ist nach dem Bonnet-

e

? o ____/L"_'__ '—f"-‘f(--;-i—dﬁ‘,'
L'..a:! 2 r{-’ﬁ' = - o /"5, * 7 /

denr nn den Spitzen hed A und B (e.Fig, 28) tritt
oy ijedesmal dexr winkel = auf,so dass
G Gie dum e 2% sigh gepgen 25 in dexr Forme
%Hx%[” Fortheht. ir cnerieren nun suf Ligen,
. ’-'\& zuf densn die geoditische Kriimmung
i . thr Vorseichen nicht Zndsrt.Denn konren
er. Integrale in (3)

/éf ghgchétzen nach dem Hitielwerisatz.

. sel RO der Uittelwert der Gaussischen
eC aritmoung wnd £ sin Mit elwert dex

1) v

2

wir die bedd

= 3 o ioge ] 3 it o s gy sy @
rrodsfitigcoell ATUAMBNEs

4 AR £ e e
‘7‘5 5 {:}4 ,_: >

gen pegen Huli gehen,dan vergehwindet

ascer win nun den 00 o
113 ynd G
aacﬁ1Auﬂ-.Ko bleibt cine enaliche Orisse,und da-ls von

s e a0y
Sonwll

deyr urds enardnungyéo ver wet,pent die ganze
1 ‘v grhsiten alse in dexr CUrenze

linke wpite goegen En

——— . . " “here Sc vweise
iy whhlen deshalb niecht die symmetrischere Schredd
KizuL&}Le ,weil ja die sittelwerte nicht an derselben

B :

Gtel e genom en werden hranchens
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o G, B

e
,@ b —e A

iriagednh

(6

e

"~
s
£
¥

ct

duher,dess ungere hesrachiste

re,wennt sle in positivem Sin e durchlauflen wird,lm er

ks von inrex tangante 19 2%,

=
=

aar Uotrvechtunes iet nun gwelerlel ungensu.

mal muss nooh exakt nachrpewissen werden,dass

mss noch gegeipt werdenydazs,Wwenn wiyr von

el bengehbarten sunkten einsr fuarve geoddiddische Linien

en,sie sich in hinreichender lifhe der furve MEXKE schnei-
+Um die letzie taache 2u hewelsen,wird man wi&der-auf

Lenpentialebsne projisieren.lmnn gehen die geodéitiechen
rven iibher,die sich nur sehr
ir von peradem Sinien unteracheiden,denn hel der Zro-

wtion Bndert sich,wie wir schon nachpewlesen heben,

rflmung noy séhr wenige.Von zweld Gerzden in der

ne wis en wir nun aber,dasse,wenn sie Iangenten an

ne [{urve in zwel bsaschbaryen sunjbten ind,sie sich in
1roichender Sihe der ~urve,wenn diesc sdlbst nicht

len wilde ardm ungsverhilitnis e hat ,MXERE schaelden.

ir werden ifiber die “zomelbzis im Sroscsen spilter

¥ gusfiiarlich gu sprechyn haben,Wir nehmen hier abey

“ehmen Ao Asnwendurpen der Sermstschen ! ormeld schon

=

stwes vorweg.nlr wol en sie aufl die flngel snwenden:

(1)

(2)

1.) Das Integral dexr ariim ung auf der fugel.

"33 genken uns suf der rugel irgendeine Aurve endlicher
paoditisgcher ~rimmung,z.5. einen

Upreitenirels pewozeénelde durch diese
arve suf der supel gekennsmelchneten

") heigen Uabiste selen Iy und Be,diﬁ
inrve selbst seil b.bann kon en wir mi
suf jedes der beiden ugbliete die

ST T nonnetsche Formel anwenden,denn wir

7 Fin an b iher jedes der beiden

Gebicte hinwer auf einen Junkt zu-

Figur 29 sammanﬁiehen.“s gelten also die

beiden Gieichungen

gg o« /'kﬁb rﬁ/

ﬁéb"/mé’ﬂfﬁ =0 L]
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rddieren wir dlese beiden Gleichungen,so folgt

(3) x-u1+ :}52. 4 /;.\T.' do =10 »

fugel

Debei brauchen wir keine VWinkel susanmenzusetzen,weil

wir dig Aurve hinreichend dif ‘erentiierbar angenommen

heban. Aber auch Vinkel ﬂﬁrdeg,w%?rwir noch zeigen werden,
lelhgs ausmachen.bgs Integral /2 ## ist nan flir beid
lehiete gt ng lig in positiveﬁJ;iﬂﬁe iibex ﬁie ﬂegfe;iiigs—
kurve b,dge Ja fir beide Ueblete dieselbe ist,zu erstrecken,
cme hei st aber,dess die surve b zweimal in entgegengesetzt-
tem Sin e durchlaufen wird, mss sich alsc die beiden

Linieninteprale fottheben.ienn etwa noch ¥Winkel auftreten
wilrden,sc wilrden such sie gweimal mit entgegengesetztem

orgeichen durchlaufen,wiirden sich also zuchh foriheben.

¢

.8 hieibt slso nur noch

ugel
g ler rdige ist,dass in dieser G.elichung nichts mehr
von einer Lurve steht.Pa liegt es nun nahe,und Uberhsupt
won den imner noch vorhsndenen Spesialititen freli fu ma-

chen,also uns insbesondere vol der lupel freigumechen und
die Formel {4) %topologisch zu erwelterm.

2.Topolepgische Zrwelterungs.

Tophborie ist die lLehre von denjenigen Ligenscheften
peonetrischer Ggbilde,die sich nicht Hndern,wenn men das
gehilde einer Deformation unterwirft,die punkittreu ist.

enn man nun die upel umjehrbar eindeutig und stetig
defo miert,dann behaupten wir,dass sauch dann immer
noch ungere Formel (4) fir den deformierten Lbrper
gilt.Un das zu Leweisen,brauchen wir nur deran zu denicen,
wic wir sie abgeleitet haben.iir kSn en ja 0.H.d.A. als
trenyende Lurve einen sreltenk eis nchmen.lann bleibt bei
einer tobologischen Trangformation dey Umlaufssinn der
“are erhdten, s gelten also al.e jeberlegungen,die wir
anrestellt haben,auch noch nach der veformation.fs kann
sich also das Fluchenintegral J/ % do nicht Hndern.

Yir haben nun die VoXausseTLaung gamacht,dass es eine
geschlossene lurve zibt,die #ine endliche eofliitische
Ceimoung aufweist,und die dle Fidche in zwel Gebiete
teilt,deren gereinsamer Rand sie ist.Jaraus folgt denn
ga z von selbst die Umlaufseigenschaft,die wir oban
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heutst haben. iy erhslten slso:
'

Nas Integral /f £ do ist

vass daraus,dass dle furve gemeinsamer Rand der beiden

eine tovologische Invarisnte.

Geblete ist,folgt,dass sie in entperenpesetzten Sinn
durchlaufen wird,erkennt man leicht daraus,dass man
iiber die {urve hinweg an einer Utelle ein ﬂechteck legt,
Lann wird dieses Lechteck in zwei

1 J;iﬁl7' %eile zerleglo lur hlaufen wir die
_ﬂfﬁgzdﬁ— — :EiEiT- surve in einem festen Sinn,dann
ergeben sich filr die beiden Teile
des lechteckss verschliedene Umlsufs-
sinne.lurchlaufen %ir umgekehrt
en lechtecke in demselben Sinn,so wird die Lurve

ggenpegeveten Jinn durchlaufen.

ir haben glso bswissen:

fh
Fy
{=
|.. |
(4]
[}
[t
£y
[}
Fly
Q
o
B
I-J-
&)
b
4]
s
]
s
m
@
et
—
t;q
|
=
ek
k2]
]
4
=]
(4]
|_..I
=,
P
(S
-

3+ RimgflHchen,

Bin interegsentes leispiel fiir die Anwendung dey
Bonnetschez Formel sind dile
'35':.' _ Ringfiichen.da kinien wir auch eine
| reschlossene Lurve,ciwa die Kurve b
\:g- ziechen und nun dén Integrations-
| ) prozess vorneumen wollen.Uss ist
£ aber nicht erlaubt; demn einmal
_ n”[f'; trennt diese iurve die Raggfliche
o ~ nicht in zweil getrennte Gehiete,
. dann aber lisst sich dle Xuxrve
P - P b nicht nuf einen -unkt zusam-
ienzichen.la kann man sich nun

.\
ﬂ:
-

e

RS .
f so helfen:

: 4r nehmen einen belieblgen
IETE / runkt auf b al,. ,und legen nun

| jjb r ? T / eine sweite Xurve um die Ringfli-

| che,etwa in der in der Figur 31
angegsebenen veisc.liese Kurve

sei b'.lann behaupten wir,dass
dadurch eine Fliche ntsteht,

P 4 P die sich auf einen funkt zusan-
mengienen lisst.Vir kinnen nimligh
die Ningfliche in b sufschneiden

Figur 31, und zu einen Zylinder ausstrecken.
Das ist eine topologidche Defor-
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mation.liesen Zylinder kdnnen wir nun wisder lEngs b'
sufsohneiden und komuen dsdurch zu einem “aohteck,

des en dJeiten bb'b'b sind,und dieses lechteck ist in

der Tat eine geschlossene ¥liche,die sich guf einen Punkt
zusa menziehen lisst.venken wir uns nun diesen irozass
wigder BlUckgBmpgieg gemacht,dann ist auch auf dexr HAng=-
fliiche die Zurve bb'b'b gine fiix die Intesration sulis-
glrpe surve.Und nun sehen wilr,dsss jede Jurve zweimal in
entregengeseteten Sinn durchlaufen wird.ls blsibt fur
rh:b' nur etwag iibrig,was sich auf die Winkel hezieht.

dennen wir den gesambien Aurvenszug 8,80 gilt

K d 0,

W

e

—
ol

o+

.

£

o

i

Wen sisht nun sofort,dass F, aus vier /iussenwinkeln
3 nédmlich aus denen,dle bei : auvftreten.lies haben
die Sumre 21.8lso wird

(g = ;) - 271 = 47 - 2% -~ 2% = O,
T .

ir finden also:
WGP Jeder Jingfliche #ilt

7
L '\_j K do = Q.
J
Und demit gilt éiese Formel auch fiur slje Flichen,die
durch stetige eineindentige Jeformation asus einer
ingfltiche hervergehen.

e U erakisristische an unserer “erlepung der Ring-

f1#he wer,dags wir gwel Schnltie gelegd heben,b undé bv',

d1s sieh beide eingeln wohl nicht auf einen Funkt zusam-—
mEnzy hen lassen,dlie sich nur in treffen.iir behaunten

nun Polgendes:

enn i
gntweder auf einen runkt zusamenzihber,

cder absr er trifit b oder b' oder beide.

h und B! sind pesch.cssene aurven und lassen sich

adcht auf einen Zfunkt zussmuenszichen.lie Lurve b" wird
bed éer Deformation auf die Lbene entweder ganz in den

ES

go feck verlaufcn’oder aber sie wird mindestsns zwel
oy Seiten schneiden.Im ersten Fall lisst sich dann

§¢ iurve umkehrbar eindeutig und §tetig anf die veiten
des lsehteckes deformieren,im zweiten Falle aber ~bensh,

denn sie muss ja schliesslich wiedsr in den Punkt P

£y

]

i

gurilckkomnelle

wir einen beligbirpen Schnitt b" ilber die Ringfls

abex

che
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dedrezel- odey llenkelflichen.

Jdr kbnren dlese VerhHltnisee noch topologisch ver-

gllpem 1z denken uns eine Iliche,die wir etws

re! sings Ylenkels" sn sine Zugel entstanden
denken k8nien.Vir suchen dann dle Eurven,dies sich nicng

auf sinen runkt zusanmenziehen lassen.lie drel suftretenden

Typen gind in Fipur 32 eingezeich

P net.Bilden wir das Integral F
o f4r edinen Umlaunf itber die drel
ﬁ’_}iég_TTTJ ; Lurven,von densn sich auch

- f / 4

—" " L]
shnlish wie bei der Hdngifliche

i 5 zeipgen litsnt,dese sls sich su
g ginem rolygonenzuge auf die
Cbene zwrren lassen,so hekomuen
wir sinen sdeitrag,der nuy von
Figar 52, der insahl ¢ der Zigen abhiingt.

iy erhalten fiir F

kanr man auch unkehren.-.s wire doch

denkbar,dsss,venn wir von einen anderen rFunkte als
ausgehen,sich etwas Anderes erglbt. i wisueij%i;

syst m,das wix haﬁatzen,ﬁeeignet ist, suS~-

gudrilcken,un hingt aber 441 wigderum nur von der ganzen

Flhche ab.cingrseits hBnge -gd nar ven dem Urte ab,

"cﬂﬁcm pus wir die Fliche zerschneiden,sndererselis mues

die Yerschneidung eine innsre Lnzelegenheit der Fliche

die “ors
seingdie nicht von der Lesornderen vehl d s Junktes =
abhingst.~s igt also die Lerschneidung veon der spesiellien
shl des “unktes unabhingige.
Is hat npun ngch {G)a§24 aligeriein die vestalt

(9) ,{_D._!. = (4 - 2q) #e

Fitr die Au-el ist die sngmahl der uchnitte,die nicnt auf
ginen sunkt deformierbay gind,lullydoet erhalten wir
fﬁragzl slso den Yert 4m,und das ist kein nemes Ergebnis,
vty eine Lingfliche war g = 2,also wird ~4 = C,wie

wiz schon gesehen haben.Bei der dgnkelfliiche wird

also Ll = - 2r ,usW..~s nim't also éﬁll nit zunehmendsr
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el nicht quf elnen fankt zusanjensziehbarer Lchauitte

2n intereg-lert sich nun fitr folgende Frage:

e sel eine FlHche gepoben,die hyperbolische letrik
trizgt.Glht es eine geschlossene Fliéche,die rein hyper-
bolische Labrik trHpE?

=n sieht da nun sofort,welchs MEglichkeiten ent-
stehen kinnen.te kann keine Fliche diese Elgenschaft
haben,die von dem Geschlecht der Xugel wire. ‘Is milssén
an die ‘ugel nindsstens zwel Henkel sagesetst werden,

rerwirklicht wird.

gl einer hellebigen rliche ist es unmbglich,iiber dis

sche detrik,slse K KO ,
durchgufihren.ls gibt iawer Stellep,wo die Yliche konvex,
T

nerativer Lriimung und sicyohne sich um euklidische
seometrie -u kilurern,fortsetzen; man epricht dann -

wobei men sich dann naetiirlich zumeist in nichteuklidischen
sumen bewert, - von oxientierten FlHchen konstanter

nerativer lrdim uns. Yie sind dsnn orientiert,wenn es

@ Umleudssinn eingufiihren und ihn Hber
ie ninweg sufrechtezuerhalten.’ine Flifche,

bei der dse nicht mbglich
igt,ist in Fipguz 33 wiedergegeben
— M Es 1t vnatrlich,dle Fliche in
ey ginfach zusen enhingende Tsile gzu
| T zerlepen,die so beschaifen sind,
dass,wenn zwel bvenachbharte Fliche:
in demselben Sinne durchlaufen
werden,die gemelinsame Lante
Figur 23+ sweimal in entgegenceschater
Richtung durchfa xen wird.

re— T Lt ——

———————————— oIS E SRS

§64: Gaussische foordinaten.

‘i» gehen nun daszu iber,innere Ggongirie auf einer
Iische 2u treihen unter dex praussetzung,dass die

Lan nennt nach Siemann dag Yeschlecht einer PlEche
die Anzahl g,von der schon die Rede war.
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Geugslgcone roplflamovans konstant istv.Da fiihren wir zunfchst
seuscische ¥iftegen Jjoordinsten auf der Fliche ein.bie

caug-ische Kriimoung iet pepeber dureh den Ausdruck

i
b
(1) o= ~-4§£w

und das Linienelement ist unter Zurrundelegung #aussischer
rd

ineten gemeben durch

Gaug ischen HRosrdinatern gleich so ein:

r geodédtiscaen Linie der TlHche,u=0,
pevd#tische Linien sein,dle asgnkryecht
ir ZOmnen es nun noch so einrichien,

d renlinse verschwindet,dass also wixd
‘-.3.] v = 81re (_g}_—u;
Yeyner konnen wir Pir & = U auch B = 9 setzen.lann ist
Piip 1w o= 0
2 - 2

ds” = 82 av =
Gdtf

o . A8
uné,da wir v als Jogenlinge atf v = O wihlen wollen,
(4) B=1

Also wird

‘ir beghaupten auch
(6) B = De

iy haben friher fir das geoditisch sogenelenent

Yormel abgeleitet:

| | AES4

LB

2
e
[4+]

fiir den Pall,dsss wir suf v = const operieren.lann
igt rang entaprechend,wenn wir auf u = cocnss owpaerieran
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(7) f_fm/= Ll

gﬂsi}

L

h
-
i3
o
H
-
i

geoditisch gein soll,muas dort der Ausdrack
(7) verschwinden,also ist in der Lot (6) erfiillt.

‘¥ Fasgcen mun die Clelchmng (1) erst eihzal ded
fesgtem v ing Auge.Vir denken also fiir v eine feste Zahl
gepeben. 1y schreiben die (Glelchung um in die “estslt

(8) 4 + £ B = Qs

dase diese Gleichung pwel l?;ah von LOsungen het je nach
dem,wes Tiir ein Vorzeichen X hgt.Fir X > 0 ist dle LSsung
el trigonometrische 'ﬁ-ktiah,uiv L4 0 eine Exponential-

funk$ion.Wir mechen die fallunterscheidung:

Dann heisst der wisungssnsatz der Gleichung (8)

g) I =a cosAn + b sindu.

ergilt sich A =su

(&1
ol
e
i
L
1
<f
o
)
@
i
=t
r,_l.
el
@
et
o
e
=
[#)
Fars
e
o
m
5
£

Fily u = U pugs o =

wir erhalien

also
g,:‘:
18
B = =)a sinju +b cosju=290
u
folegt fir uw = U

b= 0,
so dsss wir aslso endlich als Lisung der Greichung (8)u
erhaiten
(10) B = cog (/X u).

s ist slso B von v unabhiingiz.
venn wir nun die Werte von u beliebig vorgeben,Hindert

sich die vache folgender:assen &b: Venn wir v als Bogen-



St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930
§64. ~-194~

lange auf u » O wihlen,denn hingt Bu nuy von der

peometrlschen Vorgabe dey Lurve ab.3,  spielt nun eine

Rolle bel der Jestimmung der “onstanten a und b.Es geht
auf der durve u = U in die Bestizmung der

onstanten ein.lnd 5 ist eine Funktion von v.Ds wird

P

£
also imxallgemeinen in a und b elne Funktion von v zu

guchen sein.lie allgemeing LUising heisst also
B =al(v) cosdu + b(v) sin A u .

Tine wgitere ?olgarang,diqwir gus unseren Formeln ziehen,

iat diese: Venn wir eine [FlHche konstanter positiver ariim-

aung vorgegeben haben,so gibt es oo Abblldungen dew

o

Flachenstiickses auf sich; denn wir kinnen 8le Abhildung

A
in jedem beliebigen Flichenpunkt (=) in jeder Richtung (=)
i g L

. = = :
=" Frgiheitserede.iine FlBche

giigTilhren.las exrzibt also
dieser Art ist die sugel,denn die ariimmung ist dort posi-
+iv kKonstant. s lascen sich also alle Flichen konstanter
Spyiimmung  anf so® igigen auf die fLugel nmit entsprechendent
wenn
‘ediue abbilden.Andererseits folgt nun daraus,dass,ein
unkt wit Umgebung asuf o= lgisen auf einen Funkt wmit
Unzehung auf einer tugel abgebildet werden kanngdie
rilmmung innerhalb der Umgebung des Flschenpunktes konstant

52in MQSSa

2,) Eg sei X = ¢ = Ue

e . At T

Dann helsst die Differentislgleichung

-
—
Y
St
E_'Li
il
O

Deg ellipgemeine Integral dieser (leiechung lautet
(12) B=alv)a+ blv) .

Tihlen wir wieder wie im ersten Felle v als Gogenlinge
anf der hLinie u = 0,so0 wird b = 1.Yerner muss fiir u = €

By verschwinden,so dass a = O sein muss.ir erhalten also

als Lbsun- in diesem Falle
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also

(13) 48% = au® + ave

nabern also eln ebened kartesisches ‘onrdinatensystem

Lenn kOn en wily oe.Bedells ¢ = =1 setzen,denn wir kénnen
Ja eine FlHche imcer,ohne ihre inrere Geometrie zu 4ndern,

vergrossern in irgendeinem Verh#ltnis.Dann h8isst die Dif-

£

ferential leichung

(14) B = b .

Die aligenmeine LUsung dieser Gleichung ist
(15) B=al(v) e* + b(v) ™2,

Fit v = 0 ergibt sich B = 7,8ls0

(16) 1 = a(v) + bl{v) o

Ferner ist 3, = C,also flir u = €

—
Sy
|
bi
|
o’
Il
s
°

(18) a=b=%.
LZg wird also
(19) 3= % (% + e™) = <7 u

und das linienelerant nim:t dle wegstelt an

A2 2

2 2 T oou 4y .

(20) gs® = au® + “Y

Tir sehen slso,dass,wenn & und b beliebige Funktionen
von v sind,diese drel LUsungen immex Fléch.n konstanter

Gaussischer Sriimmiing darstellesn.
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365: Die peoditische Abbhldung.

Uir wol.en nun eine Leihe von Ueberlegungen anstellien,
diec die Seziehunhen der FPlHchen konstenter Basussischer

THmmang sur alchteuklidischen Veometyies hetreffan.

Die TX chen konstanter Lriimmung heben mit den Ibenen
e I . ¥ - £ ~ j
die Cipenschaft gemeinsam,dass sie o  lHngen-und winkel-~

treue Abbildungen auf sich gestetten.Und es sind die

nichteuklidischen weometrie..lsn betrachntet die projektive
bere,auf der die Veraden definiert sind,und versucht
rewiscernassen,diesen Gebilden Xkiinstlich eine Letrik
sufzuprigen,so dass es mbglich wird,lingentreue Abbildungen
r FlHehe guf sich su besti men.Zs zeigt sich z.3.,

dngs es miglich ist,eines dassbestimuiing eingufiihren,

.......

cowigse DoppelverhBlitnisse betrachtst.

Uen vol n Zusam-enhang dieser Dinge kbnnen wir hier

-y

e

nicht geben,weil wiy su dem swacke zu wviel Sxiomatik
treiben milssten.venn wir von vorneherfen ennehmen,dass wir
eg mit FlHchen zu btun haben,anf denen wir eine letrik in
‘Anignelementen von unsercm Iypus eingefiihrt haben,
dann wiscen wir schon,dess die einzigen Lysungen die Flichen
xonstanter Gaussischery “rim ung gsind.detrachten wir nun
aur die Fl#chen konstanter positiver Usussischer sSrim-ung,
a0 wis en wir also,dsss sie lingentreu auf die sugel
abrebildet werdon kin en.von der sSugel aber wiscen
wir,dase sie ein Bild fﬁr die elliptische Veometrie
liefert.

fun handelt es sich far uns darum,die Flichen konstanter
negativer Gausvsilscher arfimpung ine Aunge 2u fagsen.ls

srlediren wir zuerst folgende Vorfrage: Venn man von der

projektiven Geometrie eus zur nichteuklidischen gelangen
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sht man von den geraden Linien aus und misst
auf ihnen dile ‘ntfernungen.Viy werden alsgo veriangen,
dagss,wenn die Flichen konstantey Ertimiung mit der nichi-
euklidiscnen Gegometrie Zusanenhénpgen gollen,die geo~
ditischen Linien suf diegen Flhchen sich suffasc-en lassen
wie die Verasden in Gev Shene.Wir werden slso untersuchen,
ob @3 miglich ist,die geocditischen Linien als Gersden in
der projektiven Lbene acfzufassgen.

Dicsges croblem kann men leicht slligemeinsr fassen.
i 15t

ein “yoblem der schen 4Abbildunzen. Wir stellen

all -emeln die Irage: LHsst sich die Gesamtheit a. ler der
Flichen angehen,deren geodHitische Linien sich im Kleinen
aulf die Ceraden der —beneg sbbilden lascen,d.h. auf die
-eoditischen Linden der Ebene? Man erkennt lelcht,dass
digse Lragestellung ein Spezislfall der allgemsineren ist:
e2reben sind gwei Flichen F und G,gesucht ist eine Abbildung
im HZlel=nsn,die gecdHtische Linien in geoditiachs Linien
iberfiihrt.lag Charakteristische an dleser neuneb Jroblem-
stellung ist,dsss sie viel tiefexr geht als die nach der
18npentreuen Abdildung.te gibi,wle wir schon erwhhnten,

voangformgtionen,die reoddtische Linien in ehensolche

3

#bprfihren,diec aber keineswegs lingentreu ginde

1)

4y verlagsen hier die allgemelnere Theorie und

wollen sie vielmehr Pfiir den #all durchitihyren,dsss G eine

hene ist.lsnn heisst slso die Frage: Velche FlHehen

hopitzen die Slgenschaft,dass ein hinrelchend kleines

P1Hohenatiick sich suf ein solches der “bene umkenrbar ein-
141z abhilden lisst so,dass die geodtitischen Linien

der FPliiehe 4in die Geraden dexr Zbene iibsrgehen?

Das dieses “roblem tatsiichlich mit den Axiomen der

(1) NEheres siehe Darboux,Theorie des Surfaces.
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Ceometrie zusaumenhingt,erkennen wir an folgendem:

ian kann Uber die Uerasden der Lbene eine Reihe von

Jrtzen gussprechen,ohne eine eigentliche lletrik herarnzu-

z oher,Z.2. dags durch zwel runkte esine Lerade bestinmmt
ist,dass slch zwel Geradern im ¥ndlichen in nur einem Funk-
te sohnelden,usw.las sind Axiome,die such fiir die geodh-
tischen Linien gelten.ilun lshrt aber die Geometrie gleich
elne Jpesialdlt t der Geraden,dle Gilltlgkelt des Sntzes von
.esarru&sij,hss ist ein Satz,von dem wir nicht erwarten

kinnen,dz 8 er auch fUr geod#dtlschen Linien noch richtig

ir wollen nun folgenden Satz bewelsen:

Dis Jessmthelt allex FlHchen,dle sich geoddtisch

nuf die Lbene abbilden lassen,sind die Flichon konsianter

ol vy o | Y o, ird
Bauggischer Kriln nng.lis sin nzigen F1HC

fur welche di8 projektive Ceometrie gilt,wenn man den

e
KL

~riff der Geraden durch den der geoddtischen Linie er-

+
B4 Zure

e ist bisher nech nicht gelungen,fir diesen Satz

einen rein geonmetrischen ULewels zu liefern.Vir geben
ur den analytischen Jewedlse

Jundehet suchen wir nach ciner notwendigen Dedingung.
Upzu setsen wir voeraus,die Vliiche ¥ sel geodttisch ebbild~-
bar au? die Lbene e.‘us dieser Vorasusdetzung muss sich
denn dle notwendige Bedingung ergehen.iir benutzen wieder
Cpus9ische Koordinsten.las ist erlasubi,wen wir ein hin-
peiohend kleines Flachenstiiex hetrachten.ius unsersr Vor-

auscetzung folgt,wenn wir in der ~bene € ein kartesiscles

1) Venn sich die Loken zweier Ureiegcke so einander zu-
ordren lassen,dass sich die drei erbindungslinien je

sweier entsprechenden Noken in einem ‘unkte schnelden,
50 lisgern die drei schoittpunkte entsprechender Seiten
anf giner CGgraden.
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Locrdinavensystem %,y einfilhren,dass es mbglich ist,
dieses cystem so zu whhlen,dass die geoditischen “inien
dea Yans ischen uoystemes in die Ueraden tibergehen,
dass a8lso eitwa Gle geodiitischen Linien v = const in
diz beraden ¥ = const iibergehen.Damit 4st nuh aber
nicht pesagt,dess die Crthogonaltrejektorien u = const
in die Geraden x = gonst Hbergingen; denn dapu wive
Winkeltreus der Abbilung erfordexlich,die wir nicht
vorausgesetst haben.ir kdn en iiber die Bildkurven der
finien u = const nichis lLihneres sussagen;as ist ifgend—
eine Zurvenschar in der Zbene,die die Schar y = const
durchsetzt.

iy Pihren nun in der Lbene dss dexr FlHche ente
aprechende rarameternetz u,¥ ein.labei werden die Geraden
u = const mit den Vergden y = const zusamnenfallen;

cartesische Koordinste x wird lygendeine Funktion

(1) x = x{u,v)e.

17 wis en nun,dasss alle geoditischen Linden der FlHche F

in persde Linisn der “bene e lbergeflihrt werden. ine

terade ist nun in kartesischen Xo rdinasten gegeben durch

ax + by + ¢ = O

—
o
"t

1lag wird fiir uns die (ledchunz dieser Gepaden heisten
(3) a x{u,v) # bvee=0g4

wobei & und b iyrendwelche ionstanten sind.7ir denken
nuan v als laremeter sul dex peodiitischen Linie gewihlte.
Dann wird x eine Funktion von v alledin,und wir erhalten

. . " * o i 7
gus (3) durch sweimepliges Difrerensieren npch v fiir agl
(4) x" = 0 »

us 1st also die geoditische Linie in der ~bene durch

4
#. !

diese Gleichung (4) geben.is ist nun
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2G5 ~200=
' = oz u' o+ Zy b
also

2" = owou" 4 3 { ,\2 i I o .
Ty ’{uu c2t) b2 xu_vb“ 4 xv? i

also erhelten wir als Differentislgleichung der peoditis hen

Anie
l. = I,' . " = 5 ! 2 - ?  w ' 4 3 :
(§) X, xuu(u 1=+ 2 Kapd' * Xy = 0
un hrben wir aber in §59 als Differentislgleichung

der geodiEtischen Linie gefunden

R — " a Gy . G b
£59,(21) R S I T
L 26 2
odery weren
6 =32 ,0 =283 8. =28 B
¥ Ta o ! 1 1
(3 (1
ey B 3 _
it = 2B , e = D Y
oI |29 ¢ T
B 8
i 2
(6) u' = 2 == qu'! +j‘"xl'rBB",-
- (=3

2Xy %ﬁ e . ;E ' o+ B oEox, 4 quku')2+2xuvu'+xv? = 0
oder q
(7) aiiixuu ¥ B géﬁi v atie,, + %, %1)?xvv@xﬂ31u = B
liese Gleichunp muss nun fir alle xmaki Linien,die durch einm

i Tomiabe
LHEe

gaheh,in diesem runkt. gelten.oie muss also fir alle

verte von 4' zelten.lamit dss aber der Fall ist,ist notwen-

dir und hinreichend,dsss die Xoef izionten von u' und
w'® verschwinden.Dann muss aber auch der <test verschwinden,

and wir erhslien eslso die drgi notwendigen und hinreichenden

dedinpungen

R
=1
{8) };ua+2xu-=§“=0,
H'V
(9) gxav + = E-“ - 4 »
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partiel ¢ Jif erentiplgleichunpen fHy die
beiden Unbekannten x und y.Das System ist also fiberbatimt,
muss aliso eine Integrabilits ‘tsLedingung enthelten.Und

gerade die suchon wirelp wird eine Gleichaony fir 8 gsin.

“ie belden Sleichungen (8) und (9) bringen wir in die
ataly
=, <
n
f oY -'%:u'f_ =__J_ ial
L mw 3 B s
La

Und diese beiden UGleichungen las en sich widder schreiben

(13) (log xu g = 2 (log B}u
(14 (log xu)v = - % {log BJV .

Aus der Vertauschbarkeit der zweiten 4bleitungen,also sus

(og %) = (log x )}

(15) (log B),.., = Ce
Tie allgemeine Lbsung dieser I T erentislglelichung isd

f’tu) +(v)

() £11 5
(16) 5= o) T | 2ry a(w),
Fiihren wir dissenWertd £iir 3 in (13) und (14) ein,so folgt

(log x,), = = 2 (log f(u) g(x)),
= - 2 {Llog £{u) + log z(vl),

aleo
(17) (log x,), = - 2 (log £(u)l},

und entspvechend
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(16) (log x,)_ = -5 (log glv)),
Aus (17) und (18) folgt nun
log xz, = «~2 log £{n) = % log g(v) + o,

oder
{(19) X, = ) g

B2 () /B (V)
Satzen wir
a 1 /I
R:-O) —'9—-'»-;— = jﬁ Lu)

T i)
so liefert die Integration veon (19)

&

= ra i
¥ o= g Caf o e + &f&?;: — ;ﬁ/%Xﬁéwafgé
o ,? v fﬂ{/
also ’
e
(21%) i jf‘h;”ﬁyﬁ%hﬁéaﬁ
setmen wir (20) in (16) ein,so ist
__.f’

g 5 Y L = —_— £ f
14 2;) ,I &/ ;}g .":',—___r. i 4
(2%) und (22) sectzen wir in (7o) ein und erhalten unter

segehfung von
7 7
X "{v) + 3
vV )?({?*“J
" . o it ‘ c,a?;'.vfj _:’w‘y /‘A‘j ,’:H) <=k
H & iy .,-.wf = { - _'_13 ! )__,. /
!‘_,}gl;g}' K »&"/ ;;e-‘f_(,{/ [:(,r?"zfpfrjj
odex,wenn wir h" nach Iinks schaffea und durch hR"C diyi~
digren L _
: £ L ‘; .
& — i — smd A’f&f'ﬂ"" _1-_;_ . ,.'()‘ ‘f’) '
(14’) =) V %/l J{M}‘
Lifrerengieren wiz nach v,so erhalfen wix
@l 7
_— / £ s Sre
0 - ?/ﬁfAf¢‘+f¢wJ Z
oder
f"”f"—";’l . P i
(25) I = d iv] praly
o f;'m/

oder

(26) i) =

2D fra) Fiu



865, ~26F St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

Integration nach uw liefart

g 4 . ) o ;

¢ o) {’ :‘/ ¥ ia) -.f-';_.zf
oder nach (26)

el s D () B Ey

ogaer
R
A
(27) fte) = L L,
& fj;:,”\ré

Yir fiihren nun wieder fiir f’ geinen vert ous (20) ein.

Lg is% >
'Jf_ . E ‘_d_
- o= '_:i ; L4
et
ag wird
f‘l ‘3 e
L3 _'?
(log £)' =g~ = =5~
_— ¢ g )%
caex 2 -.:-’-’- ( r, -
2 geht also (27) jiver in
R
i hgl . .
s - --' H
fé D ;2
pipr
n £12
- S "

Ooan

acler

%" = -3 £
alep
(25) £ 8 = 0
cdar

gf" + g fa=0

oder wesen (16)

20 I + H = O «
{29) Byt @

Pamit heben wir aus der voraussetzung,dass die Fldche
cooditisen auf die Fbene abbildbaer sel,dle Bedingung
der fionstanz der Gsussschen sriimuung abgeleitet.

Is 1#sst sich nun such leicht riickwirts Uerschlagen,
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dacs diesc Jedingung (29) auch hinrveichend fiir die geo-

d#tische /Abbildbaerkelt der Fliche aufdic Lbene ist,
Wenn nun allgemein das <roblem vorfelegt ist,eine

U T I BT

¥IECRS }};F:O&Ef'biﬂ":h Tl Ullt au_f U‘.ie :benejaoﬂder‘ﬂ auf irgenﬂ_

eine andere Flioche abzubildsen,verfihy 0
. S 4 =5 CH 8 R s y v ik .i.f_'lt nen im Lrinzin enau f
soe./uch denn belommt man ein Hberbsstinntes Gleighun;sﬁ '

aystoem,aus den aan dig “sdingung der Abbildbarkeit
ebleltot.latiirlich bekommt men dsnn einen sllgemeineren
wpdrutk dls in ungerm Polle.
Yemit naben wir gewisszermassen vom Sisndpunkte

der projextiven uveometrie sus 4i¢ Abbildung von geeodd-
tischen &inien erledigte.ian kann snch sagen,vom Stand-
sunktn der Rartédgraphie sus.ln der Tt ist man ja auch
von der —srtogrgphie aus auf diese ‘roblemkreise gekommen.
sy kann nun aber auch von anderem UYesichispunkbe,
h#Emlicd von dem der Vinkelireue,sn dag <roblem der
Avbildung nersnireten.Und das soll die Augave des naclisten

argrrapne 883111 .

‘86: Nie wintelireue Abbildungz.

Abbildung kenn man dahin auffascen,

i-l
w
e
1.1-
3
e
ELF
I.“
ct
I
[0
&
©

4tesinale Sreise wieder in solche iibergefiinrt
erdenl.Inm alligemeinen wird bel einer Abhildung ein
ixgis in sine gewisce Zl_ipse iibsrpehen.benken wir etwa
an die ephirische ib ildung ciner FlHche anf die Eﬁhaitﬂ*
tugele.lann warden die stBlr3ten Abweichungen dieser Art
in den Hsuptkrim ungsrichiungen lisggen.

Uie Winkeltreue der Abbildung wirkt sich bel den
Kertenprojeictionen denin aus,dass kleine vebiete

wilv

reerrt  wisderpegeben werden.iuf grossen Gebieten

£

rann dsvon notiirlich nicht wehr die lede sein.iber ein
Gebiet wie Deutschland wird aufl einer serkstorkarte
noch unvergerrt erscheinen.

4y beweisen folgenden Set2:



&
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e B Lo .
Zwel FlHohen @ and T " sind dann und nur dann winkel
e 5 - —

tren sufeinander abbildbar,wenn ihre ersten Fundamen

salformen einander proportional sind,

]

1y bowelgen epanBo) .3 & 1
ir bewelsen zunHchet,dass dlese _edingung hin-

=i nhand = PoerE . S x TR i
ivhend 1s%.—s sel auf beiden IMliichen ein Parsmeter-

it rpooehay 7 a3 4 e ey 3
netz gepeben,des ineinander Hvergent,u,v und u 4¥ »
e e e AR R — ) :
venn izt suf ¢ Gex Vinkel zwischen gwel Sichfungspearen
dudy nané ooy
(1) il = Fduin + Fldudwm+dudy) + Gdviv

F

oo B e :
1/idu +2rdudv+Cd?2 1/%éu2+2Fauav+Gﬁv2

Geh#n wir nun zur Fléche § iiber,so nmilssen wich nach

e s W R0 mit 3 s
reugsetsung E,T7,0 mit einem gemeinsamen rgitor mi-
tipligieren:
A =
£y T o W ; i -
2] E = A% ,. P "= AP , &= AGaq

setgen wir in (1) die Fandasmentaligriissen dugch diesd
suen,so multiplizieren sich E8hler und fNenner mis s

Aey lart der recaten Seite bleibt slso unverindert.Also

f i

1st donn in der Tot dis Abbildung winkeltrels

wen also nur ngch zu teweisen,dsss die Vorsus-

dag Streckungsverhiilinls zweler iiniengle ente

Delloe

ist unabhiingis von dex Aichiung.detrachten wir nun
- &

einen kleinen “ntfernungskreis,so zeht der also wieder

in einsn kleinen lLreis Uber,und die ipdien verhefiten sich

wie 1 —Vﬁ--fﬂ ist also die ledingung der droportionali-

HTp gleichbedeutend mit der geomatrischen Sedinguns ,8ass
Lreise in Lreise abgebildet werden.ir ktn en also un-

sern Sntz auch dahin aussprechent
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el Titehen sind dann und nuy denn winke treuw sufeinander
- et R %

ghblldbar vienn Kreise in lreise berzefihr

% wexden kénren.
zt wol sn wir zelgen,dess unsere Jedingung auch nobwa
werais istydass also sus der Winkeltrews dic croportiona-
1it3t der ersten Fundsmentslform folzt.

Wenn Winkeltreue vorhanden ist,so miissen offenbar

orthogonale ilchtunzen in orthogonsle Ubergehen.Sis muss

aleso in (1) dis .dnke d2ite in beiden Formen verschwinden.

tm
1
15}
>
o
Bl
{3}
r_.
422
s o
U
o
[a
ow
'_“_a
.
-

,_
N
-
—~
Ty
o
N

P

dv) Su + {® du + G Gv) év = O

(5) (7 du + P dv) bu « (F du + 0 dv) 6v =0
erfillt dist.les diet aber nur dann ndglich,wenn ihre Jetere

minantsa verschwindet:

l W odu+ F év F dp + G dv
(&) = 0
I"” du + PTav Pau + Gy

Ligsen wir ngch du und dv suf,so bekomren wir die gus~

sche Sleichung

2 Lo j:.. ﬁ G i 2 . F G‘
(7) du + du 6v _ &' + ay =0
=¥ i v G PG

== - -

4
|-
0
ct
e

wmzz Blese Cleizhung gilt fir alile lichtungen du und 4v;
sie lann slso nuy ¢enn gelten,wenn slle drei leterminanten
auf der rechten Seite won (7) Tfir sich verschwinden.

ia Pundsnentalformen

o

ise heisst aber in dex Tat,dass
nroportional sind.
Damit ist dexr Sptz bewiesen.
viir unatorsuchen nun den bgasonderen Pell,wann eine
Pliche konform suf die Tbene abbildber igt.Tn der
Thene wHnlsn wir uw und v als kerteaische Koordinatenl.

Denn wird dort das Linienelement

(&) a32 = du2 - dvg ’

d.he 28 ist
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vy
i

=1, ¥

# )G zﬂ.

Ee milssen 8lso die Fundamentalgrts en L,7,0 der FlHche

@ den Werten 1,0,1 proportional sein,d.h. aber es ist

(9) E = G = uénst, F = Q.

e iat also diec Fliche dann und naur denn suf die Lbens
winkeltrey ahbildbsr ,wenn ihr Linienclement diese besonder
cinfeche CGestalt hat.lnsbesondere folgt daraus,dsss

die den ksriesischen Xooroinatenlinien entsprechenden

el

graneter inien w,v der FlHche obthogonel sind.lur

oy

~i1% da2 nichit dle Umkehrung,dass jedes orthogonale lets
der Fliiche ia eiln golecaes der Lbene ilbergehte

Cen mennt derartise “srametey,dle dem Linien-

Alement dis Csstelt (11) geben,isotherme —sramelsor.
heseichnung rithrt daher,dass nE% der !Hrmelenre

hei den Tsothermen auf einer IlHche diese ‘nsammaenninge

cane wir zlso isoctherme ‘arameteX anf einex FlHche
naben,d nn ist eine winkeltreus irbildung auf die
Thene vor anden.

Zs bleibt uns nun noch ibrig,gann aligenein die
winkeltreue Abbildung elnev Flche anf die Fbene zun
antersuchen.ir haben ja bisher nur den uonderfall

das kartesischen sgtuzes antarencht.va sshen wir nun

.

hhildunpen ociner ¥iXche auf

e
o

Toligendes: =8 ganiigt,slle .
sionneslbet zp studieren; denn ds die Ab'ildungsn umkehr-
bar sindeutip sind,gehdrt su jeder Abhildang g —e

cine solohe eé'—J —~e.Vir kinven alsodie Abblldung
e*— e betrachten,vss hat selne Vars _remeinereung

fur dle Abbildungen einer beliebigen Fische auf sich



e e e

o St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930
566, -20o8= g
gelhet.fan komn,anstett die Fliche guf gich selbst

shzubilden,sie zuerst euf dle “hene unéd dann diese
eder euf die FlHche avbilden,Deraus folch denn schon,
desy bel siney winkelfreueh sbbildung einer FlHohe auf
givh isotlhexme larsmeter in sich tbergeflihrt werden,
“le ist os rnun nUglich,auf einer Fliche,die irgendwie

ereben ist,iscotherme rarameter eingufithren?lafiir

wollen wir zwel Jheorisn entwickeln.lie esrste ist
deswegen einfachergpwell sie ins Homplexe hinein geht,
sie hriagt dahaer ebey sueh Beschrhakunreen der Vorsus—
setzungen mit 81 A.Die andere hat den Vortell,dass sie

len bleibt,und weniger vorausseizt,dass sie also

unter aligeseineren Hedingungen verwendbzar ist.

©,F,0 seien analytische Funktionen von u,v.
lie Fliche @ sei nicht nux filr reelle Verte von u und v
fefiniert,gondern aueh flir xompleXe; es sei mlso der
karteeiscne Haum in den konprexen eingebettel.Vir betrache
ten slso els sunkt ein Gahlentripel,x,y,z,wobel diese
Yhelen kom: e€x sind.lsbei ist natiirlich noch eine
offene ¥rege,ob eine reelle Fkiiche tiberhaupt ein
Hestohdteil einer komrp cexen FPliche sein muss.3el sl.en
visher von uns betrachteten Flicuen ist das der Fall,
denr eic waren sémtlich nur mit Hilfe der alg cepraigchen
d trigonometrischen Funktionen heschrisbhen,und die
hasitzen inwder Tat eine komplexe LDiwedts unge

I omplexen steht es aun mit dem Linienslement anders

i
mle
el

bisher,fis jetst haben wir ianer vorausgéeetzt,

T et 2 e THEA w1y wan nick
dnss es posltiv definit ist.Uss KOn en wir nun nicht

. 5 : TIN R A
wahr, Inabesondere erschillesst SLCH QEAUTCH jetzt dle

Beglichk=1it,; Linlen zu finden,suf denen s = U ist.

+rone aichiungaie

lan nennt derartige EFichiungen 1S

ufs enpgste su-

o]

)
“4ie hsnegsn mit der konformen Abhildung

agmmen,wie wir noch sehen weraells



§66. “Pob- St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

= 0 ﬁug + & ¥ g 8v + § &vz

vna setzen

isotropen Linjen der U

Do erglbt sich sofort folg

enday Stz

dweil FiHchen sind damn und nur dann konform aufein-

ander ehliidbar,wenn isotrope Richtunpen in isotre ne

sdehiunpen Ubsrgehens
sieser urlz 18t alpelraisch evident; denn Eonformi=

st lels ¥ Sreporliionalii#t der Beiden Formen E, I,

yE 3G eliun heben gwei rolynome mit proportio-

nalen Leeffizienten dieselben Wurzeln,und umgskehtd

raben zwel rolynome 25Xt proportionaled foef:izienten,

wenm sie dieselben lurzeln hehan,

rme AbLildungen zu suchen,ist

I._n

solcien Anni

dangen zu suchen;

Led denen isotrope Fichtuagen erhaliell tleliben.dm das

u kbnoen ,muss man die isotropesn LDichtungen bestimien kin-

nene.lazu 1gt notwendig und hinreichend,dess wir &le

dPfercntialgleichung (12) integrieren.las kann men

mit Hilfe der gewohnien Hiherungse wethodan nur im Seel _2n

bhewerkstol dgen. s ist niimlich eine bekannte Tatasache

der Lheorie der Tifferentialgleichungen,dass es s

jeder gewihnlichen Lifferentialgleichung eine analytische
sungsiunktion gibt..sn setet u in eine “otenzreihe an.

5 1
Janrn sreeben sich Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten.

laraus erribt sich slso fiir uns,dass wir gicher egine
snalytische Tunigtion wvon ¥ SO vestimmen kinnen,wie

\ 7 A jease seise die iso-
(12) verlangt.Denken w'y also auf diese veise 4. =

tropen Richitungen best st . pnn konoen wir eine uchar
W - - o7 ok

1) H#heres siehe Horn,vewdhnliche pifferentialpgleichungen.
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sgobroner Tlektunpen dn darvPdra
) ¢ {zyv) & censt

jergnerlen. iy beheupten,dacs dle gweite Schar isotroper
an { zwel wuss es je geven,weil die Gleichung

(12) quedratisch ist) erkhalten “irﬁdurch

{uyv) = const .

Dabei verstehen wir unter Qfﬂa,v} die Punktion,die

aus 2 (u,v) he vorgehi,indem man alle Koeffizienten durch
ihre konjupliexrt kKomylexen Werte ersetzi.

tus (1%) folgt

(5) o' o+ = G

tr machen nun davon vebrauch,ds§ss wir von ¢iner
voellen Funktion sasgehnen,dass also fiir reelle Werte von

a,v Gic Fun tienean re2ll siad.lsraus folgt aver,dass auch

2. T Lejta T &
g Tolgt aue (714)
(16) o aY o )yg,.:\},

" igt mlso ¢ rerade die Fortschireitungsrichiung von

=t - B L= ) b = e A i
e ! i~ 5} o S Hn ¥ = '_.""
@'.Alsc ist mit # = copst guch 7 = GORSY einen Sehar
1aator er larameterlinien suf der Fléche,Vir behaupten,

31edchung {TEj,Wdil sig onedratisch ist,

P
18]
3
-
T
L
fa 5
il
(AT}
-

waben kenn,hsben wir alseo nur

i i i T e +i; }3é:.i{:&_‘i‘1
I8 'L'[';U."'»E;‘.LS!:.-L?‘“.H...‘*_ alg Uit :

N4 ndungen y und ¢ nicht
" /

- . e '...._l
j=% sher nur miflich,wenn u’ =4

o= R TSy e
glugs renfallen.vas

£ e 54 - amn oo Wirde bedeuten
ist,und das Bnn nicht seim,denn es wirde bedeu )

e

dase u reall iste

)

1l

(17) ff(u,v) = const

n
=

(18) f;(u,x) = const



£66. RUTEWR St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

ann st also jede Flidche durch zwel Werte U,V charaskta-
risiert.Diese beiden Yarte fithren wir als farameter eins

Dag kbzanen wir,wenn
) alu.v) &
§19) AEees A0

iet.Den Dbeweclis disser Uatsache werden wir noch nachholens

Uarm geht desy Linienslement iiber in die Uestalt

(20) ﬁsz = AE(U,"-’) at av .

-~

Die oguadratischen G iesdey verschwinden nimlich,well
wir es mir isotermen Bichtungen muv tun haben.Zs ist
niecnt schwer,von dieser Form des Linienelementes zu
der Form (11) zu kom-en.lsnn liefert dms Linlenelement
reelle ~unkte der Fliche.las ist aber nur dann dex

Fall,wenn U und V konfugiert komplex sind.Da liegt es

(21) U=« + 13
\.::2: Ve o =14

Hesen wir nech « und 4 auf:

. 4

i

(23) o o= -
. U = ¥

(24) i o= 2

‘s gind also « und 4 dsnn und rur dann reell,wenn
0 und ¥ konjugiert kompleXx sind.lUngekehrt folgt auch,
dass,wenn o und ? reell sind,U vnd V kxonjuziert kom-
wlex sind.oies bsiden snasagen gind douivalent.

Dann wird

2 rﬂ
(2%) gl av = d(«+if) d{w-14) = dalx )

(™3 di"t2 + Cli."'g‘gn

: : isss wir also
Ferner geht A (U,V) tbper in A Ly Y380

iy das Linienselement erhalien

(26) as? = Jupnad® + 45



06 w2 St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

Wir komuen aglso in der Tat auf dem Unwez Uosr Gie isobermen
urven automatlssh zu isctermen Netsmen auf der FlHche 3.
es ipt alse die Auffindung der isotermen nicnyungén
anf die Intepration der Gleichmngen (16) und (17) zurlicks
gefiihrt.

iv haben Nur noch nachtriglich gun zeigon,dass es
gerec $fertipt ist,stett der Paraneter u,v die Werte

.‘_ . -;‘ & 'i_s.,_'-"_',:f‘?-fj'&ﬂ ! 3‘_‘353 EI..L o] dia {;leichung d 19} erfﬁl},t is‘b’_

g i3t
" ‘9& 7% |
o Vo

zu beweisen.liese Cleichung ist nun vieder Hguivslent
mit der schon benutzten Tatsache,dass die Differential~
sleichung f 'r die isotropen Richtungen zwel nicht gu-
aamments . lende xomplexs Vurzeln hat:lss Yerschwinden
der Tunktionaldsterminante wiirde je bedeunten,fass

iie bhaiden Tormen 7 , /. proportionsl den Formen

wiirden,und dss kenn nicht sein,ds u' nicht
reell dist,

Ler in srs Grund dafiir,dass men hier die isotropen
24 htungen brauchi,steckt in der projektiven Definition

.Fir wissen,dass der Tinkel nichts Anderes

[

nkal

z]

ies

E
i

+ ales der Logarithmus des Uop slverhiltnlisses der
beiden betrachteten Kprven gegen die belden isotropen
ardene.iun ist jede AL ildung,die difrerentiierther

i8t,im Kleinen projextiv,d.Re beil der Abbildung gehen

vier Richtungen durch einen ~unkt in vier Richitungen

durch einen Punkt fber.,wobsi das Dop glverhdltnis

aerlialt n hleibvt.Llas werden wiy neoch hewelsen.Aus dissem

Snchverhslt heraus ist sbed sofort xlar,warum die iso~

tropen Alchtung:n eine 80 grosse lolle svielen.Zs iat
t Houivalent denib,dess die beliden

schem Dop el-

denn Urthogonalltd

Richitungen mit den isotropsn in harmonl

verhiltnis liegen..Ls gehsn bel der tvrildung also alle
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orthogonalen ilchtungspaasre in solche #iber,die harmonisch
zu den neuven Isotropsn liegensAusserdem 3oilan di i
& 185 em mollen diese
441 G ware - S
Lldexr wepgen dey Vinkelireus aber wleder orthogonal sein;
2 LI T " . K g ﬁ
eg Lolit olso,dases die neuen Isotropsa dis Blldexr dexr
alten sind, T

ir tregen nuan den Satz nech:

lad Ab' 4 1L e -
Jede Ab dldunz einey FlEche ist im XKleinen projektive

B

w geniipt wieder au zelgen,desss die AY ildung der Flich
suf die srametersebene im Xleinen projekiiv ist,denn

dns Grr ¥Fall ist,sc sind aunch die PlZchen projektiv

—d

aufeinander hegogena

iy denken an ein Flichensttick éie Tangentialebene
relegt.ley Serithrungspunitt sedi der Hullpunki eines
vertesischen 2o rﬁinﬁﬁensyste%éyin der Tangentislebene.
genn ist
xt = xu o+ x v’

- ' -

Jenken wir viun zwei n ue Dhenen konstruiert,in denrn
die Hoordinsten x¥,y' baw. u',v' sind,und fassen

wier des Gleichungssysiea (28) so auf,Xy,¥qr Zys¥y
cngtente,x',y',u',v" die Verigbeln sindDans ist daes
chung cysten (28) ein sclches it nicht verschwin-
dender Letermingnte,vermittelt also eine sffine Irans-
formation der @inen =oene auf die snderej d.h.sber inss
Lesondere,dass Germdenbliechel duxch den Hulltiunkt der
sinen Ebene projextl v in splche durch den Hullpunks dez
anderen Fhene abgebildet werden unter Lrhaltung des
?oppulferhﬁltnisaes.ﬂun rén en wir sber die Dichtung
von Turven asuf der Plyche,die durch elnen Pun 't gehen,
n dle Geraden in Ge¥ Tangentislebenes

srgotsen dure!

fs wird slso auch ein derertigen furvenbiischel auf der

einen Fl#che projektiv unier irheltung des DoprelverhHl!

af eine sendere $lache befiragena
dass eine Fliche nur dann

wir haben also gesehen,d
winkeltren abgebildet werden kaaz,went dle isotropen

nisgassg &
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flchtungen in Korresvondeny gasetzt werden.In der Ebéne
sind diese Isotropen dle geraden Linien x + iy = 0O,
fenn wir nuh &ine Fléche konform anf sich ebhilden

wolls

W

n,80 sind zwei FHlle mbrlich: Untweder zehen dle

Zurven n = conat in u¥ = const und die Xurven ¥ = conat

in vV = const fiher, oder aver os gehen die Zurven

v = conat in v*= const @nd v = conet in u™~ = const
fihersile sl gemeinete Ab ildung,die die Hcharen erhilt,
ist

(29) w o= f{u) , v 2= gly) ;

Uabei milasen die Funktionen £ und g komplex erxrklirt sein.
jun ist die Frage! Vann fiihrt eine derartige Abbildung
reeclle Punkt in reelle Funkt iiber? Wir behaupteng,dass
das nur dann der FPall isty,wenn die belden Funkiionen

£ und g konjugiert gueinander sind.¥ir wollen nicht

zeigen,dass dss notwendiyz let,sondsrn nur dass es hin-

(30) glx) = £(x) = £(x
Denn wird
2(x) = £(x)
und (29) geht iber in
(38) a¥ = f(x) , v = £(x)

28 haben nun fast al.ie Funktionen,die praktisch auftreten,

{ : ; i 1 sein; daraus
die Pigenschalt,fur reelle Argumente reell zu }

folgt denngdess filr diess Fanktionen gilt

(32) £(x) = £(x) o 2ol
wir sehen also,dass die konforme Abbildung einer FlHche
vtion chavektorisiert

auf sich durch eine analytische Fus



& 6 o wl
R ; 215~ St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

wird.Wir kEnnen also ssren:

Die Gesamtheit alier analytischen Tunktionen einer
Yeriabeln ergibt die Gesamtheit alier winkeltreuen
Abirdldungen einer Lhene suf sich.

Wir behsuwten nun,dass dieée tbbildungen den Ug;mxﬁagﬁ
grhalten. Um das zu telgen,pmeniigt es,2n zelgen,dasse |

sie sich stetiz aus der ldentitit erzeugen lassen,i

(3%} flu) = t £{u) + (1=t

._.
|
o

= 1 ninmt £{u) seinsn richtigen Pert an,fiir =0
it es die Tdentitit,und dazwischen liegt edin stetiger
Dergang.

weEe { £

ie Ahhildung

1.34:" U = ¥ 3 V = 0

dagepen xenrt den Umlanfsesinn um,denn sie bedeutet

ien uns also sine b»eliebige Abuildung gegeben ist,
von der wir wissen,das: sie den Umlaufssin: vertsuschi,
ap zerlagen wir sis in awel Abbildungen,zinmel 4ie
vbrhildans (34),und die ilbrighleibende Funktion muss
dsnn auf jeden ¥ell den Umleufssinn erhslten.

Ton diesen Usberlepungen wol en wir swel Anwendungen
maochen,

867: Arwendung euf die fbbilduns einer Fbene.

Fiir aie Fhene heisst unsere Frage soi Fir wollen eingM

Furvennetz finden,das sich konform suf das kartesische

abbilden 1Hast.

Tae Linienelement der Eberne het die Gegstalt

-1 of (8
£t ds© = dxg + dgd = &dez + d

%)
wir fihren die isectropen Hichtungen
(2) U=x+1iy , Ve=x-1y

ein,oder in der Schreibweise der Foa tienenthsorie




L6 216w St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930
l3} “T = @ 3 V = 5 a

Uean geht (1) Hber 4n

I.'-) l'-i-b;:'—-‘ = A al}-{-}»ﬂ-g + ‘j.r'-\"e) o

un ist

i I i ) -

@ aw” = 2'(s) dz , &V = T(E) 4B
Also wird

. R N T R
(1) as? = A2 (2))%a8® + (F1(8))%5 )

= A2 (2)|% dz 4B = A%|2'(2) |%(ax? + dy®).

{ LJJ’ -J'Ji B —

[£7(z) |

iz}

9
2

37

Te ist slsc der Uebex;

gang von au durch den Betrag

!

&)

der Ableitung von f(z) gsgeben.

§08: Poincarea Abbildune der Pliche der Gausslschen

Kriimmung ~1 suf die Halbehehes

lir wollen eine aboildung der Pliche mit der Gaussi-

aolhen Sriimmung -1 euf die EZbene engeben.¥ir setzen also

(‘tj .i'?-:ﬂ"'? ®
and wihlen nun ein Xoordinatensystem,in dem das Linlen-
slement durch den Ausdruck

g e P13 =
{2) d82 u Gie % §2 get

pegeben isteDadurch lst die G.eichung

i

(3) By =B
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erfiilit mit

Lun nlUssen wir suandchsy sin isoterucs Nets einfiihren.

iz 8 ihen (2) in der Gestnlt
i) = s ) i
(5) i = e 2u(eauﬁud + dve}.
4 seczen
(6) et =y .
Denn geht (5) iber in
- 2 1 2 2
(7). ds” = " (dz,? + d4x") 5
y
'1:1‘0351-3--1.
(5) el dqu = dy , V=2

llese Bubstitution lHsst sich fiir glle Linisnelemente

durchfithren,wenn sie die Form
o o
(B) de® = @n° + G(u) av~
neben,denr schraiben wiz (2) in dexr Gestalt
2 5
2 gn £
f 0k - a - ; + -
(10) dg” = C(u) (W av*e)
ung fikren wir ein

(11) 455

so geht (9) fiber in

i

ady o Vv = X

2 _ n ¢ T
(12) as? = 0,(y) (ax" + &%),

gleo in die Form isothermex fraremeter.Dabel ist

&5 I
{13) ¥ ﬁﬁg
ein elemtarelliiptisches Integrel das jedenfrlls ¥
eindentig sls Funktion ven u kanngeichnet.

Wir wol. en jetst also die Abbildung der Fliche auf die

Ebene untersuchensdie durch die Gleichdng (7) vermittel®
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wirdaWenr wizr v uand v gl.e negativen und positiven

nerte duroe

=

nleufen lassen,so wird in der Abbildung nicht
dle genge Lbene durchlaufen,sondern nur die Halbébene
¥ > 0.0er Viert

¢y = O wird im Fndlichen nicht srretotity

Fiir n—=—= wird die x~Achae acymntotischerreicht,

¥ir untereuchen nun,was nue den geoddtischen Linien
bel dleser Abbildung wizd.Das geht am schnellsten,venn wim
au? des Veristionsprinaip d-r geodiitischen linie zuriiok-

rraifen.ftelen wir die geoddtische Linie in dexr Form

¥ = x(v) dazr,so &eisst dns Tarintdonsprinsin
i ‘ 3

Yy o) 1 e '2
N1 ) £: FZ

dy = Extremum

Ve s
oder ,h
A b
Yo

Tir bilden die Veristion untsr dem Integrel und erhalten

Y§x! :
':1{: e : -y = 0
yv/1ex'?
'ureh partiel ¢ Integrstion erhalten wir
i Yo _ X’ _’
P %
P ——._—:/ Wid. ———) .ﬁ'y--u/
Yireett |, 7 Y extt
nnd ,da Sx an den Urensen verschwinden soll
¥,
.%}‘f x! )L( -0
k1T) o {qf;:;1 N

Yo | |
e nun &% 1l¥ngs des Vepes ganz beliebig whhlbar ist,nuss

glso pelten

(! /'L. o
N

L1 4

iy erhalten slso die Gleiclung de¥ geodiitischen 4inie

in der Form

= 74
Y}'f*.k”'
odex
{18} ' = C big 1f1+x‘2

Daraus folgt

x‘a =




Var

Poincare

unte
der betrachtet

Hbherfiihrta

iR
Y

i

i

1,.",1 e

7
~

sind

Umgebung el es ¥

bunkt mit hindurchgehender Richtung pegeben,so kinnen

ht aich nun die Frage,was
dar Pliiche den fbrigen ire

fily
Wir behaupten,dmss es dle gZeodiitisc

.Tie sind go definiert: wen bveirachte eine kleine

§68.

=21
also
. (O foae=i
%' =Cy &= —
f — ?L
oder
dx = C FFL r

{’LYL d"'v =
Deraus srhslten

=

~'% d 1aa2yg) :
wiv duvreh Intesrstion

c(z+a) = - 1XT:E§§2
gder

85 2
e ({x+2)" + 7%)

2y
s 5
(12) (z+8) + 2 =4,
&3
Tigse
X o= =B,y =

nun

o

Glcichung =tel t aber Ereise dey nit dem Kittelpunkt
gg

O.%8 ist zlso als Integrasl jeder Xreis zu

en,dass €8 geneu so0 viel

ginen

n Hittelpunkt auf der x-Achse liegt.wir wol.en
Zrelse dieser Art

ribt wie geoditische Linien asuf der Fliche.lst uns ein

- y

lepgen,sus: erx,vwel

ird +Aber

die Zichtung pa
h

derartigen Kreis durch dieses Element
i I auc
ten, fir

8
dissex

1lel zur
jede

v

ry
&

&

irenzfall igt in dex

ade parallel zur y-Achse &
0.,Uné dieser Ansstz crfillt die

FErloYSASEEANSS .
zlso,dRss

diese Abhnildung,dis zuersd

~scnt warde,die peodtitischen Linien

en Fliche in éie lalbkrelse der Halbebene

turven auf
igen Ger lizlbhebene gngsprechens

unktes K und ziehe dort die geoddtischen

St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930
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tinien.inf diesen trigt man pleich grosse Intfermngen
ab.l 28 let in einer hinreichend kleien Ungebung des SFunk-
+ nicht mit Uefehr verbunden.benn nennt man don peometri:
sohen Lit al.er dadurch erualienen Funkte einen geoddti-~
sclhrenn Entfernunugskreis,

Wir heben friher schon bvewlesen,dassdie Urthogonal-
trajektorien doer geodftischen Linien suf einsy ¥Fléche
Houidistant sind geiononten wir alss die Cessmthélt aller
Urthogonalirajekiorien der von einem lunkt eusgehenéden
eogfitischen Linlen,;so sind sie alsgo gerade die Orte
zleicher peoddtischer Zntfernung.Unsers Behauptung ist,
dnsa d ese Urihogenalizajekiorien bel der Abbildung in
~roise lllergehen.im das zu lLewelsen,splegeln wim den
Bildpunkt

K von @ an dex
z=~Aichse und erhalten denm Punkt X',
i Dann ziehen wir (as {rsésshilschel
| durch &7 und 4'.0ge sind stmt~
lich sreige,die aul der x-ichse

genkrecht stehen,die also Lllder

von geoditischen Linien sind.

Ja nun unsere Avoildung wilnkel-
| treu ist,milssen dile geoditlischen

Fleguxr 4. intfermingskreisse doxy Flhche in

gnliche fmrven der Ibens Hher-

sizen des L@ischels senkrecht stehen,

1=

“se sind aher wieder Lrcise,und gwar sind,es,da Tiix

uns pur die obere Halbebene in Irage Komms,BuX golche

1 &) » . : . - e _. 1 :. E n
lreise,:e;zhv gis m-Achse nlcht schneiden.ian kan
nen jeden Kreis der Ebene,
der ade x—Acnse nicht trifft,als Bi.d gines geoddtischen
aufrassen kennedu dén Jyecke spiegelt

14 ehahrch awei Kreise,

Ertfernungskreiass
man ihn an der x-Achse und erhi

zn denen man im sr ein Biech 1 finden kenn,des dle x-

holise senkrecit durchschneidets

hx&iss ﬁar Eheﬂﬁ .

“g bleiben nun nur n@ch die
betrachten Hbrig,die die “r
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finkel durchsefzen.Zns sind also Zreise,dis weder
2ilder geoditischer Linien noch Silder gecddtischer
Tﬁﬁfhrﬂuﬂfﬁﬁ%iéﬁﬁ slnde/uf diese F¥sge kommen wir noch
8 =1

¢ 1
Al Tu W

Al
alal

tische Arbstand suf Fichen der
RIS aEmem

Gaunssischen Artmunng -1,

TR EREnET T
Tm vorigen rarmgrphen ist schon von den geoddtischen
tvetande geredet worden.ts lHgst sich nun fiir unser
'roblen eine einfaches Definition dee geodiitischen Ab-
standes auf der vetreschteten Fliche gehensund zwar
auf dem Unwége iiber die Abbildung suf die foilcaresche
inlbebene,Es wird dabel herausliomnen,dass der geodatische
thetand ple ch dem Logarithmus eines leppelverhiéilinisaes
ist.la haben wir nun zundchet zu erkliren,was wir unter
dem Doppelverh#ltnis von vier Punkien,die auf einen
ireise liegen,verstehen wollen; wir definierens
Urter dem Joppelverhiitnis wierer rYunkte eines sreises

+oreteht man daz Yon o slverh®liris der von einem belie-

bhirer funkts desselben Sreises naoh dissen runkten

zohenden Strshlen.
S
%' ,/fg s ist olso(s.¥ig.35)
,fﬂﬂ:ﬂ' : - , 1
S/ s /,F:, L:'i’:?’:?)"_#) = \331,}')2,9.5,}94).
P ‘é/ ir getzen als hekannt voraus,
e dass dieses Lop elverh#linis
‘HFEMHH“HM sich nicht Hodert,wenn der sankt
P
! P auf dem Lreise wandert,
ke Ugber dieses Dopralverhiiltnis
1 3 werden wir eine Relhe von
j 5 i
o Jitgon beweisen:. Unser Liel
{
wird folgendes sein:
T p Wenn wir die Schnittpunkte
P, lee pany

Rigur 36
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efagst werden lronm.der =lao

sgnirecht su? dexr Grenge

etahnt mid 1y B asel I v b = . »
stelicmze - ung 7 bgusichnen,so ist der &bat&gg
evplex inkte und i
b = 1 2
g =|log ( e 1991770500 »
| 34 e o ey eny e g e % - = AN TR =
Jm 01 cmen Sty zu gewinten,bramcheon wir elne gange Nedhe
n Hilfsssizens.
1.)

s seien x,y dis Koordinaten in der bhetrachteten

Thenas.Jann sefzen wir

1) £ =X + 1y »

snn ist eine Abhildung der Lbenme auf sich gegebaen durch

{E1

rohndlese Clelchung wixd die komplexe Zahl 2 gls

]

steelegtedetzen win

go erhalten wir alse x7,y ¥ als Funktionen vin Xx,¥.
ceoi4 die Funktion (2) wizklich eindeutig ist,ist nod=

woendig und hinr8ichend,dass

,.ﬂ
i
S

-
|

Ny
“He.

Ca

4. %ir behaupten nun sweierlel ilber Aboildungen ven

iem Typus (2), 2rsteas,dass sie winkeltren s8ind.lss

folrxt sofort aud den Yeberlegungen in $366,6T.L1e

Abbilaung rehfrt su dea allgemeinen Typns dev winkeltrewa
s Eavan o ytische Funjtion

Abbildungen,denn sis wivd durch eine analytis

vermitielt.lie Gervaden & = conat sind ja nach den Jeber-

legungen in 166 die Isotropen Richiungeis
teniger gelhstverstindlich ist unsere sweite behauptung

sess die Abbildnng (2) kreistreu ist,dabel sind gerads

Linien sls Urengfiille von Lrelsell pufzufassen.iily be-

- s o » kreise in sich
naupten also,dass die Geseathelt dex

gbergent.Diese Tatsache ist am leichtesten enslyed
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einsusehen.lie Glelichung gines Areises hat alizeméin

die Form

f ey 2 2 I
(5] a(x"+y°) + 2bx + 2 ey + 4 = O ,
5 v RUI
\ 2 B =

[[; x vy = = ¥ 2

(%) . =

@ eX = & 4+ Z i

S . g - A 5

i\,'S ?J = ""i"““" -t (,‘ - z) 5
also wird aus (5,

(5) g sz +bleg +8)~-1c(a~2)+4=0

iy heben also zu zsigen,dass diese lLreiasgleichung
durch die Transformation (2) wieder in eins 4reise

sleichung iibergeht.label werden sich die Hoefrigzienten

Hndernsiir schreiben die Gleichung (9) um in
(1o) az 3+ (B-ic) 2z + (bede) 2 +d =0 ,

Weren (4) kXtn en wir {2) nach B suflisen:

» -
{4 . - . -2
k1 Fi = = )’Z& ‘t.‘ bl

wobei die Hosffgzlenten o, 4, » ;86 nicht rehr die alten
Certe hebenedstzen wir (11) in (to} ein,so wird

d_*ﬂr’-r"ﬁ}rx" -e-»]‘ ¢~ Cc)t”‘-:“*

3” -f") J ) ¥
ﬁ:ﬁiif « A =0

(12)

-f—{ ({-}-fc_:} —
Ferrd
ir setzen
(13) b ~3c=83., b+ ic=25

und srhalten

)

5l

(14) @l 7V ) (& -’1}+!3(a<é”+~3)3 -
b

-3 S
BRI R s Mg F UG L) =8
Von dieser Gleichung haben wir also zu seigen,dass sle

*
N



vont dem=2alben Typus ist wie (10).Bs geniigt offenbar

'se die eirzelnen Summsnden von deyselben

mit einem reellen Xoefrizientm
multipliziert lst,dass 2% und 27 #i% konjugiert komplexan

Zahlen multisliziert sind,und dase das absolute Olied

—e— — —

aakfffﬁ?)bﬂ*;;ax£¥4ﬂhtf?3*ﬁ#4ﬁ@'

a o o ist reell, a ¢« 7 ist zu 8 @ /% xonjugiert,

P %o T) = 2 VTR AT ey TA R

ist kornjugisrt mu ﬁ)rh,und

Jie beiden Ubrigbleibenden CGlieder fassen wir

guganreniie lassen sich jedenfal s su sinen Ausdruck

|
Ty Q
77 WYy _‘__..F_f-k.{_*_(_ :-_‘\‘.,Lg

AR 2
zusanmenfaasen.la schen wir nun folgendes: wenn wix

a1 i N o
2l ELLEN wiusa

en in den beiden Ausdriicken die konjugier-
ter UrBs en nehmen,dann bleibt der Ausdruck als ganzex

angetindert.is besteht alsc die Glelchuns

A = Tk T /ﬁl
. P55 e uad BN+ T EEN
(15) p geiy e wAE T

" . LS . '
Diese Oleichuns zilt identisch in 2z~ «Wir erhal.ten also

dureh Fosffizicnbenvergleichung

s

/

d.h. 75 {at reell.¥erner wird

PR T N o

A TR G

sind konjugiers kouplexeferney ist
ﬁ.h.:é“ ist rell.lemit ist dexr Seweis exbracht,dass

d.h. 4 uand £



feEn ]
R69 ~225~ St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

3 = L VC S i
G1fr AGDZLLARNE {2\ l'.‘:"f?f_'}'::f!‘{'_u 18t

WAY Drauchen nun #Y den weiteren Yerlant eine

“etrachitung der gi&

reograplidschen ~rojektion,

L e R N, i -
cuniehet bohoupton wixr:

vl steregrran: ]

e L N S e R L N --'.;’.'Gjﬂiftiﬂﬁ'l (¢}

winkel- ung kredetron,

——— e e il

v ~ *y P 3 : |
v 0T 5 oduS werXien wir

Lr denn auf sine welteve Digen-

45}
Y
b
ot
(=7
rh

eser Abvildung kommen,die wiy spiiter benutzen

warden,

‘ir fihren suf der fugel
5

A é( ale Koordinsten > ntff ein.
y Lenn gilt zunfchst
oV

. & ifa .2 -
oy (16) E° + 72 - 72 = 1
Wir projlizieren von dem Funite
B o= N(0,0,1) aus den Sunki
= &(f,Y,j) auf die Ebene,
Jeg Bild sel @ = Qi{x,y.0),

v ist also dis Jeziehuny zwischen den Koordinaten ﬁyyaj

i
e
=
n
o
= |
=
o’

Lhenenkcofdinaten x,y zu untersuchen,
iz Vektoren lF und NG sind offenbar proportional,

weil sie irn derselben veradern liegen.lag Terhélinig

chung smuss koeffizientenweise gelien,also ist

f}ﬁ*-j

Set-]

oder

(18) 2 i

T

(19) y ’1_;-'}"

Wir haben zu zeigen,dass Sreise euf der fugel in ireise
An der Ebene iibergehen, Nun sind Lreise auf der Xugel
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sufzufespen nle phens h « :
eIl Bl1B Lele 4Yonn i1 & i b
t nitte GeyY mﬂﬁﬁln iy Qr}l&ltﬂﬂ

gleo einen Erelds g

e

3 ", ) ;
£ dor Rugel,wenn wir die Engelkoor=
dinaten 2 Isia - -
dina - ,ﬂ?', :[31..;..1" }i.-@?re}l ';1"216’}11]!]{’ up-{:'_‘r‘gerien
. = L

eniten Wi a'T St Tn
W LS HEA

! nach j sufreliss urd in dey Form

pagohriehan

(20) J=ac& -« b-7 + G
ir kfn en sleo segen,dass,wenn f,q;j’eine linsgare

ilelchung erfilllen,sie einen Srgic sof der swpel bestim-

Aas (18) urd (19) folgt aun
- o -
x£f+ y.'_ o i e A

A iR I SO S S TSP
(21) £° 4 §° = % il-
s sel nun ein sreis in der IZbeme durch dis Gleichung
(22) s(x” 4 ¥y°) + 2 h x4+ 20y +4=0

goheben.detzen wir (21),(16) uvnd (12) in diese Glei ‘hung

ein,do Tolgt

(23) alde §1+ 265 + 2oy AL =[] =2,

Ly folg: also,dass die Vesamtheit der lunkte(i,”,f),

di:z dem ebenen 4reise durch die Abhildung entsprechen,

[

yen Clsichung genligen,also nach unssyer obigen

¥

(]

giner line

w

Ueherlegung,dass asie einen Xrele bestimmen.

Ls ist nun zu baachten,dass diese Usherlegung auch
aud die seraden der Sbene angewandt werden kann,denn
auch fiir @ = C bleibt doch noch eine lineare Gleichnng
awischen ﬂ;?,j bestehen.Vir erhelten alsoiin der

Tat das lrgebnis,dass die stereographische Emojextion

krolotreu date
s bisibt also noch die Winkeltreue Zu beweisen.

0 ‘enbar lst die Abbiliung differentiierbar.iun geht

1 - }-—-'l.: Bl L
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Jeder differentiiérbareb Abbildung ein kleiner
‘reis in dex xy-Tbene in einen klei#n Kegelsohnitt
in der BSildfbénhelther.fun wigsen wir aber,dass Kreise
in Kreils fibergehen,dass also keine Verzerrungen,auch
im Grossen nicht,eintreten.Wir erhalten also such
Wilnkeltreue der stereogrephischen Zrojektion.

“ir wollen noch elnen anderen ZSewels der Winkeltreue

der sterecgraphischen Abbildung geben.Wir fihren dje

geographiache sreite ?f und die hﬁngeiﬂ eln.lann ist

(24) J= sin p,
(25) ¢ = cos ycos y&,
(26) ( = -sas_jk” gin V'«

Wir berechnen nun des Linienelement auf ZEbene und Ligel.
Tet die Avbildung winkeltreu,so muss sich ersgeben,dass
iiese beiden Llemente proportional sind.Das Linienelement

der Eugel wird offenbar

(27) as® . = 88° 4 %?2 +af .

sug (24),(25) und (26) folgt

(28) dj =cosfdg

(22) 4 = = sinﬁﬁccsﬁ}Qf - ags;ﬂ sknz*dsﬁ
(30) d { = - Binf’" sir-.:" d/v - GOSﬁ? coszy"df;g\

tlso wird aus (27)

o £, &

l:. 3‘ 1 ) i::u‘g

LR ot ® us“uz';ﬁ')
o e L{-ﬁ‘ﬂ" g?’_}_ ’,"/:'.‘n--(‘?:v g I * v
=
= ‘nﬂi‘( Wc;,, -»;:.-‘J‘# con S wt!},)
Ay Ly e by X,
"ntsprechend bilden wir nun des Linienelement fir

die Lbene.fg ist

(32) x> ',}':'j-—" ST Ay &
(33) ¥ = ?.—;zf_ & AT
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Wir setzen nun

%
(34) fepad

Dann wird also o dexr «;:‘olgnbs‘gang}und die Formeln (32)
und (%3) gehen tiber in

A
o = sin & cos
(35) X = i
& &;EL s Big ﬁ
(38) ¥ =" Tlcos «

oder unter Benutsung der Formeln

cos o = cpsg % - sin? % , 8in o = 2 sin% cag% p
2 sin% coa% cos M 2 31&% cosE sos A
(3?} £ = -5 [ 2 o & : -2%
1-cos 5 +sin 5 2 sin )
= cotg % 208 A
und entsprechend
[ = & st Q
(3C) ¥y = cotg ) sin
kus (37) und (38) erhelten wir
A "
(%9) Qs w EEems 3 & COLE % sin 6.»9'
" 2gin®
¥ g‘ B— /,\ ﬂ
(40) dy = _ﬁlaﬁ_x de + cotg 5 cos
2s8in é
Also wird
X A
2 2 2 = _’n‘m — &+ b F ﬂ’ {
(41) G8cpene iy sy - (§1a“% Y s G y

¢ ot B L A ) A E
¢ ¢
A E 1 d ,,r,’ui
2] 4* CF s T A L'-f— &-f"g_.l-‘ ii- € »
o el 8

Diese Gleichung haben wir also mit (31) zu verglelchon,
nwebwn also zu bewelsen,dss: die beiden Formen

4', /L___(.A:Cq/l__ M
dd2+sin2m d&? und #:Zﬁé'h“*L‘ﬁ X # Propor

t:onal sind,d.n, wir haben nachsuweisen,dass die Kesffi-

whanian i R R aurch “ultiplikstion mit
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demselben Taktor suseinander hervorgehen,dass also
gilt

singd

i,

2 ¢
4gin % il M

N

Diese Gleichuny kénnen wir aber sofort verifigieren,

#ir schreiben sie in dsy Cestalt

£k » 4 coe’ £ g1n?

gin G

rafa

oder
gin o« = 2 sin% ccs% = gin «

Drmit ist dexr do2tz bewiosen,

-

Wix behaupten nph folgenden Satz:

Die ptereographische Abbildung ist kreisdo

verhdltnistren.

Miager Satz besgeagt,drss vier Yunkte eines Zreises in
vier Punkie einss Lreilses unter Lrhaltung ihrem Doppri-
verhdlinisses iibergshensUm ihn zu bewelissn,gentigt es
offenbvar,dass Dop elverhidltnis der vier Funkte clnes

reises auf eine Velse gu definieren,die nit dex

L

bereits gegebenen Hbereinstimnt,die aber gegeniiber

der stereographischen -rojektion invariant ist.Vir wismn,
dass Tinkel und Lreis invarlsnt eind,wobei zu den sreisen
auch die Geraden zu rechnen sind.fir milesen alsc ver-
euchen,des Doprelverhiltnis der vier runkie durch Zreise
and Vinkel zu erkliren.iuch wenn wir es als Dop elver=-
hit tnie von vier Strshlen erkliren,bleibi es nicht
invariant,de n die Geraden brauchen ja nicht wieder in
Gerade liberzugehen.iir wissen aber,dass die viexr Geraden
in vier Xreise eines Hiischels Ubergehen.Zs muss also
folrendes gelton: Wenn wir suser dem Punkie F noch
irg“ndeinen Punkt ¢ gansz willkfirlich whhlen und nun dle
Kreise betrachien,die durch P,Q und die “unkte Pi
gehen,dann ist des Dop elverjélinis der vier Punkte

als das dor vier Tangenten in P baw. Qiiun gehen aver
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dle vler freise in vier Lreise eines Bilgchels itber,

#

(5

und zvar bleihen dabel die
9
i Winkel erhalten,weil die Ab-
bildung winkeltreu ist.

Diese Fipgur iibertragen wir nun

€=

auf die Kugel mit Hilfe derx
@terecgraphischen frojektion,
5 Ys genligt also zum “eweise

4 u ‘
ungeres Yatzes,zu zsigen,dass

=)

@ die den Kreisen der ZEbene ent-
sprechénden Kreise der Augel
das-elbe Dopypelverhiiltnis bilden.Vir haben nun schon davon
Gebrauch geracht,dass die Kreise auf Kugeln nichts anderes
gind als Schnitte von Hugeln mit Zbenen.lie fir uns in
Yrage komrenden Ebenen sind nun diejenigen;dle durch dié
raumii hen veraden P ¢ gehen,und dis viexy Richtungen

sind diejenigen,die durch die Schnitte der vier Ebenen
.durch D11PpsP3s by mit dsr Tangentislebene der Kugel

in ' .bestim t sind.ls geniigt also nun,nachzuweisen,

dnss diese vier Zbenen das richtige Doppelverhiltnis
habenyDags 18t sber trivial.sétrachiennwir ndmlich

die Schnitte der vier EZbenen mit derjenigen Bbene,in derx
der Criginalkreis auf der Lugel liegt,so sind sie Schnitte
vier Geraden.lUies Ebenen haben gensu dasselbe Dop elver=-
niiltnis wie diese Geraden,und das ist genan das Dop elr
verh¥ltnis,von dem wir ausgingen.

Demit ist der Seweis erbracht.

Es igt nun aus der projertiven Ceometrie bekmnnt,
dsss das Dop elverhiltnis von vier Sunkten 2Zq,%p,%3:%
dann invar ant ist,wenn der Ausdruck

(Bq - 23)(22 - z%l
(42) T2y - 24)(8p = 23 )

invarisnt ist.Wir haben also zu beweisen,dass dieser
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fusdruck reoll bleldbt,wenn die vier runkte suf sinem
ireise 1 egensiu dem 4dwecke betrachtene wir zunichet
einen einfachen ¥all nimlich den,dass der Kreis gu
einer Ueraden susartet.lann kin en wir das Dopowl-
verhlilinis mlt elinlger Willkir definieren.Vir betrachten
einen Punkt Q.Dann legen wir durch Q,7 und die FPunkte
Py “weige und fassen das Jop elverhiilinis dieser
Lreise ins Augeian suchit nun sine Abhildung,dde
die Uerade,in der P und P1 liegen,
' fest ldsst,die aber den Punkt P
P insg Unendliche schafit.len~ werden
gus den vier gezelchnete n Heedden
Gerade,die durch den Bildpunkt vén
0 gehen.label #ndert sich das lop-
f pelverhiltnis vob ?1,92,23,94_nicht
wir sehen mlso,dass;wenn die runktie
Py sut einer Geraden liegen,das
Doppelverhilinis der SEXsdERxi
Vreise in der susgangsebene dasselbe
ist wie dee der Ugraden in der Bildebenec.iir ﬁaban drzu
nur noch zun zmeipen,dass es im er eine Abbildung gibt,
die #ine gougetene Cerade in einen pegebenen Zrels iiber-
fiithrt,so dass die DoppelveriH tnisse erhalt n bleibens
‘ihlen wirdie Gerade senkrecht eur x-Achse,dann ver-
schwinden in 24 die imsgintiren HestendteilE und der
susdruck (42) ist reell.Filr diesen Fall ist dexr A s~
Ardck das Dop eiverhhlinis und reell.ilso ist er es such
allgemelin,
wir haben also yut noch zu zeigen,dass gich jedox
srois durch unsere Abbiidung in eine vertikale Uerade
fiberfithr n Liset.Vix setzen als bekannt versus,dass
men jede Irensformatlon auf inhre Normalform bringen
kann.In der Abhildung haben wir vier Sonstante,veon

denen aber nur drei unabhingls sind,den wenn wir

m,/a,éﬂ, und & mit einex Konstanten muitiplisieren,
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80 bleibt der Ausdruck (42) ungesindert.¥ir sind also
fertig,vwenn es uns gelingt,drei dsy suf dem Lveis
‘egebensn runkte in die runkte (0,0),(0,1) und {04=1)
dbergufilbren.Dann wird der Kreis offenbar in die ver-
langte Uerade tUberpefithri.

Jie drei runktie des Lreises seien B, 0y «Wir haben
also «,/ 1 » Und O 80 zu wihlen,dsss Pir diese drei
‘unkte die Bildpunkte z?,z;,z;,die Werte 0,1 und -1

annehmen.Dann folgt aus (11)

5 e el & ot
(4a%) Bom G5 Bom s ) = :
Sl ’ . - Jo+d F5 "J.;.‘J-c/' /
gder
(44) G g, 0, ACHpm Y=t =G —A AR o= d =0,

Das sind (Grei Uleichungen mit den vier Unbekonnten
oy 5 Yy0.iind diese drei Gleichungen haben immer eine

Hsung,wenn nicht alle koefiigi-nten verschwinden.

s ist notwendig,dass die Determinante einen wonn lull
verschiedenen Wert hat.ler Ausnshmefall verschwindender
Jeterminante kann sber nicht sintreten,weil die drei
lerte 24,8553 nech Vo4sussgizung verschisden sind,

Lach diesen Vorbereitungen kinnen wir dsran

mehen,unsere beliguptung

(45) & nflog Pio sEyyPyadp)

2n beweisen.Wir mitscen nun,da des Doprelverhiltnis
durch Vertausshen zweier der Glieder in den rezai-
proken,der Logarithmus algo in den negativen Wert
ibergeht,weil wir nichts ilber die leinenfolge der
unkte Pq,75 voransgesetat haben,absolute Jetrdge
nehmen,da negative Jogenlinge keinen Sinn hat.Unsere

Behauptung kann also nur heissen:

(46) s = |log (H“,,PD,P1s32}I

Wir beheunten gunichst,dass das Linienelement invariant
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ist,wobel wir veraus 8vzen,dess o, $317 0 reell sind,
und dess die Determinante o«f - Y 20 iast,

7ir miisren nun zeigen,dass diese Abblldung die
flelbebene y > 0 in sich {iberfihrt.Zu dem Zwecke zer-
legen wir in Heglteil und Imaginiirtedil:
(47) iy - “k- A2

[7e¥+d] "

Ler imaginidrs EBestandteil wirxgd

e (a5 AN A=Ay Y*.
(48 ) b « !Jg.’q-:f’" I'}(IE'*""J%L

Ist die Deterainate positiv,so ist der Quotient posi-
tivers geht alsc y sus g hervor durch imlsdplikstion
it einer positiven (r¥s-e.D.h. die Halbebene y > 0 geht
in gich #iher.fuscerdem wie en wir,dass diese Abblldung
konform ist; laider kann man nicht dofoxrt schliessen,

dass sis auch lingentreu ist.Wir wollsb es aber bewelsen.

g ist

(49) a8 = ax? + a5 = |az]®
al=o

(50) ds = lazl

fun ist nach (48)
A/~ ﬁ{__._-dii'nf
(51) dg = W}‘-

und ans (11) folgt
sl —1¢&r+99¢“?

ej”
(52) 2.hy ff%*‘«'ff
wif—ﬁdi)ﬁ,‘{ — 1
= Trgere oI

also

wpprliel
(53) (A= peeel?



369 . “2% - St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

pividleren wir (33) durch (48),s0 folgt

(54) iﬂﬁi a-hgﬁ_i

glso 18t in der Tat die &b ildung lAngentreu.

“s geniigt mun,unssre Ssheuptung £Ur einen Spezialfall
su bewdisen,dass die Punkte Py und P, enf elser verti-
kalen wersden lisgen.Dann ist das 2ild der geoddtischen
Linie der 4albkreis durch die beiden Punkie senkrecht
auf der urenze,also die vertikale Gerade durch 91 und Pa,

Ugnn wird alsd wegen ds = O

Ao 4
= ; i t / & ;
(55) 4= ) PRty ,_'_%?_ = deg y&a. ,
L v Ly
e ‘

Andererseits aber wlssen wir,dass bel diesem Spegislfall
unser Donpelverhilinis durch den Quodienten '%g-aus-

1
redriickt wird.Also ist in dex Tat fir diesen Spezialfall

(5E) s = |log (2. ,2,,24,8,)]

Um nun von diesem Spemialf2dl suf den allgemeinen gu
Xom en,schliessen wWir =0

ja unsere Ab ilddng ldngentred ist,bleibnt der A=
stand F,F, erhalten.ls unsere Abvbildung das Doppelver-
niltznis erhslt,wird auch fiir s8l.e Funkte,die aus unseren
speziallen funkten fa,fmj,f1 und £, hervorgehen,dass
Dovpelverhiltnis den v¥ert von {56) naben.%ir sind also
fertig,wenn wir zelgen,dass sich der Halbstrahl
aneecres Falles in einen Hrlhkreis gberfihrsen lHdsst.

Diese gewlnschte ‘ransformation isd

(57 ) L= = ::::;:_ ’
= ==
dehie
R

g ist /° negativ gewdhlt worden,damit die Jeters

minantengleichung

Pp gl N w
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oE - 5y 20

erfUl 1 lst.liese Pransformation furrtsin der Tat den
A

I Nl-*
Punkt 2 = 87__ Yber in den fankt g = o=,

“ir hoben also nur noch zy bewelsen,dans diese Crans~

formatlion des DoppelverhBlinis ungeiindert lisst.lenn
das der Yall iet,sind wir endlich fertig.

“ir haben echon in $67 angekiindigt,dass die Behandlugg
der konformen Abbildung sweior Methoden fihig 1s%.Den
sinen Veg,der iiber das Komplexe geht,heben wir schon
eingeschlapen.Jetat gehen wir im Rehmen unserer bisw-
rerigen Setrachiungen an die Sehandlung des sroblemes
wobel wir im i%ﬂi&iﬁﬂn bleibensadurch machen wir uns
dann rlichen guginglich,die eventuell ger nicht im Kom=
plexen definiert sind,

Jen teg,denxwir eingchlagen werden,kenn man fast
unmitielbar erkénnens

Tenn uns auf der Fliche ein lsothermennets irsend-
wlie gegebven let,dann wollen wir guniichst einmal auf
gine andere frase eingehen.Vir wolen von einem Iso-
thermensystem ﬁiﬁ s* aus das gegebone Systen at,?ga-
winnen,ohne uns im Komplexen zu bewegen.lUnsere bis-
herige thede war!

Jvan het

- o . »
k':gl X, vf-}"?-v :’R-i‘a"ﬂf'r]{)

zu setgen,wobei f eine analytische Funktion ist.
Jetzt suchen gehen wir mittels Dif/erentiation vot,

) , . ) ) 4 nEn 5 ch
Uiy differenzieren nach « und 7 und trennen dann nach

Nealteil und Imaginértail.Difrereﬂtiation nachnyd ergibvt
(Co) %-# +=r ":’; "'/{/.9’- f-:_'_-'%j )

und nach 2

* ' Az L VP -".‘ »
61) A i s Al
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veiden Glelichungen voneinander:

w o .
(62) o Tl }.‘.# “"'f-'ﬂ ¥ f-_"'g"’:: Z,
*: =< /
also
y ¥ e 4 3

Diese Gleichungen sind nichte Anderes als die

Npene Sie gind

grundcegend filr die ganze Funktionentheorie.Und sise
lésen ungey Probleme.Venn wir zwei Punktionen ¢ und 4
so hestinen kénvwen,dasss dlese Gleichungen (63) erfiillt

sind,sec ist,falle ¢, 4 ein Lsothermennetz war,such
,,*

£

, 57 ein solches.las wollen wir uns noch klarmachen,
. 4 el P 2 4
ir bilden den husdruck LA X 4 uxd haben nech=-
zur hnen,dess dieser Ausdruck e¢in Nultdaplum von
i J L ™
(kA iat.ls 1ist
w swl u® * QJLJf{¥fdf—§¥dj)
szt pars = (& XK A T A Al

wi ML
R Pk T R PR )
o~

#
.

Er - W *
¢ AR AN 2% Ry 20 [ ),

. < A‘L [ "F& ,‘(.
vt 5%t AATAT 14 )1‘*:3’_5[.5’ * A Y,

" & # w_, ¥
v Ak LR A LA, .4‘)

4 ¥t
£ L *
= r A YA+ A )

Also ist in der Tat -’*’.-%*cﬂL J’""PL ein Nultiplum
von dxFAnS

Dieses Uystem kann man sber noch einen Schrit® weiter
umformene in Tgsothetmennsetz ist Ja im Wegehtlichen
e tim t,wen: eine der peiden lurvengeharen gegeben 1ist
De endere ist j& orthomonal dagu.’ir brauchen also

*
] e " gu bestimmen
nur eine Schar zu nestim en.Un zunichst o &

Y 7 s ; »%:2) nach «:
aifferenzieren wir (63;1) nach 2 und (63;2) na

; # A * -0
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. ! i v e
oYy JAusdrinelr muss versclirinde;

il weren der Vertauschbarkait
der zwelten Abledtungen von/é*}
“un ist aber unser Ansatz noch nicht befriedigond
[riei .

well wir von dem lgothermennets o, sausgingen,das
wir Jja gerade bestimmen wollten.¥ir wollten ja Hber=
naupt erst elnmal ein solches Netz haben,.Wir haben glso

ungeren gewen en Formeln solcke gegeniibsrzustellen
o »

5 A hat FaTiah opmmm T - 2

41 bel Teliebigen Xooxdinaten gelten,haben also eine
_
=t

‘hode enzugeben,dle unsersy bisherigen vBliig snslog
ist,die aber bei heliebiger ¥ahl der Koordinsten gilt.
milgren also eine inverisnte Formulierung zu finden

ve suchen.Um des 2z2u Xin on,brauchen wir einen gewissen

ot —

8701 Die Differsntiatoren von Bsltrami.

dan halb in der Chysik off Anlass,Ortsfunktionen
auf fzpelfliichen zu betrachten,wie etwa Temperatur,
elektrische Spannung,Veschwindighkelt nea.mssucht
also nach Differentiationsprogessen,die dag GefdHile
repulieren uné unadbhingiz vom Ko rdinstensystem
gind,die man anderevseits aber wieder unter fugdunde-
legung cines bvestimmten Koordinatensystems berechnen
muss.

fus den vielen rroblemen greiden wir eines heraus,

nitmlich das der wirlglfreien Strlmung einex inkom=

pressiblen Flisoiglelt.Wir denken uns irgendeln

Plichenstiick mit dem Urssvektor g’ ,und darauf
gtrime eilne inkompressible Flussigk@it.i)ln jedem
sunkte der llHdche sel die sggchwindigkeit durch einen
Vektor angeseben,der natilyxlicn tangential sur Fliche

rerichtet sein muss.?ir wol en nun geigen,dass man

1) Diese Annahme hat physikalischen Sdwng ek B
xann ja auch den elektrischen Strom als eine saLaks
Flitgsigkelt auffagsels
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dieses Vektorfeld 47 mit Hilfe einer Ortsfunktion

beschreiben kann,falls das Feld nut einer gewigsen He=-
dingung geniigt,falls es ninlivh wirbelfrei 1st.Dabed
ao0ll Wirhelfreiheit bedeuten,dnas suf 8iner geschlossenen
‘urve der Fliche das Inteprel der Geschwindeigkeits-

komponente in Richtung der Zurve verschwindets
(1) ;ﬁﬂﬂﬂda = 0
¢

Dieses Integral ktnnen wir nun mit ii1fe des Ortsvek-

trurs einfacher schreiben.=s ist

(2) W0 A = J; P ‘-355/23:}4’4—“(“4’5;)‘”’{*'@”{5}{

Uns s6l. =2ls0 2uf jedem geschlossenen VWege gelten.
‘e liegzt nun nehe,lrgendeinen Funkt Pa suszuzeichnen
pnd dae Intesrel (3) sls Funkition der oberen Grinze
sufgufagoeni
P

; o __-',ZJ_} e ..;.;?_,r{;fr
l-‘i) 7 / ! & !

"

#  nHngt,wenn wir P, gin fir allemal gewHhlit denken,
nury von o ab und von dam H'Bgthb'ie kahhn;:igkait vom hsga
£:%1t aber vermdge der Integralbedingung (%) Hereus,
denn sie besagt,dass die Integrale von P, nach sinem
Punkto » itber verachiedene Yege arstreckt denselben Vert

haban,.

Tir hoben also ¢ yeine reine Ortsfunktion,ver-
nge einer Integration gewon en,Wirkinnen nun sher auch
umgekehrt vorgehen,kin en die Urtsfunktion & vorgeben

und den Vektor #+/ durch sie hegtimmen.Unddieses ~roblem

zibt gerade Anlass sull

Denken wir awel Hachbarpunkte ¢ und P' ins Auge ge-

fosot.Dan: ist "

(5) pt?t) ~ p Pl = J/af, o
(5 ;



&n . - . 4
270 ~2%8~ St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930
ienn wir kbnnsn,da y= nicht vom Veme &bhﬁngt,immaf

@ine furve whhlsn,die durch P_,F und ' hindurchgeht.

Dividiersn wir (%) durch den Ahstand g ~ QI der
beiden ‘unkte,;so erhaltennwir

AP Y — cmr ) / _Pr
(6) e = e

(P!~ P jppl LT TEE

L

Geher wir zur Urengze verschwindenden Abstandes,so geht
die linxs Zeite von (6) gepen die Ableitung von.}ﬂ in
¢er Mehitung s,dis rechte gasgen den Integranden; also

erhinlt. -n wir in der Grenze
(7) 2o

Fg lHgset sich also die VWirbelfreie Geschwindigkeitsver-
teilung ols Ableitung einer Uxtfunktion darstellen.
Damit kennen wir die Xomponenten von +7 Gurch die Urts-

7

funktion ¥ ,8ber nech nichs “ sslbst.fun ist aber
der Betrap veon 7 glzich dem der grdsstmiglichen
omponente,ebenso die Richtung.¥ir nahen also nach

dem fusdruck su suchen

nex Z¥

(8 L
\ ,_3

3
J
Tet uns dieses daximum und seine Zichiung bekannt,so
Haben wir «7 «Disse Aufgabe ist nun formal identisch

. . ol ) '
mit der Aufgabe,fas saximun von (j%;; aufzusuchen.

vir wollen dseskhlb zu O o.edraten fibergehen,well ds eine

tnrzel ist.Wir setzen glso

. sralyt L
(9) Har (%)= Ve

und nennen F}’ den ersten Differentiabor von Beltrami.

Fg 1st also

. € . o
Z L ’ -
nln v ta rlvuto et *ir ¥
(10) Vs Mar — 7 P

;';,; L‘-f fi:z:‘f-r‘&; 7_/
Ty Zihier und Nen ex steht je eine quadratfsche BodNe

Dicses Problem ist sber schon einmal im Laufe der Vor=
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lesung suigetauchiymnbinlick in 35 bei der Legtia ung der
: stiz ung dex

Kriimmungsrichiungen.

Vilr wol.en sunichet die .axima cherskiterisieren ung
dann die lichiungen.sei der sestimoung der Houptkrim-
mungerichtungen sprangen dle Gausssche und dle mnittleze
Krim ung heraus.vee waren Ausdriicke,die sus den Glie@ern
der ersten uné zweiten Furdan ntelfotm gebildet ®aren.
bei uns liegt nun dey Sachverhalt elinfacher.Vir kennen
glin Lxtremusm,ndmiich die Linien _y'a const.llort ver-
gchwindet je der ZAthlisr von {(10).Es ist also der sweite
Extremwert identisch mitv der Sumie de beidsn Extrém-
werte.Soeien die Zxbtremwerte m, und Lo und seli etwa

m, = 0.Dann erhalt n wir also in voller Analogie mit¥

(;-..‘ z — ) z
(1) [Pl == I el At ¥ i

557

Damit haben wirdie H#lfte des <roblemes gellsts
Um nun die Hichtungen su hestimmen,erinsern wir uns
daren,dass die Extremrichtungen sowohl beziiglich der
oheren als such der unteren Form kenfugiert sein missen.
onjugiertsein invezug aul den ienner heisat aber,
dass die beiden Hichtungen senkrecht sufeinandersetenen.
{ne Extremrichtung kennen wir,die Linien ¥ = const,
also ist die sndere senkrecht zu dleser Pichtungedir

g-halten also

% _senkrecht zu den Linden

“ = pconst statt.

lan wird also zun#chst dis Hiveaulinienff‘ = oonst
ing Auge fassenund dann die Grthogonaltrajektorisn

dazu nehmen,.Und dann gibt das Gefhlle der Funktion /7 ,
dividiert durch dac Linienelement,die Grisse der Ge-

sohwindeigkeit an.Wir sehen tlso,dass der pifferentiator

7¢  aie Geschwindigkeits- und Gefnl.sverjdltnisse

der Flhche regelty
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‘segung dsr Flissigkelt noch nichy

* mlizsen neoch untersushen,wiz ;ﬂ T

: 5] 'h_ iet.
g heisst nun Inkomonressibilith+ offenhar,dass in ein
und damselven Volumen im er disselbe Flilssigxeitemenge
enthaliern ist.diene Ungusannondriickbarkeid kén en wir
wiedsr duich eine Integraldséingung sum susdruck briéngen.
“s wird sich eire Differentislgleichung ergeben,der éle
mktion ¥ gendigen nmuss.¥ix kinnen die Inkoupressi-
bilitht auch dahin aussorschen,dasa,wenn wir eine ge-
gschlossens durve Hbe: dle Fliche lepgen,durch diese Xuryve
im Laufe der Zeit ebeagsoviel Waoser ein-~ wig sustritt.
Betrachten wir ein Linienelement dieser Rurvejlings
eaecs Flemsmites kién- en wir den Yektor /4 sls konstant
ansehenls macht men die dnnehne,dass die sdenge des
das Linienclement passierenden iizssers gemessen Wird

durch das Yvodukt =ud der linge des Elementes und der
Hormalkomponente oy Yeschwindigkeit.Dss iat dle plau~
sibelste Aunshme,die wir mschen kin en.Dann lautst also

ungere Inkompres-ibilitétahedingung
i‘12) 2l Naa = O

KNus: haben wir eber in (7) geschen,;dass sich +78als
Apleitung einsT Urtefunkiion y* darstellen lisst.

'y ist mlse

= ':'f_ ;
C 13} e T A

also goht (12) dbver isn

- B AY a»= &,
L14'} 1,!.’. At

¥eg integrisext wird.
1e der geoddtischen
o eing FlHchenintegrs

wobel liber den geschlossenen
pg liept nun genao wie im kFal
Kyiim ung nahe,dieses Linieni-tegral 1

tberzufilhren.¥ir nehanpbten
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In dem Ausdruck -Jy werden wir da'n eine Invariante

erkennen,und wir werden sshen,dess die Inkompressibilitits
bedingung mit dexr Glsichung

l’\ 1 I“" a ,"\JI- = {:]

tdehtiach lst.

Um die Fermel (15} zu beweisen,betrachten wir die
peschlogssenen furve auf der FlHche und g%?lgé%ﬁhﬁxx in
gweil Teile,I und II.lann wird,das Integralufggafo erstreckt
ilber cie ganzge Lurve gleich der Summe der beiden Inte-
grale ﬁhegii uné IT.,umrandenden Kurvenstrecken,denn
dde Trennungskuryve wird zweimal in entgegengesetztenm
“4n- durchlaufen./fuch die Winkel,die auftreten,neben
gich genau wie in unserm {ritheren Fall Raxk Lord,

Wir kdén en nun an visr Stel.en unserer gegebenen Xurve

die Kurve durch aufgesetzde rechie Vinkel ersstzen,
wann wir die Adbwelichang von der

Furve hinrveichend klain wihl®n,

7
. | nann kinnen wir rechiwinkligs
tonrdinaten einfiihren.%ir konnen
A o —— -
2130 0.8, d.h, unsere Kontur als
S gin Viszsck snnshmen mit den seiten
‘..
1,29 4055 wary
i
=t ol T
. \ {16) dsz = AE duz + BTav~ .
| .
i <

it Auf elner Aurve u = const ist

7

du = 0,also ds = B dv, und suf

v = const wird ds = A dia.Ferner wird dde Hormelenrich-

W =

tune suf einer surve ® = const genau gleich der v~Richtung

. Eci
und sway,wenn wir versbreden,doss wir im e¢# die Busser

Normale nehmen wollen,haben Wir auf 1 die Hichtung (=v)

als Normalenyichtung zu winlen usw.e.betzen wir all
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(16) Dot ~ L Loy e -
S Yl

Jnd wir erkennen lsichi,dsss in der Ist 4 e Inkom-
sressibilittitsbedingung mit der Gleichung -57’ = 0

s darnt - 4 .
o.L'ul—'flE_z'__L 185 0e

- s mo e

%ollppitelt MinimalIlEchen.

——— S ——— - [

jschen als Fllchen mit verschwinden=-

-
c
a=====mzz:zzz::m::::==n=w=&=m=k¢g=

der mittlérer driimrung.

==x=z===uz=====ﬂmam

Wir ha'en in dem letzten Kapitel Beometrie auf einer
¥lrehe petrieben.iiesen Standounkt verlamssen wir jetst

und wenfden ung nun ur btegometrie im dreidimensionasien

cuklidigchen Heume.la wollen wir ein einfaches <roblem

formulieren.’ir wol en versuchen,ein Mychenintegral

gum Linimam v machen,wobel zun Vergleich al e Funk-

tionen sugelassen werden,die durch eine gegebene Lurve

nindurchgehene’s sind slso nun nicht mehr die Fidchen

cegaben,sondern cerade ams ihren Ranawerten und einer:

zigenschaft gesuchtsDabel nandelt es sich offenbar
kenn sicher fHr

ca angeben.inn

um ein definites syoblem,denn man

die Oberfliiche eine untere Jehran
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projiziere nAmlich die gegebene Kurve in eine Evene.
Davel kann men die Lben® sicher so wahlen,dass die Pro-
jektion nicht grosser als das Original is+.Und nun
gehneidet man aus der <rojektion ein kleines beliehiges
gtiick hersus.lDann het men in dem Hest bestimmt eine
unters Schranke fiir die Grés:ze des VYriginales,

Under Problem ist nun merkwirigerweise schwieriger
sls das von Dirichlet.las hat folgenden Grund: Um das
Problem in ein solches mit nur zwél Varisbeln zu ver-
wandeln,liegt es nahe,sich auf solche Yebiete zu be-
sphranken,in denen men x,y als reremeler einfilhren und
nschn 2z aufllisen kann.lazs ldsst sich aber schon nichtnerred
chenp wenn die vbetrachtete Fliche an einer Stelle seﬂQecht
sur xy-Bbene steht.Wir wol en uns also auf den Fall
peschranken, dass unsere betrachtete Xurve eine konvexe
Frojektion auf die xy-Ebene hesitzt.Insbesondere ist
dann die Projektion von selbst doppelpunktfrei.Bei
der terechnung des OberflEchenintegrales handelt es sich

nun um das Integral

;
(1) 4&}‘E ¢ - P du dv

Piir unsern Fall nehmen wir slso

(2) u=x, V=7

(3) z,= 2, Iy =4

setzen,

2
(4) E=1+ p2 , F =10 G =1+ 4 )

und das Integral (1) geht tiber in

(5) '4??G§1Ei:‘;§16u av jaj}’z 1 + p2 + qg ax 4y,

: men,dass
Wir miissen slso eine Funktion z 80O bestinuen,

ol |
(6) V1 g ta° gz dy s R
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wird,wohel die Funktion z au? denm imnde,nlso &n slien

i

alcten der vozgegebenen Kontur,vorgegsbene Werte hat.

eanroh

iat such die Fontur selist featgnlegtydenn

wiz brauchen je nur fiber der Berandunpg dem kenvexen

Cebietes der xy-Fbene in jedem Punkte das Lot sur Bbene

5.4

su errichien und lhm die LEnge 2z zu medben.

hun werden wir,wenn wir variieren,sehen,dsss
desses eln wesentlich kompligicrtersr Ausdzuck fir z_{-‘;ﬁ sich
crgeben wird.las liegt dsran,dmse frither ein sigebraischer
Jusdruclk au vari even waey,vwhihrind jetet eine Quadvet-
wurzel vorhanden ist.Sie erschwert den algoritmus ausser=
ordentiich./ir wol en daher nach einer enderen als dex
vislierigen Variationsmethode vorgehen,la koamt man
dusrol einen einfachen Angstz zum Ziel.Wir wollen
annchoen,dass unsers Bléche 4 in EechbarflHchen ein-
gebettet sel,und zwar 80,Ga § entsprechende Punkt auf
ger Normalen #uf der Ausgsngsfliche lisgen.Ee soll
slso Gie vesamthelt dsr Flichen aus dadurch hsrvor-
cehen,ines wir suf den Hormalen suf ¢ einen gewissen
wisinen Abstand abiregen.osnn erhalt n wir die FlHch n-
gchaY # + & fiae 5 .Das ist natiirlich nicht die ali~
r-ar:-z-_i:::?te iiﬁ‘ctttﬁng; die w re sber auch uaserm rroblem
.sr nicht anpgemesaon.ts lst zwar gine beschrinkung der
Allgemeinheit,wenn die Flichen ohne Rilcksicht aui

ein -narameterneta gufeinander bezlehen; eber die Oberflich
15t ja unabhingig vod der speziel en Linfihrung eines
IS =] (33 L8 1E 335 o
Jarameternetzes.
_ 5 )
17 sebtzen die Fymktion 7 eul dem Rande der Fliche
sleich Nullysetzen also

(7) g >

Dinn wird

(8)
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vor hiiherer als erster Urdnung is

£ vernachlfesigeny
Canzg enalog findet man

(9) P = Fricpd,

"

P
b = 9+l
(10) 7 = 4 s A

—

Jetatvberechnen wir den susdruck ¢ E ¢ - ?2

L]
D'an ernalten wir einen Ausdruck der Form 064.3?_5.,.323_:.
Setsen wir C, # O voraue,so erhalten wir

. F— ) 2 P 1 94
(11) Y I:'O - C,‘. -+ C;:r. t:y(..o('! J--z"qs)

riese formel haben wir snzuwenden.¥ir haben also den

Radiksnten su entwickeln nach ¢ ,erhalien also

(129 6 -T2 286 -7 + (Lo + BE ~ 2FU)2ep,

s A ;.
- & - =a i f
13) N B3 = F 'E{_: i W

~ f"z i w2 \
{4 B3 - P w YEG = ¥ 7 dua dv
(14) JAATE
j fg.iz?

Dhei 1t

- e W
14 I 2

w4 -
il e -

TG - F°

iF

(13) =

1] ittlere Arimmung bis anf den Faktor 2.Wi¥ erhalten
i1e MLGLTLQTR LI R IS x
a e, A2 wrd A ; d Zur Grenze s 0
T & wias s Wt ANTYOR B dlildi@reﬂ nn —
also,wain wir aurd
tber gshen

(16) s i s f i p R

Jabei &t das Gleichheitazeichen jetzt streng; denn

.d nach Divi-
s1e Glieder,dls quadzatisch in ¢ wares,sind Bao

o waan.aind also bei
sdon durch £ mindesfens lineay reworden.sind alse

dsm Grenzitbergang &~ 70 fostgelfaliol

el EEN s
P VT -

p—



dT1e 24
j 247~ St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930

i S

dricky sich also das Fldche:
k ich also das Yldcnenintegral durch ie nits

lere Hrilmnuy mefir g
lex nnung sustir erhalien algo eus (16) fHr @ie Eind
W X : iod -

malfliichen

(17) H= 0 ,
oder nach L15)
(18) L &4+ 8 E =28 F =0

Fiir die zweiten Fundrmentalprdssen L.4.E
¥ L Sundrmentalgrossen LW, H gilt dann

q) I A |
t1,'a uo= ﬂr, ..-.LWA» 3, H'—'- A.t.
wobel eine onstante ist,und wobeld
P.gc‘l o= -
(30) X By 3 B = fyys = I~
Denn geht die Gleichung (78),wenn wir noch (4) beriicke

gichtugen,iiber in die Lifferentialgleichung iy 22

TR _ 2 . B -.
(21) E(!Jq } + a(T+p ) - 2a pg = O
has + mlso die Uifferentinlsl e*“bﬂ‘-“ﬂ gor Ninima ;;g chee

Diese Gleichuns ist schwieriger als die f:l&ic:hangﬁ'
A\ = ¢, denn dort hatten wir sine lineare Gleichung
mit konstanten hoeffizienten.lie Cleichung (21) ist auch
linear in r,s,t, sber die Koeffizienten ind selbst
Funktionen von z.Und in diesen Fekiorven liegen Schwie-

rigkeiten.iir wollen darauf aber nicht welber eingehen.

frps winimelflichen gls ¥lichen konformer

ﬁﬂﬂ—===ﬂ==ﬂnﬂ#ﬂ_ﬂﬂﬂ= = oS ERE

Abbildunge.

B =t

Wiy wollen mun sdnimalflichen nicht nur solche Fléchen

nennen,dle bei gégebener Koniur aie Pleinste Oberfliiche

hahﬁﬂ acrndern ﬂllgemg.;in :1.9 fhr die H e 0 iBt!Biﬁaﬁ

Plxchen stehen nun in ynteréssanter “egiehung ERIT kon#é

- =

formen Abbildung und gu Gen isotropen Kurven,iir behaup=

t.n da folgenden Satsi
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LbBpgr der nuged sind die nintwslflbohsy

L LAY

Flaechen,bel densn die sphiriscie Abbiidung Xonform ist.

[ P

Zuu Hewels betrachten wiy d4as Hets der Kritmss i
linien aul der sinimelfliche und deren gphiivisches 5ild
auf der “ngel.Da es sich um ein orthogonales Hetz

hand 1% ,8ask Bat das Linienelement die Fornm

—-—

—
L]
N

. : . e
de” = Lk du™ + § dw

—

und des sphilrigche 2ild,dss nach fritheren UYeberlepune®n

ebenfnlls orthegonal sein muss,bat das Linlenelement

_ ~
(2) drt= o gut + g ave

wir haben nun gezeigt,dz s die Abbildung denn und nur
dann konform ist ,wenn die Linienelemente proportional

sind,2s muss &lso sein

o rr
(3) T =7

s wer nun nach den Zormsln von Rodrigues
(4) & + gog =W .

Darasus folgt

1 o
B, Y T4u 0/
alsc ¥
2 A P
Sy = F:% v /
oder
¥
6 =gk,
J.I-.I
odex
(5) %R

PRES Lt

er § arch 4v

dividiext
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setgon wir (5) uad (6) in {3) ein,so finden wir,dsss
ydas

die Abhildung denn und nur dani Sonform lstywenn pilt
. 1
F. 1) ':"é—' = 1

14 1 R &

lelchung besitat zwel lbsungen,einmal

a0 1 e 2ol } m ) LW
l.l. Jdle FlEche bestens uv ana Habekpunkien,ist sisa,

venn wir von der Lhene gbschenyaine Kugel,

ber ist auch Lisung der Glsichung (7)

- 1 1
(9) oty =0
=4 P
oder
; - N
i = v
vorl bt nnzer Sats bewiesen ists

e e v | s e S ol i

Az e _j_ ara EHtze i‘b”r Ltinimalflﬁ"hen-

Betrachten wir die Asymptotsnrichtungen anf einer
inimalflBche.la haben wir sundchet zu dberleged,ob
an dort liberh-upt reelle solche diontungen gibt.Da
miissen wir von der Sbhene absehen,dle ja auch Einimal=

f1¥ohs iste.Usnn behaupten wir folgenden Sata:

dinimalfl8chen BT hen

Die A Vﬂntotenri chtungen auf

[

LCdRrecht aufeinendeXs
Wir heben Ifrihexr nachgewiesen,
Winkel zwiechen den asymp~

angs bei Jeder Flikche

die 4riimmungsrichtungen den
fernery heben wir fir den
und den Lrimm=-

totenrichtungen halblerene
Winkel swischen den ﬂﬁﬂm?ta*aﬂricht&nggn

mangsrichfungen gelunden

{1)

Mi-.

kS e s . T s
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Do aber die Lrlimmuncersdien auf den asymptotischen Ao

negen entgegenpesckzt

#
te 2

gleich sind,wird
= 7

alss

~
e
s

rofs

f* = QaBelo

2e)
“ir sedzen vorous,dass unsere Fliche analytisch
ist.dann hat es Sinm,von isotropen Richtungen 20 reden.

T . e
i» behaupt

ent den etz

Die isoiropen Rickiungen

leser etz Tolgt umn
dn B allisg Zichilungen,dis harmdnisch gu den ssympto-

naech fe) ade asymptotenrichiunger senkrecht sufeinsnder
s4ehen, foln unmittelbar,dsss 4is isetrepen Rightungen
harmoniech zu cen asymptotischen liegen nlissen,
iy wollen nun auf deyr sinimelflziche die isoiropsn
yrvenscaarsn sls Yorameterliinien einfithren.lann folgen
solort einice Telationen.dus der -absache,dass wir

adis isotronen [dinien nls Farameteriinien wihlen,folst

G

=

Wl

S
=i
i}
L]
i

]
Linisnelement in der Torm gchreiben

o dass -ich das

'1"! o e
s T mnl Wt b

(&) dszng‘ﬁuﬂv.

Herner wis-en wir,dass in unserm “slle die isotropen

ungen konjugiert sind ,Jaraus folgt

(5) E for =00

wobsl & dle Flachsmnotmale ist.Fir nshaupten,dess G86S

gilt

T ey
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nacheguwelisen,diffsrensieve % 2
! renzieren wir § ::/’u nach v

and srhslten

Lr;,\l o P
I ‘_;::-r[;/‘:“# Y

[
H
=
Le

t . - £
erangleren wWir v s .# }
5—*“;, nach w,80 folgt

{8) "

\---’ /"-51—10‘30

ichmen wixr sn,dess die Fliche reell sel; damn wissen
ir,dass der ktor g

existiert.Und ew folgt auvs (5),

(7} una (8), da 3 ifar ind genicht in einer Ebene kiega

er hluse vergagi,soheld die Flhche nicht mehr

3
I

roell ist.Aber noch Im Fomslexen Kinnen wiy {die Uleichug

i habhen wir die drei Gleichungen
(6),(7).(8).%enn wiy fdann zeipgen,iass
S 07
\
I (&, 2, 95000 7 U
g’_.‘ &
igt, 53 i ‘ortic.iu dea dwecke schreiben wir die
L, 5d i rtd
1 S i 63 ' pm 1

i ol
i -
_ K Se o
(12) g =
[ £ g2
: ~1ed nhuny hat guch im Komplexen einen dinn,de
Dipge CGleichungg L& ach 1 I

% diese Foemeln analybisch gind.Setzen wir (12)

- oy B ' fomnlexen von Null
und | g x g | d8% in der Tat im Tomr

verschiedena.

i 1o Form hsben muss
Aus (6) foogt aber pun,dass /- die

(14) e -= ?!*} 1" 5 (o)
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Wir Gshonoten nun,dass die Laryen ;?"‘”’ ana 3@.;} —
3w d oy e T Tepe e m P " ) L .
dndmalkuryven gind. ¥ir laben in §33 gesshen da&a
Flichen,die sich la der Porm (12) varstellen lassen |
Translatio: gind.7ir sehen also:
» l:
|
|

igotzoper -~~uIVels
is erhebt sich nun dis frage,oh auch ungekehrt
e Translationsflichen MinimalflHchen sind,Und das

TR | s I\
& in dex 13

2t der Fall;, denn wir wissen al genein,

v
=
(=

-
=)

Fote

dmss bel Translatlonsflichen die Rurven u = congt und

v = const sin Xonjugiertes Lotz bilden.las haben wir in
ST W

3% bewlesen.iiir habdbsn alse in den rmﬁﬁlﬂiﬂﬂ%ﬁl&uhﬂﬁ
golche *lHchan vor uns,auf denen die isotropen fiche-

tungea konjupgleri sind,d.he solchs Flichen,bel denen

b=

agyuwplotischen “ichtungen symnetrisch #mm den isotre
nen abehes.~s stshen also dle Asympioten senkrecht auf-

ainander,slso ist 2 = O; d.he wir haben ss mit Einimale

il han zu ftuns
liss-1lich argibt sich noch dss FProblem,wie man

aus dizeen unibsrsichtlichen Sebilden,die¢ wir bisher
ole inimalflichen kennengeierni haben,etwss Reclles
horaushekonnen kann.va geigives sich,dass man,un 4is
roelien Miniwalflichen zu bekommen,den Begriff der

konjmgietd kouplexen Lahl _evanziehen umuss,Setzen wir

nilinlich
(8) jer= 3%
und setaen wir diecen Yert in(14) sin,se wird
— g I i s

(16) "ty Mkt 7’”)':’“2‘?5? 34

st ein Sysrem voh grei snslytischen Fanke

Jdu jeder von ihnen nehmen wir die konjuglex® 9%
sich den dreimentsy

tionsn
plexe und setzen sle sic fenn gl
~hander Funktionen vén J/¢7/.

Hun wol en Wiy §
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unnit slbar.la ss sich ug isotraps R4
1at

oder nach (14)

d .e-i"l. -

? = qonet

Demit ist aber auch

?f" = conet

(1) ?"!:_&0 .

Ls«he aber nun ungekehrt,dase such
Zurve,also sine Xinimelkurve ist.
Wir haban also als Rezept dafilr,sus komplexen
“ininal@lichen reslle herauszubekom-en,fo
Wir bringen dle Fliche suf die Porm ( m@m
wir im - g]"“-"r' und haben damit die reellen
Jinimalilfchen.”ir ¥Unuen g@lso allgemein sagen

swai und nur swei iscirope Rochi
v = 0,30 sehen wir,dase ?ﬁ‘) elne 1sC
ergibt.Ss muss sber,wenn die Fliche veell st
suchrdle konjugierte Kurve 5757  auf der Fléche
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IL1.tihgchnith: Plemsvnache Geomatrie

Wir wol en uns aun am Zade der Vorls sung mit elnen

der erfolgreiclisten Xapited der “ifisrentialreomstite,
mit der ~iemennschen Geontrie beschiftigen.Wiy sohicken
guniichst einige historische Semerkuncen Vorwegs
frundlegend Iz diese Theorie ist die inm Jehre 1664
erschienene Arbelt von Riemann gam%g‘- ;t.-a.Ea hendalit 31@3
dabel um einen Labilitatlonsvorireg,der dsmale aber
von den wenigsien Lathemaiikern verstanden und senchiet
warde.Odlese Arbeld ist neuwerdings,als Zinstein die
telativitiiszheorle aulstellie,wicder hervorgehdlt
worden und von Weyl als Jeonderdruck herausgegeben worden,
Bs ist aber ni ht ganz richtig,wenn men h;&ﬁaﬁ*;j%ufsf&&g:-s_
die Jeothematiker der “elativiiidtsibsorie vorgearbeitet

hitten; denn auch ~lemann het geine Arbelt aus phyaikaii-

gchen “esichtgpunkten pegonaen,

1.Kepitel: Grun&laggn.

—— -— .-

Ler CGelanke,von dem llemenz susging,wer folgender:
iy ketracnten ein Kortdnmnum in n Dimensionen,d.h.
: R T
gine <an-icfeltisksit von a Variabeln X ,X7;4se ,xni

die in slnen gewissen b‘preis‘:xa veyiieren.bann gennen

nalen funkde.
Lehon diese min-dgfaitigkeit gibt zu topologzis hen

Unterstuchangen ‘nlass.s glbki gewisse Zigenschafien,

ie win  olohes a-dimensionailes iontinwum mit dem

Wi =41

jreidimensionslen euiklidischen Raum gemein-

- r v
gewihnlichan

gam haty und z2war hundelt ep sich dohel um topologlsche

Sin solches n-dimensionales Lontinuum
wenm peonetrischen Eaﬁménss

Bigenschalten.

mechen wir daduraeh gu ei

wir schriftweise eing lslhe von Fordexungen

1) Tiemamn, Uher die Hynothesen,dle de
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g an~h und nach dem Xanti
die n | 1 den Zontinunm eine immer charak~

teristische Struktur aufprigen,

§74: Dis Zelativ - Yetrik.

S i e g

dlemann ging von der Voestellung aus,84ss auch unser

gewdhnli her dreidimanslonaler Rnum durch ein solches
Kortinuum repriisentiert werde.ls lag es nale,das

soge Bghewizkungeorinzip einzuftihrens.Ein bBeobachter

in einem iunkte des laumes kann in diesenm’ Léingen und
Winkel messen,una zwal so,vwie wir es im euklidischen
leume gewonnt sind.-—s ist sber nicht einzusehen,dsss
dicser —eohbaci@er von seinex eigenen Utandpankte sus
erl=pien kann,was Ilir «essungen ein in sinem andern
Puri-te bcefindli: ef Yeobachter machteian kann ner in

der umpebons ¢ .ngs -unktes “essungen anstellean.

Daboi wol en wlr nun imoer,wsmn wir von Léngsn réden,
an Vektoren,etws an veschwindigkelten denkene.Solche
VYektor o kanrn scn in jedsm “unkie definieren,kann dabel
etwa von der Vorstellung ausgenhen,dass die Zomponenten
des Vektors von einem rerameter © abhingen, kann sie alao
etws durch die vifferentislouotienten §%~ dargestellt
denkonengn will nun die Hicatungsn iz dem funikie
miteinander verglelchcness handai§ gich also daxum,

zZw! scaen den “escawindigkeiten %%w gine verninfiige
lelation hersuleiten.als Lange der Vektoren ksnn man
natitriich irgeadeine wil kitrliche Funktion der Richtung
aber kann man,wenn zwel Ceschwindig~
keiten,etwa %%* und %%i ,regeben sind,fUx diese belden
Geschwindlgkelven einen linkel definiersn? Das scheint
rl.ich zu sein fir einen

vorschreibeneiie
!

zundconst auch noch ganz willkd

Punkt.<s wird aber eingaschrankt durch das

postulat,das besagt: Las System von Abl@itnnssﬂq&aa

die Richtungen in dem betrachteten

mit dilfe unserer S0
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bleibunze ionn $ ol .7 ] !
Ablsiivngen;aenn s pind die “aapﬁmenten d@x'kbl§i1d:‘fﬂ:-¢

gohiivi ig von der Vehl des Kosrdinstensystens.V¥enn man
nun aber den Geschwindigkelten sine YrHsss und zwei Gge
gehwindigkeiten einen Uinkel suozdnen will,se v&x-l{aggﬂ;ef
man netiirlich,dsss diese belden Begriffe muchs vom

to raluatersysten abhingen.ias ergibt schon eine gewisse
formele Binschrnkung.ibexr szuch diec ist nock nicht
ausreichend.Bine bYefricdigende Einschrinkung erhhlt man,
das wol e=n vwir ohre leweis hinnchmen,wenn man nach dem

Irebungspostulat annimet,dess

igkeltppgrsson uud —Vind

au’ sleh selber ebbilden JHsst.TUr no= 2,4.0. in der
Cwene,besapt dicsor J'ostulat nicht viel.Entscheidend

plier wird esg schon im Haum vnd in htheren Dimensionens

wnum stel.d dieses Jostulat das g

Teumnroblen daE .-6 bessgt da,dass es nur eine solche
Jipiichkeit der Sinkelednflinrung pivd.is i8¢ mit giner
Legrode glelchwertig,die wir schon asusider Flicrhantheorke
on on,ninli b die,das (nadraty des betrages eines Vektors
eingufihicen und den Gosinus des deifgungewinkelss

"o zedipt alch,dsss men jedem Purnkde des Eontinuans a-m-..
Svstem von Lehlengrtscen ggy suordnen kann,von denen

san verlangt
(1\ g = 4 Gi?k B'*;E,igd’ﬂj

and dass wa: mit Hiife dlaser Zahlen LHmgen und Winkel

susdricken Xann.iir seiasn

(2) %%j—' =g %{‘;‘ =7

und die diesen Gegonwindigkeiten cntsprechenden
Systeme nennmen wix g’ und ? PRITE’S: S Mﬁ'ﬁ gsich zeigen, 3
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paraus folgt dann sofert wegen

(5) ;4%7 = iy 9],

dpee auch Ade Winkel sich durch die Jréssen By
aunsdriicken l&scen.

Wir mehzer slso ohne Jewels hin,dsss diese Art,

tiaren andé Vinkel eingufihren,dle elnzipg vernim:

Dabhei ist von den Grdssen g i Doch voreusgesetzt,dass

ihrae Ueterminante nicht verschwindet:

-
(v} |
LS

|éig! #

w41y wol en ung die VerrnUnftlgkeit Gleper Einfthrung

am —eisplel des culklidischen Raunmes klarmachen.lanu

gent ggq Im dde Sinheitszatrix fber (g,-ikﬂ fir i=k,

6., = O fHr 1€k )hund s reduziert sich der Ausdruck

('d‘;?. suf Aie Tusdratenmme,wie 2u erwarien wars nteprechénd
~shen cdas incere frodukt und der Tiigkel in ‘ie uns
wollbeksrnten suilildlschen Acsdriicke Ubers

"i» heren also bis jetzt gesehen,dass jedemnPunkte

in fder n-girensionslen iernipfaltiskeit eine Grisse

.. gugsordnet wird,velche Lingen urd Winkel dn diesen

By o

Punlkte regulip®te. _
un hendelt e sich darum,die Ketylk in einem Pankte

it der in einem Nachbarpunkte zu verglelchums

- i
e 2

§75: Das inflnitesimele Usbertragungsprinzip.

nmmam
EEmmEEs T EEEREREES hﬂmumtﬂ#

Man wird sinngemiiss verlangen,dass Aoz BeobECRASE -

Ssobachter in einem Nac

P feststellen kann,was oin

punkte P¥ misst,and-dess of die wl.dm "
beiden iwukte verglele R
iafindtesin: len 7
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Da 1et nun das NHchstliegende,so vorzogehen: Im eukli~ H:

dischen Nsume helsasen die ngtgren ja dann 2] &Qh
wern @hrecSomponenten gleich sind. Ilese Definistion

kén en wiz sber nicht in unsere “eometris, bernshmen:

dern die -ord rung der Gleichheit der Komvonenten a
nicht das Bra}mngspcsﬁula-&,a]__ 20 die Unabhingbzkeit

vom Roocrdinatensysien.bas wir sa mit ginem in ini-
tesimalen Syetem su tun haben,wird man ein Eonvergenz=-

pringip e'‘nsclislten.lian wird sagen: ‘”Ewesj., Vekto:

die in benschbarten runkten gemessen werden,sind
dann gleich,wenn ihre Xomponenten fagt gledch sind.
De mues men sber sofort die Grbs e des Fehlegs angeben.

e he ldern betrachteten Vektnren mgen die

5 { ¥ :
£ (din 2) und 2T (in ¥¥) haben.ide Vektoren selbst
W o _ | Fu,
mibsen ;/ nng 7 4 helasson,dann muss men wisder eine
Noihe won -gstulsven verlangen.Zuniichst eetzen wir

dnearitit voraus,d.h.wir verlangen,dass ans

3

i

Davei ist f-'u{:’ sin Vektor,dsr dadurch entsteht,dass
wir al ¢ Lompunenten é,l nit o multdplizierene
fgrner wird man verlangen wiiggen,dass,wenn gily

A=
¥=g . ¥
auch die winkel swischen 5y 2 uad g’,; ¥ gleich sein
soll n,denn die Yink.l werden jo duxeh Lingen gmmm,

weil die inueren ‘rodukte durch die Lingen gogeben sinds

1Y Han spricnt in die
uevi-—{:‘iv *ﬁasrheﬂ
z_gie_hnnngs%
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s ponfigt almo,demit dde We nkel #leich e4ind, dess ans "*1'

£ g9 a

félgt i

. a .'v.l B I|

é/ﬂ} . 5’ ? I i

Damit haben wir sine metriechs Abbildung der Vektoren FI
. = _ _

um P oauf die un © - Tornullert.letiizlich nilssen wir !

_ . o T, » .
noch verilangen,dses fixr ™~ 2 anch sidt # - ,sun winl
diesen Forderungen Toigt nun,dess der Yektorranm um 8 P

e " 2
mit dem wz - La alfinen Zucammenhange stehitsFine

gfrire Abcl.dung .‘..:_t Jja dadurch gekenugeichnet,dass men
bei ihr dimwer die setrik in geelgneter VWelse fibertrm

kann.licht triviel let,dass die affinen Ablildungen

die einzigen svrildungen eind,die unsere Voraus etzungen

erfiiilen.

“ir hzhen moch zZn Hherlegen,was die Pardecrung,Gase
mit den -“unkhen auen die Vekboren susammenfallen sol=
len,lisfert.¥ir wis ,dase eine affine Abbildung durch
gine ! atrik ders8stellt wirdyzm dsrén rargah& ein
Tn-rdinatensysten in P aad in e singeftihrthwerden musse
Ly wird slsc vorausgesetzi,dess gwischen den Vek&w&

T 53 . - -
omvonenten ln » und in ¢ eine affine Abbildung

bosteht,wobei dis Zomponenten ‘ayy Retiriich Crisfunk-
tionen sind,und zwar solche,dass die Avhildung zur
Identitiit wird,wenn v¥ cggen ! peht.is seli nin g’ ein
Vektor in [~ ,dex dem Vektory in T em-s-nrimhf* sei
also der Lilévektor ven g7 = oDann het gf aie Hompo=
henten dtj*--.ﬁiese Zomponeaten mils en sled also ajfin
aus denen von ¢ sussmpmensboen. s nuss also eine

felation geben

(1) m"

Dabei ist

gz}
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MERRSL L URA o, 80 helsat slagi@ls ey

Y gL .. .
(3) g" »-—-2 e; % 4 % Z;bi &

i
Y &

oder,wen wir £~ mach links schaffen und durch & diwi

dieren
¥ e
(4) S o )yl K

Links steht so :twas wie gin ‘—:’iffﬁrewﬁi-alqﬁét%ﬁﬁt;
Fir t C,also fiir P F penht diese Gleivhung Uber in
s
. A TS S
(5) ot e Ly &
k
Wir schen sl=o,82 g zich die Zomponenteninderung linear
dureh die “omporentern s:zlhat auvadriicken lHsst.Diese
Idvearxitat ist Baalvnlent mit APPinidEL.

M.eomer Zusem-erhing lizet f8Ezende Deutung zu:l

Wiy denken und eine Kurve dureh fF und P gelejs und
in fedem “unkts dey Zurve einern Vekbtor abgetregen:

U= k¥smner wir A48 Gleichhelt der Vekioren dahin aus=

dese der Vewrtor atetionfy ist.Vir definiersn alsol

Rurya,wonn aich die

Kemponenten nach digsen ~arameles linsar aus ﬁeﬂ Zom—

ponenten in der in (5) engegebenesn Heise zusasmonc

Qet?_gtﬂ.
g frept sich mun,ob auch etwa die Gzris en bk den
un ten anpsheftete Grdsren sind wieo die &uoﬁt ktin—~

nen schen jetat sagen,dass d4as wthaminnaham

dor Fall sein wind; denn Wir hahen ﬁﬂ den Vekto?
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#bergehensile hingt fa nicht von der Legs dem &

teg selbst ab,ist also keine {"’”’&fﬁﬂ*ﬁan.-gg. B

in den OrPssen b ein Richtungsbestandbes] steci i

1y werder noch zu untersuchen hoben,wie sich die Orbsa 1|
sen 'bf; mit der Ricehtung Hndern,

An 4

|-te

csgn Perallelisefie schliess=t sich gchon

eine gevisee Geometrie an,lus ish nun sra mooh mioht
die Tiemannsche Ueometrie] men wird anf sie gefiihrt

rei der untersuchung des sog. &

ein gewlssas Jvastem von xr&nﬂfa!’mat'igmag eine ﬂ'ﬂ%ﬁ
bildet,die ausserdein noch gewlsse Stetigkelts A hie

aphaite  bhesitat,denn spricht men von einer komtinuier-

die man rach Certen and Schonten nennts

411 man nieht bei Adeser sllzemeinsn Ceometrie
siohbleiben,sondern sur Riemsn-schen Geometrie kommen,
dnnn kom t noch eine weitere Forderung hinzu,ndmlich
288s Diese For~ .

dhr der Schliessunz des Psrelielos

hes

deruns iegt bei weitem nicht beli allen Grup snrdumen
avfHil 4. nn kann sagén,dess die Schliessung des faralle-
lorraxnes Aie axiomstische Grundéatsache der affinen
Geometrie ifgt.Wir Hiife diseser sghlies-unrseigenschaft
pann men die Gleichkeit von Vektoren definicren.ohne

suf Lingen und Winkel einsugehen,ian kenn dann so segeni

Zwed Veltoren AR und LD helfss
ABCD cin rprellelogracs 1sts
Ps Tann also die Oleichheit als eime Sohliessungs—
asag werdes.to folgh dann auch ohne
Sinne AB = UD ist,auch

eigenschaft aufgef

weiteres,dasg,wenn in diesen




ﬁl 875 w265 - St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 19;()—71'I
cehen sel ocdn Feltaw 4w 2 Man transformiert ihn
giehiondy fiagh P“".I}m betrach-
}i’,,,’#"’ﬁ?‘ ten wir einen zu P infinite-
// simel Venschbharten Punkt y&
o pend einen ebensoclehen zu Eﬁ',

-]

pTeDann besagt dle Schliessungs—

elrenschatt,dass,wenn 2P, und
2727 mleich sind,auch PP* und
#’ g i ‘_ BBy [5] "
.111.1 g meion ome wih ui-.‘.ata
Dicse bchiiegoungseigenschalt wird genau von der

xounnafatlven Gruppe crraichtes

Las ixiom der symsetrischen Yehertragung milssen
zir alsoe ningunshmen;um die Ueberfragung in richtiger
Teles z3 kovreln.lamit kinnen wir schon eiwas flber die
chtwnossbhiincipgelt vonr bi aussagene—s nuss die
Jawartramanr  aines Vaktors in dexr angegpshbener Velse
vor s3ioh seohen.lisas Unteysuchungen sind bgsonéers van
Teyl gef#rdert wordens

4 wol An ain ohine secunung angebengwise msn ven
cr feplenhen Yeometrie zuy Riaw ennscien Tommbs~g Tehlt
uns menh eine letrik.Wir haben bisher nur die lbgliche
kelt gofordort,dass ein “ecbschier seine sigenen lessunga
11 oinem tunkie mit demen ¢ings sevbachiurs in edinem’
henashharten funite vermleichen kanne.Jetss ninnt
Riemann noch dis Lénge ningun.Und das ist das,was
fayli Biomann waiit “echt vorvirft.ienann verlisst
dla Hohewirkunr=theorie und macht eine Testsetzung
d1s fur pild Punkte des Kontinuume gleichnHesig gelen

len die Lengen von Yekioren immiﬂ

3llsZin sal
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lemancsche Yeometrde verlangt Genn

aass Ger “noveklor jedenfalls discselbe Lénge het wie
der Ansgergesvektor.ln der Veylschern Coometrie dhe
dleses Jostulet nicht kenct,kbnnen dann such die Imsan
nocl verschiedern eedin.

Werm wir fas haben,pzibit nun die Liemsnnsche Geo=
netrie sutomstisch eine HBgliehr it,die Porallelliber-
crepuns s definierem.Venr Jie¢ LEngenmessung anivers

sell ist,so we. den wir unter der Linge elinsr urve

A
ps===2y
() O [
%
ipr Tutrerschied ge

L&

enilber der Veylschen Gzometrie
tn dev wizr ja auch die Lange einer Zurve hestimmen
*i#n en,let der,dass es dori nur Binn nat,ven der Linge

< dex unmitiglbaren iac terscheft sines

glifer> spive in

Sowis wir Uber diese Umgebuneg hinaus-—

ahktes Zu Jedeti.

Ale .LEnge jz,ds wir ung inm snderen Pankten

gelhion, wira
bedinden,anders definiery Guille
71y wiscen nun,dags die dnrﬁ.gfaktigkait der durch
genenden geodlt {gchen Linien
svigy ihm sus-

einen Punkt hindupch

dleselbe ist wie dike der won RIZRTRAIRE]

pehendon Yeradensls liegt es nun auf dex limnd,dass |

wir anser Ushertragunsspringip so whnlen |
dsss si i dse Bischel dey durch ejue

geodtitischen ainien & M HhokE
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1t algo vl “p:entiolveltior wn die Eﬂbdiitﬁ,ggﬁg. Linih
parallel @u cinem irn unmitvellarer Hachbarschafd anm
dieselbc {-]t:'i:i‘»f-",iff.n,];e winie peregben Zangentislvektor.
Die geofitis.oae Linie kann also sufgefasst werden als
ends al er derjenlgen Voktoren,die aud
pinem Vektor enfelenen,wenn wir ihn in seiner eigenen
Richntuni: pasallel verschiehen.Vir missen nun sher auch
wia en,wes wilr wnter rprellelverschiebungz verstelen wok
len,w ne der Veltor in saderer als seiner elgenen #iche
funp bewszt wird,; in awel Dinsnsionen wirde de die
Vvorscarift naiaseniwel Vektoren,die in zwel Funkten
angrcifon,sollon o n parallel sein,wenn sia mig dex
peodniiie ner uinie,dis ihrs Fusspunkts verbindet,gleick
kel einechliags m.iil. men gich d¢a aleo ein System
vor rlei hen V{ektoren verschailen,so sucht man sich

die Vektorsn su?,die glelche Jdingen naben und die mit
der reoddtigeiien ldnls,die ilwre Fusspunkie vervindet,gk
glaiche sinkel einscaliessenessefindennwir ung nun aber
in sinam ndasrdinessioalerten HKaws,sd i#sst sich diese
saral elitst von Vektoren nivat menr 80 leicht fesson.
Tenken wir otea an den ireidimensionalen Raum./uch da
kbnnen wir ja von geoddtiscien Linien reden,sber die
Velrtoren habhen,such wWens gie gleioch lang sind und

mit der meodfitis hen -lnie durch ihre Fusspunkte den=
gelhanr Linkel einechliessan,inmeX noch Ai® E@ggli;ci‘;i—
xeit,sich un cie geoditische Lindie su drehensfs komuen
glso Torsi onaschwierigkeisen hinzueWir missen also noch
eine Fordsrunhg ningunehmen,die angibt,welms Ergen—
gende von dem jewels von der geoaaﬁaﬁgm sinie

tiberstrichensn ~egel wiy netaus
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cimd.Im Falle dox Ehens 48t die Ebene selbst dle
gaodttische Flicheslann heisst die Vorsch#ift sof

wihle dis

[+
e

“xzeugsnde des Legelagdie mit Rex ge o
gohen Ylieve fen vorkeschriebesen Winkel einschilesats

B
0]

.t

peduoreh ist darnn dies Schar der E—"@-T‘Ell&lgﬂ v&kﬁ@?ﬁ foute
pelepmtsTn ndlerdinceaionierten Ritumen verfihrt men dsnn
geng wol: ctethend,

"'—"'-'-"'n-on-n-u-_-u-.——u_._“

2.4apitel: #Jer tensorkalkiil.

—— - e -
PN

476+ Tontravariante und Eoveriasnte Vektoren.

e S T NSO R N S AT R S R e

Uiy wol en nach dlesen allgeneinen Besrachiun

oun daza Ubergehen,den enisyrechenden formalen Apparet

b al o
by
el |
seiireihen
i -
g, ¥

gine
Tiesse Vorschrifi wird amr im gang wenigen FHl en

y o e
husnahme exrleidans

licae nend Schreibweise npt zup Folze,dass wir dle
L1 E8G LalG X 1B

LEnge cines Vektore hure gohredhen

2

| oy
(1) ‘iﬁ‘g - By 88

1ssnalaso in diesem Fall die Sumnetd
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24 1ttt PV OTIL Y em

dighkel yvemn iy dus Zoordinatensysten Bnderns

De 1liefert dle Fed onfegel der Differentiatdom
; §
G L bR dy
(%) Al o U5 KL

yor

e
et

et

r ocystem §oeis tritt bel ddesem Uebergange

alega im or die FTunimtloneldeterminente der altenh nach

=
gen moeuer Grigs=an anf.Fir setzen

: ax - &
{ -) = ak

&
(o]
{1
Iy
L0
141}
o
Joke
4
L
U]

schrxelban lHsst

; 1 dg"

FL
]
1

. : - SR
".L;‘h“ i1 DR .l-.-.u'-,(liz.}s u."L-S bf,'u&ldif’.?-ﬂte [aklnich?‘k

valrs A L
i
) Iraa_,..| 7~ U
. e-= wiv nlsa auch vom system y auf das System X

. O
zunricigzhan kdnmen.dnhei ist die Ygtrix (_.gk)- eine
rtiom deg Urtese o

. ) % n

wiv mennen ein System von Aahlen AT e
civen konixavarianten Vektox,wenn wir Teranlassung haben
Aiagaw Sygtem von M Zohlen bhed sine¥ Asnderung des
Toordinatenaysterias SO 20 transformisren wie die
i 1 LELEL W s TR Y ah Ui

4 . r
Svianan BB  d.hs wenin Ale Tr-a-nsfnrmatianﬁrﬁgﬂl
Grissen gy~
lantet:

3 . AUk
(7) & = a9

wobed g“ dgie Kompomenten in ﬂ&ﬁéﬁ-.yﬁﬁ -

T et
diepem Trensformationsgascuvd WRSAEE T8




- - TE
. , yo P Ly P
1 e L ins2

+ beim Usbergang o y anf 2

o M nram oo S o | T ) Ny |
geion b_«die somponenten elnes Vektors im g-Hanm saie
E L - 1 ik poe. e .
j o Dann exhalbon wix

Ciy dle sinzslnon Transformationa

(2) 2t = apny €

indersrssite Tolwt fMir den direckten UebeXgang vofi

yir hshen alBo gu zeigen

=

o
4

b
4

ne

i

i

L

O

po

and dse ist nichts weiter als dis Kettenregel der
14 pFoventinltion.ls bilden also im der Ta unsere
Tyansformetionen eire Uruppees

Man nernt nua aber auch dann gin bystem von
Vetl
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| .

Wir haban zu uEtersacshen;wie

wenn wir 3S&s

(14)

Und ein sovlvies Gr¥ssensysten # nennen

- e

xoverierten Yekbor.7iy definleven also

lpr reont Sin sSysiem ¥oX

ripntb__::_'-____"rr‘ ktor,wenr e8 gich

giner skolaren Tunktior.

B e T e tae i S

=

Cemin uels t oleo éas Transformatientpesets R el

e Tovarl ¢ ‘et g
&'y ) . p_'ir _
( 1 = v i — -.‘:i 1}\_

¥iy hemexkem,dnss such in der rethenfolpe dex Grigsen
ein Unterschied zwipchen dem kontravarianten wnd dem
kovariarten Veltor vorhanden ist.teim kontravarianten
Vektor steher 1iiks isolisrt éie alten Grfssen und
rBohts die nguen; beinm koevearisuten Velctor stehen auf
der linken deite die wrlgcen im asuen f"»-arf:stw;;i*»--

Var remit swei Trensformptionen,die sich 8O wie

die xoveriprte zur Conirsverienten gder umzekehrt
verhBlten,kontragx»edl pnt sueinanders
Page man sich mit derartlgen gontyagredianten

irpnefornationen bescadfiigt,hat einen triftigen

Grund.Setrachten wir namlich das <rodiki aus f
kontravarisnten nit elnem %ammmten 5‘@#&'@@&@' o

und fragen densch,was ane Giesemn
wir zu einem neuen Wﬂfm W@&ﬁhﬂﬁ@

s POy
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pa auf noiden Selten sun dert wivd,iet es gang glefohs

ety dia, ob wir den Summationsinder 1 oder k nennen,
pies dA=liamninnng der

Invarianz wollen wiy verifizieren,
Zu dem dwecice sohreiben wir (15) um in

(17) Ty = Ay Gy

. — " 3 _.i " . . ; p—
Sevgen T = Thr 47 vnd v, dle Werte aus (7) ord (17)

edn,in (153),20 heiez t nnaere fehavgtung

und diese Gleichung ist in der Tet richiig,
ians Iatsache hitten wir anch anders ableiten

ki vens e iat ja filr @ie Transformption wven vy das
ly i, gt g i
odell 75 ;T 77 it es T .las Frodukt dieser
S ad Aav Leaalta. AL MRS
seile ofelle, 2% %%

als 77 Jingd cleser Auadruck ist in der fat invariantd

yist oher nichte Anderes

poponithey eincr Uransformation des Koordinatenaystenss

Natizliall ist diese letgte Usherlesune kein Beweils,

daz ollgesnine Gilbipkeit hitte;denn wir milgsen nns

Farmationsmodell und die

ja freimachen von dea Tran

Wi

Settenre el ©ilt aush tateichlich nicht allgemedin
fiir Veklorilie

§771Befinition vnd Bigenschaften der Zensoren.
e e e e S SR SRS NEERERES S

[

4w Tersor ciner gewis-ten Stufe ist ein System
von Grig-en,das sich transformicrt wie ein gowls:ies
einfaches ledell.Vir definieren:

) R DI
B Areteas danp.

Wir nennen ein G

xt wie das

fensor,wonn eg gloh trensformie

zon Velktoren: giéij'eu ﬂx_!?-aﬁeg& ve ! 1y
fue dieser Definition des lensors folgt
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yir behaupten muhiochst folgendes Gesets:

wenn die beiden =

Indizes habens
W

q pikl e
et ond BUL swel lensoren.bann helgst

unsere “shauptung,dasgs

cikl

(1) LEL 41kl ikl

ret T Brst

wieder ein ‘ensor ist.lasfolgt aber aus der Definition
des lensors; denn die beiden Lensoren transformieren
gich mit derselben latrix,

Ferner folgt unmit elbar folgender Setaz:

1

ein Tenscr.,

Betrechten wir dlebeiden Tensoren giyégﬂa yrER

Dann ist die Sumue

5 ¢ . & = L.‘-:,.ﬁ
£ nten s

zunienst wiederbein ILansor,und zwar einsolcher,der sich
bei Ve¥Pruscung von i i und k nicht Endert.Wir sehen
also,dass wir uns eine gewis e Klasse von lensoren
verachaffen kbn en,dle geg®nitber elner Vertauscung

der Indizes invariant sind,cder die in anderexr Welse

reagieren.Allgenein bst

kil
+ Aagy

1kl ikl
rst

C = A

rst

ein in i und k symoet:

ikl

crst

ille kinnen e
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kl : |
ﬁ.i + Akli + .ﬁlik .

Genz entsprechende Iypen kenn men nattizlich auch iy

dle kovariahten Endizes herleiten.

Da wir nun Ueomeirie treiben, hseben wir an i

gpitze unserer Betrachtungen die quadratische Form

.2
(2) %;'7 = B4y Eigk

gu stellen,"ir wissen schon,dass dd#k Grésse i
gymmetrisch 1st in 1 und k.¥ir behqupten nun,dsss

B11c cin YLensorf zweiter Stufe in 1 und k 1_5']3.,-51_11;@ Zwar
gin in beiden Indizes koverianter Zensof.FWir wissen,
dags der —ance Ausdruck inveriant ist gegeniiber einer
Tranaformat on der Keoordinaten.lennen wir die den Byy
entsprechenden GpBgsen in sinem neuen System h

ra?
s0 muss also gelten

(3) gy EtEE = b,

Daraus heben wir abzuleiten,dass sich dle Grdsse gi
in die Grdsse b Uberfihren lisst wie das <rodukt

aus zwei kovaris ten Vektoren.Setgen wir die Irans-
cormationsformeln fir die auf der linken Seite sichend
Grissen é‘i und -i.k in den linksn Aunsdruck ein,sd er-

halten wiz
i ¥& 2 _ s i ¥ 4
(4%) gikar"f s@)} 4 -‘J',gj{a‘? &‘A) iy

Fg wird also
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1101 e evernsansiog,
Wir missen nun noch eine Hezhgde }:.amm-emau@agg
der Yeberschiebung.Wir sahen schon,dngs 111&.1- eine
Ineriante iat.las ist der Sonderfsll einsr al gomeinen
Iatsache.legeben seien zwel Eeﬂaamn,wn denédn der
eine den Iindex 1 als eberen,der and re als mzaran
Index trHgts

14 i‘-. W
o — e 5 o m—
PAP-£. I )
A Reesasssea
TEawR LB e MG - 3
el 1 ? '!.I.t_titu_t-o_,-».

) i L T R S
Die /ingahl der ausser i noch voehanderen Indizes ist
obenangegebenslenn wir diese beiden “ensoren &n—l%iﬁli-
giereng,dann wird

k."'i.'.. B!!lt.t.bi

@08 08 ®00anp .l!!i‘llt'

= g.g‘ L] !fgi! ne ﬂl.ﬂ‘-ai .E:ic‘:.ir-i'

ees n‘B’iV‘ a-»'ﬂ.'i sash
Fi l‘r' .
® e Ty g eosoll B ens sss V¥ eso
" l] ccoevspeeuOReRD B
- 4 c--t».--on.t‘-.iqu
: ;

9 7t
Z«.Bslnt

Ak  4p D
Cret Dix = Fpag 1AVe

Diese lethode der Ueberschiebung gibt uns die 48glich-
keif in die lUand,aus einem Tansor durch lultdpli-
kation mit einem andern einen neuen Tensor zu nmachen,

bei dem die Indises beliebig anders stehem.las fithrt

sun leypuf - und Herunterziehen der Indizes.

Gegeben sei dex Vektor £'.Wir wolien ihn in einen
kovarianten Vektor verwandeln.Zu dem Zwecke -

multiplizieren wir ihn mit gy und ezhalf
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Genz ol gemeln ist

(2} gik ﬁ_ﬁ.i’ki.. pou B,,.‘.-"‘

LR R sselacs

Um nun auch geanz cntsprechend aus denm kovaria ten Vek~
tor einen kontravarianten machen gu kdn en, fihren wir
einen neuen Tensor gik ein,der natiirléich ein von &y
yUllig verschiedener Tensor sein kann,Vipy ﬁpﬁ.t&m; i‘o:-
gendes fest.Sel g dle latrix der g,,,@ dle der g'¥;
dann soll gelten

(3) g CG=ce

wobed & die Linheitsmatrix ist,.Aus dieser Festsetzung

folpgt unmittelbar,da e unabhingig vom Kosrdinatensystem

ist,dass 2 ¥ edn Tensor kontravariant in i und k ist.
Jit Hilfe dieses neuen *ensors ksnn man nun die

Indizes horsufziehen«Z.B.1i8%
(§) E‘L{ u, = g

Samit haben wir also in der -<at ein Bitt@e,dle Indizes
genz beliebig herauf- oder herunterzuziehen.

ien bezeichnet nun Tensoren,dis durch sokche Ope-
erbeSie

rationen auseinander hervorgehen,els £8S
cind nicnt wesentlich voneinender verschieden.Sh ist
ZeBe gk u Uy assoziiert; man nen t daher auch ug
und gk die Komponenten des-elben Vektors und -agt,
dass u; die kovarisante ,gk iie kontravariasnte Xomponente
desselben Vektors sinde

Dieser ganze formale Apparat fussh auf dem “egriff

der Iransformetion.Er dint desu,den Yebergang von

einem Koordinetensystem zum andern zu regulieren
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§79: Tormale I'mssung der lisemannschen Yostulate
N i | .

ST T

D *‘““==mq==wnmg=““_
Wir haben schon gesezt,des eln wesentlicher Legrifs der
Riemannscher Yeoémetrie der dex Perallelverschiebung ist,
s haben wir an die -pitze der Fostulate die Forderung
petgellt,dass “Engen und Vinkel unverindert sein sollen
venn also zwel Vektoren gleich sein solien,so sollen
jhre Lingen gleich sein; und wenn awel Paare von Vek-
toren glelich sein sollen,so sollen auch ihre Winkel
gleich sein.is ist nun ni ht schwer,diese Fostulste

in Formein zu fascen.@lr haben bewlesen,dass dlese Aequd
valenz von ‘ektoren ganz notwendig eine gewisse Lineari;
t#t nach sich zi ht.Ssien éi die Lomponenten eines
vorgegebenen Vektors.Wenn wir dann von diesem Vekior

zu einem ihm Hguivalenten iibergeshen,denn soll folg3ndes
dey Fall sein: lNshmen wir an,wir seien in der Lage,
dizgen selben Vektor lings elner genszen Xurve stetig
abzutrasensann sind die Xomponenten .gi Tanktionen des
Eurv nparaneters t.Unsere aufgabe ist es ein Cleichungs-
system angugeben,den dlese Komponenten geniigen.Vir
naben schon bewlesen,dass sus der dtationaritht eine
gewisse winearitht folgt,dle besagt,dess die Diffexen~-

X

T i *
tielgunotienten %ﬁgﬁ sich notwendig linear aus den LZom-

ponenten selbst gusammensetzen lassens
(1) S Iy &

Jun heben wir des ~roblem offengelassen,wie die Grisse
S von der Richtung abhingtyin der wir forgschred=
tenJiir veriieren die Aichtung und lassen die Léngen
konstant.Das haben wir wieder durch eln neues Fostuint
fostzulegen; denn bisher haben wir die Vektoxen mux
lings siner sinsigen Kurve sich bevegend lasems
tor in einer g

Wir gehen also dagu Ubsy,einen Vok
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Vektoxr abtragen.lonn werden die Homponenten xmm Ei'
in der UYmgebunyg vin P Urtsfunktionen werden; wir kon en

sie also nach allen Variabeln differenzieren.lann wird

'
.

| (5 2E et
(2) AL xS Wi

3 ik
pann steckt in %%— gersde des,was wir aughﬁﬁ_t_mﬂ&%_ &b
die 4Abhdngigkeit von der Sdichtung.¥ir setzen

§34 e - ?{.'

Nun bestim t sichnder Charakter der Yensoren zum Tedil
daraus,dass wir verlangen,deaas yc wieder Veltorchsrakte
haben soll.Vlr verlangen also,dass die MBhﬂngﬁ.gkezﬁ von
der Hichtung derart ist,dass sie wieder Vektorcharakter

hat.Vir setszen

" ¢ ] -
. | g
=/ .
( 4 } ,”(5 A 2

Dann steckt in der “rUssé /::,vo'n der wir vorl#ufig
nicht wissen,wss sie 1st,1l und r von den /; her,
und das 1 ist ven der Hichtung her hereingekonmen.
iultiplizieren wir §4) mit S0 hekom en wir wegen
(2) und (%)

’ s NP P — £
.‘(;':JL & & v 2 & 8 5 "‘5'1 % 3 é '

o A e
{5) A i " | £ i

Jaraus ergibt sich
w =
(6) Ay '_/:‘ y o0
Demit heben wir die ALufgabe gelbst,die Avhingigk it der
Grésce . von der Nichtung u bestimmens
¥ir haben nun die Forderungen dex Invariang

der Linge und die Ychliessung des Aaﬂnﬁ "
an die Grscen ) und /~ herangutragen.iir Dehl
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(7)

Um das zu erkeanen,hoben wir dle Schlisscungselgen~

gehaft in Tormeln zu kleiden.¥ir denken uns ein Parailen

logruam 7 Py2q oDir Tichtung T “wollen wir #ureh & |
ale Rickwany IRy dureh & cwaichnsngnmn werden die beidm
Uggchwindigkeiten 'g%— und %L. «Die Koordinsten ven

1™
¢* seien x~ ,die von P selen x jdenn soll fiir ia

Ehchtung 4 sein
« M & dﬂ e’
‘e AL EE

(8) x (5 &),

davel ist e, eilne GrYsce,dfemit t-—»0 verschwindet.

Uie schlies nngseigenschaft besagt nun,dsss,wenn wir
von P aus mit der Ueschwindigkeit -g%-j-- nach 1}"‘*@&
von dort mli einer andrer Geschwinﬁ_igkgﬁ,t nach 1);'
gehen ,dessalbe sich erpeben soll,als wenn wir von

P fiver I, nach -“: gingen mit entsprechenden Geschwin-—
digkeiten.

“ir haben slso zunkchst aus ij‘# uns x'%& zu

verschaf en.la gehen wilr genz entsprechend,vie wir in

: B

(8) von %t ausgingen, jetzt von x~ sus,aber nun in

der Hichtung d.Dabei ist die Yeschwindigkelit,mit
dertwit veorzugehen hsben,aber nichd j,‘% direkt,
sondern transformiexrt. el unsere zu betrachtende

Geschwindigkelt | %{" )7 ,aann ist nach der Cransformations

formel (5)

(9) CE NI, e o OO et i
(d"‘z—" (Y‘? 0»{— o5 e fz"‘

Wir e -halten nun fur den Yebergang ven ¢ nach £, gan

analog zu (8)

‘_'i *

(10) A, " =xTr le L5




e
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g ol _ |
oder wenn wir fiir x* seinen "ert sus (8) einsetgen \
ST Y W i
(11) 4 i [ e P& rik K
paE ST (j‘:'- s _;,.—f:_ * €. 1]44 f-‘**"a)

Nun haben wir al TRt Eet .
80 2w untersnchen,wss pgssiert :
enn wir die ZCedeutun mnkte %
" £ dfriunkte {"und 2, vet¥auschen,
e heben wir zuniichst etnmal die Grissen &, und ¢yydie
von dey Geachwindigkeditrdes Srengliberganges suf Pe*
und PP, herrilhren.Vir ktnmen nun voraus:etsen,dass
wir in beiden Richtungen gleic
gen gleich schnell gehen wollen,
dmss also &4 = &, wird.%ir schreiben (11) um in
o ¢ s
(12) =5 =x“44¢) (——- -r_,jffg_,e—r;/dx.(/“‘ﬁ'f ,.;’)4?]
Bei der VYegbauschang von Pq und Pgtmae:m sich nun die
eraten beiden Llammern tiberhaupt nicht,weil die Summen
in aich fiversehen.ler leizte Ausdruck Zndert sich in-
sofern,als die Indizes r und 1 vertauscht werden.Venn
also der ganze Ausdruck erhalten bleiben soll,so
muss also gelten
A /_- cl
(13) lee” = e
:
Gebris bleibt demn nur noch das Glied 4¢ t50088 gelit

aber von hbherer als gweiter Urdaung gegen Fulls

o

sehen =leo,dass die bchlies ungsforderung bis
auf einen Yehler von htherer als zweiter Urdnung
mit der Symmetrieforderung VoL /:;*‘ in den unteren In-
diges identisch iste

Gehen wir nun zur Forderung der Konstenz der Linge
fher.in mitssen wir alse fordern,dass,wenn wir einen Ve

toe perellel verschieben,die Linge des Vektors

bleibt,dess also gilt

(14) Eix £:E = inv.



Ba 4ist nun

a ik dg 1k i
(16) dt(gik€ &) = $ &+ Eig%%' ék + ﬁikﬁl;ff

fun kommen aber in den letszten beiden Termen elle Indiges
gweimal vor,es wird also fiber alle Indiges Sum-iert,

wir kinnen sic also paarweise vettauschen and erhalten
1%, %81x .4 % 1

(1) GElent €)= 8 1 e 2 gy N E

fur irpendeine flurve m't dem Parameter t.Wir setzen nun

wigder

i g
( 18 ) %%'- = (’ 4

Dann wird

o
P

i} 8813 gxt L
--&.d_ —k

(19) el 4t et I

s ist nun nach der ellgemeinen T#ansformationsformel
»i < el
i i
(20) Qo= L 179
Setzen wir (18) und (19) in (20) ein,so erhalten wir

2g —d P
(21) g (ot = B v 2 gy e

ol B8 1k ¢ xr/
= QE'“ + 28y fov By

also wegen (15)

! & ‘ 7
(22) g ¢ | 284 gl 4+ 2 Bix fov ﬁkzl:/ =0

/ e dx

fir jeden Vektor j sAlso muss die Klam:ey verschwinden

Mittels dieser Gleichung driickt sich also /ey durch
gy und seine erste Ableitung au

Wir kSnnen nun in dem erst®

8§79, -278~ St. Cohn-Vossen - Differentialgeometrie - 1930
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i cder
p A aﬂrg
(25) E(=R v28, T " fan

gir erhalten also eine guedratische Form in §¥€&3ﬁm?hﬁiﬁﬁ

wie nun allgemein folgendes: Sei etws eine verschwindende
quadrs‘biache form gegeben: R

12 - '
(26) ax' 4 bx'x® & cxPx! + dxag = 0
sy alle Werte von X.Dsnn kbnnen wir deraus schliessen

(27) a=0, d=0 ,b+c=0

wir erhalten also wegen der Syxmetri&=van=gik

1 %8y |
2 2z1 T Bix v *E_Ik*su ew =R

oder
g € ¢
(28) E§§& + Ege 4: + Bip 4; =0

Debed ist i er i zu summieren.Die wesentlichen Indizes
gind also 1,k,r.ius dieser CGleichung ist (~ zu berechnen

Zu dem Zwecke sSetzen wir
(29) €11 /;: - /;-:f,r‘

hach iy dieses neue Symbol gilt Symmetrie in r und l.Dans
geht (28) fiber in

(30) %ﬁ%k Q—ﬁ%,v + ﬂ;* = 0

Daraus erhalten wir sofort durch zyklische Vertauschung
(31) _§ 5x§ axf

e o = e = line e =GR

=2 lory
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pamit haben wizr in der Tat das Symbol /, »4 Gurch die
Abletungen des Fundamentsltensors susgedriickt.ilan

qennt die Griesen /, ,

g i e

Lie kovariante AbXeitung,

§80:
e T T

Wir heten gesehen,dass die Christoffelsymbole
gich auf Urund unserer Annehmen eindeutig aue dem Zensor
B1ye aund selnen Ableltungen bestim en.Hun sind aber diese
Annahmen fiber die stationiire Veberiragung unaebhéingig vom
Koordinatensystem.ie erste Forderung ist eine solchs
iber ‘egularititseipenschafien,die natiirlich nichts mit
dem pewihlten System zu tun hat; die zweite Annshme dber
die sehliee ung des rarzsllelogrammes hat ebensowenig
etwos mit dem Koordinatensystea zu tun,und die dritte
ist auch unabhingig davon,well der Ausdruck gikgiﬁk
{nvarisnt ist.lenn wir elso zu einem neuen Zoordinatensysh
fiberrehen,sh milssen sich die Grissen /" durch die
néuen Yrds en in derselben "else ausdriicken lassen wie
im altisn System.’ir schreiben dle Transformationsformeln

in der Cesatalt

.g..h__.-... 'kﬂg
(1) o @

Diese Gleiechuns muss also gegenlibexr einer Xoordinaten—
$ransformation invarient sein.¥ir wsrden also erwarten,
dass die linke Seite voh (1) invaria te Bedeutung hat.
Hntlirldch ist diese Letrachtung kein beweis,sie machi
die Tatsasche nur plausideleZs gibt nun auch bvei Tensoren

o 1 sich
Invarianzeigenschaften.iir wissen ja,dass f?“ff::im

linear trensformipren.ienn also stmtliche
eines T nsors in einea bestin tan Xo rﬁinatmym |

Wmmnam,m maam Me in 3&1‘@ Syoten Tets
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gleichungssyetemeslann scheint aber die eben eingefiihrte
pigenschaft der lensoren sehr speriell,demnsuf Verschwinds
kann mazn jede Uleichung gurfickfilhren.

enn .5« die Vektorgleichung gi =7 b komponentenweise
gelten so?j..'. 80 kenn men diese Gleichung jJa such in der
gestalt &~ — 7° = O schreiben.ler Vextor &l - 4" ver-
gehwindet also in jedem Eo rdinatensystem«Die Gleichung
ist slso inveriant.Vir werden also auch bei unserer Glei-
chune (1) vermuten,dsss e¢s sich um einen verschwindendss
Tfensor hendelt.Diesen “ensor bezeichnen wir mit éi.ﬂiz

gatzgen also

g ~ ' F
(2) =l g

7o it nun leicht zu verifizieren,dass diese durch dle
cleichune (2) einpgefiihrte Urdsse sich in der Tat wie
ein Zensor mit einem obereh und einem interen Index
vernBlte.
wiy wol en iiberlegen,wie dieser lensor im einfachsten
¥all,dem des euklidischen Haumes beschaf en ist.Dann
reduguert sich ja 844 auf die Finheitsmatrix.lenn nun
gber die £.y #opbtent sind (und des sind sie dann je
erst recht),dann verschwinden ihre Ableitungen kann den
Koordinaten,slso verschwindsn such die Ords-en [ +in
diesem Sonderfalle ist also
(3) -
' - Bt
7ir sehen also,dsss ee sich bei dem lensor ‘% um eine

Verallgemeinerung der 5i# srentiation handelt.ian mennd

diese veral gemeinerte Dif erentiation die AL
Ableitung nach x slian meant sie xovariant,weil es sich
um den Grenmzfall eines Cuotienten nandelt,bel dem im

Nenner ein kontravarisnter V ktor stehbs
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e schrittweise machen,wol en zuniichst die kovarisnte
ppleitung fir einen kovarianten Vektor erkiBiven.Und
wir behsuplten,dass eg nur eine Azt der Definttion Eabian
kann,wenn man noch eine Forderung erhebt.81le lautet:
wir gehen aus von einer Invarisnten “iﬁimﬁ Larnns G

i

guf einer furve &7 und u; vorgegeben.lenn wird,wenn diese

peiden Velbtoren stationty vorgegeben werden,der Ausdruck
i

Byl entleng der surve invariant sein.lun ist aber klar,
wie men das Gesetz der stefonaritat zu bédden hat,

ien wird verlangen,dasee die Dete minatbe entartet ist,
dass also die Stoionaritht so erklért wird,dass der Aus-

druck ull} statlondr als eine konstante 4ahl erscheint.
Men hat dann die Formel

(4) a% = U

sur Verfipung,und &8ss ist schon die al gemeline Definition
der UtationmritHt.lun wird man eich denken kinren,dass,
wernn man dif erenziert,sich zwangslHufig auch fir uy

entsprechdne Hegeln ergeben; setgen wir
(5) == 7%,
so lHsst sich (4) in der Gestalt schreiben

: Dy f':"'.':. T ‘.“’;“;" =,
(6) LT w54

‘reetzen wir in dem ersten “emm 1 durch k,was wir diirfen,

weil es sich um Summationsindizes hendelt,so folgt

Bk Py g e &
@ y P g )

‘,'?.;f e
Wir erhalten also sime quadratische Fora in »  und &
Und diese Gleichung (7) soll identisch f4x jedes h‘ﬁ |
7" ¢® geltenyes werden also die Komponenten I‘m

miissens.Und a8 m:gih«‘t sie ﬁ*lei&&nmm,ﬁi& m
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pil
dpse sich aber v,, 5" wie ein kovarisnter Vektor verhult
T Vektor verhuls,

EE Eﬁlt A N ﬁbel‘ dia ?:gi.r&‘riant‘a Ahlaimg falg_enﬁa
gHtze’ |

fenn man die g,, nach den Yesetz,das fiiy zmmg Bum
fensoren mit zwel unteren Indiszes ﬁiltabeh&nda}_ﬁ,w zeigt
sich,dass die Differentialquotienten esimtlion verschwin-
den,wenn nach irgendeiner Variasbein differenziert w-i-#&;
pee ist das formale Gesetz«lann snn man such sehen,
dnos beider Kovarisnten Differentistion dieselben Tegeln
gelten wie bel der gewthnlichen Differentiation.Wenn
wir vtwa das frodukt £ . ;r' nech xf differenzieren wollen,

go arhaltenwir

L A 4 e -
i I 2 o LI
(8 ot T 3

Ferner wird eine Summe differensiert,indem men dle
Summenden differenziert.

Viel wichtiger 1ot ein geomeirischer Sats,der folgendes
vesart: Yir definieren als geoditische Linue die kiirzeste

Verbindung zweier Punktie,azlso die Linie,die die Cleichung
(9) Viig 255208 g4 o titen,

grfiillt«Venn man sie suffinden will,so hat man zu ver=
lanpen,dass der susdruck (9) stationir wird.Und da zeigt

gich,und dss ist ein Sats,den men nicht ohne Zechnung

Tiesen Sstz wol en wir bewelsen,.Wir erinnern uns an

die Formel
{ 10 } A L‘g A
aE
vobei ¢‘die Richiung angibt,in d

Nun verschieben wir den Vekt
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ol s e 3 1 o ¢

(‘H ) aE ‘{cz—; = B T

und wenn wir unter dem Vekbor ¢ wieder die Tengentialkom-

ponente lange einer XZurve verstehen,ergidt sich fur

die antpperallielen fur¥en

A% ra " ox®
. == - X = ¢ ﬂ Ax %
(12) AE att ';.: wt gt

Dag ist ein System von Differentialgleichungen sweiter
Vpdnungebie zweiten Ableitungen der Xoordinsten sind aus~
gedrilickt duren ausdratische Yormen in den ersten Ablei-
tunfen.ieses Gleichungssystem gilt nun nicht imuer.

Bs gixt nur dann,wenn t ein vestinfer ‘arsmeter ist,ninlich
die bBopenlinge.Dass daeg System nicht immer gelten kenn,

srsehen wir an folgendem:Lrsetzen wir % durch 7= 480

tritt der Fakior '»??'} heraus.Es ist ja

AXC ot A% X +AX 2t 3
& e— &2~ 2= !
(13) a6 T ar C1 gt T AT T TAT

Ye kann slso das Yleichungssystem in der Tat also nur
fiir t = s gelten.liess 2sdingung drilckt sich aus in

der Formel
p k
d
(14) Bix 4 B =
Uns ist eine Normierungsgleichung fHr t.%enn sie erfilllt

ist,dann gilt das Gleichungssysiem (12) fur die geodd-

tischen Linien.Wir erhalten sglso den wesentlichen sata:

Die autoparallelen Li
Dabei ist folgendes zu beachten: Wenn wir aiah’e won
dem tfroblem,die kiirzeste intfernung zwischen zwei Punkten

gu finden susgehen,sondern wemn wir nach stationiiren

Linien fragen, d snn wird diese Yorderung &hg“cmm .

Und wir sind ja in der Tat 7

-maﬁes:xmmm Frage, ab em geodntis
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tachden wir die kobarlente Ableitung rein formal sre
glirt haben,vol en wir uns ihre geometrische Bedeutung
glarmachens enn des Glelchungseystenm (12) gilt,so soll
e ein Vektorfeld um einen Yunkt herum stationir efklAren,
fun braucht sber ein beliebiges Vektorfeld nicht ﬂ’aatianur
gu seinDann wird men unter der Aenderung des V‘i‘ﬁr‘ﬁ;ﬁu@%_'
den Ausdeuck

5 ol S i .4y ¢
( ’ )) # N /;-: S %

verstehen.

881: Der Riemamnsche Xrilmmungstensor.

Emoomomm O oSS EEEEaSSEaER sEEsooamsEEane

vir haber mun rur noch einen Schritt zu machen,um
die wirklichen Lrimrungsverhdlinizse in Hiemannschen
lannipfaltigkeiten 2u ken zeichnen«ds zehen wir von --f&lgend_n
Fragestel ung ausa

wir betrschten die Aenderung (u,)' eines Tensors u,.
Niese inteprieren vir Uber slnen reschlossenen VWeg.Zenn

vekommen wir den Ausdruck

(1) /czf (uy) ! wd

Yenn die uy Urtsfunktionen wiirn,wiirde das Integral
verschwinden.oie sind es aber nichijdenn die senderung
18t mit elner Rtichtung gekoppelt.ns ergibt sich also die
Frage ,unter welchen Unstinden dieses Integral verschwin-
det.ls wird slso nach einex Integrationsbedingung gefraghe

Wir suchen slso eine Lisung der Gleichung

{ Fa A .
(2) _ﬁj fj;:: A &

Tn awei Dimensioner kemnen wir die Antwort schon.la
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Zeifjt es Si-‘:‘-l’;:dﬁf—fva diese Sedin SRng [.3) hiﬂr&ieheﬁa m
notwendig 1d8t.%s wird sich also dayum hendeln,.die Diffe
sEGi8 LLlITe=

yeng
(4) ((ngly)y = ((ui}l}.:et

ine fuge zu fassen und zu untersuchen,wie sis auf dss

Versinhwinden des Integrales (1) einwirkt.Vir habea ®#ir

die kovariante Ableitunz gefinden

. __' ; —
(5) e © “;j,% t= fop Uy s
Darsus er:' zlten wir
(6) (( -) (_iﬁ*f-f_ iy 'f'/—{ )“"f—-( )

flenn wir nun k and 1 vertisuschen,dann sehen wir sofort,
gess sich die gemischien Ableitungen,die bei dex Diffe-
rentiation ies craten Bemmes aufireten,fobtheben.®s bleibt

also eine gpawisse Sumne fthrig:
{ - g :
{7) (\u.q )k)l ((uiTI)k = Bikl 118

Der lasaruck auf der rechten sdeite ist jedenfelle ein
Tensor in den dre untersn Iniiges,er lisst sich als

Summe Uber ®Binen genz beliebigen kobarienten Vekior
schreiben,rultivliziert mit einem iusdruck B.der nicht
von » sbhhi gt,sondern nur von den g und [~ «Darsus kann
man schliessen,dass b., ¥l ein “ensor ist mit elnem oheren

und drei unteren Indiges.liian nennt ihn den W

NrgEensor

fiir sehen aslso,dass GRS
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gemeinerung der &shl,die wir in der Flichentheorie das
Gauesische Lriimmungenass genan it haben,Das kan mgjasiah
o klar mechen:

wir haben auch das Gsussische “rdm ungsnass inverisnt
snarakterisieren kinnenfe galt ja die Pormel

'{ ~ /
(8) e~ Jf #e;

wir behaupten,dass dae Integrsl suf der linken Seits
von demselbn Typus ist wie das Integral (1).2s5 war de-
finiert als Integrsl Uber einen kleinen Winrel o.Und diese
winkel o ergaben alich gerade als kovariante Ableitung
des Tangentenvektors.ie steht also auch in (@J stk
als die kovariante Aenderung eines Vektors lﬁngs siner
geschlossenen Kurve,

Ls befremdet zunichset,dass man von einer M zu
pinen lensor kommen soll.las hingt aber so zudanman:
Tn mehy als zweil Dimensionen kann msen durch einen Punkt
beliebig viel Flichen legen.isn kenn also auch in Rie~
man: 8 -hen S#umen von FlHchen reden und eiman Algorithrus
pinfiihren,der dem der gewlhnlichen Ilichentheorie ent-
gnricht.la zeigt es sich,dass sich die Gaussische Artim-
mung auf den Tensor 8,multipliziert mis gewissen Urbssen,
#bertripgt. on diesem lensor B wollen wir amwelerlel
napehen. inmal haben wir schon erwihnt,dass das Verschwind
iieses lansors die “sflichk 1% gibvt,ein stationires
Vektorfeld sinzafiinren.iir beaau ten,das: danit Houl=-
valent ist,dass wir den Riemamnschen Reum in edin Stilek
des euklidischen Hrumes lingeniveu abiilden kann,d.hs
dass es mBglich ist,Koordineten cingufiihren,in denen

talt:

des .inlenelement schlechtnin die Be:
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pieses Vekitorsyetem setzen wir ststiondr inrden Raum
fortevonn wird jedem Punk¥s ein System orthogenaler
finheitsvekioren zugecrdnetsiUnd diese Gyuteme haben ate
pigenschall,dass sie tiberell gleich sind.Uns interessiert
das fichtungsfeld,dass durch diese Vektoren bestimmt wird.
wir benutzen die Integralkurven mit den Fllchen,die sie
gufepannen,esur Lirfllrung elnesncucn Koordinatensystems.
pan wissen wir,daes dle Uleichung der geodiiischen Linie
pnd die des “erallielismus inverient gegen eine Kpordinaten~
gransformation sidd.Unser neues Sysiem hat aber die
Eigenschail der dtetionaritit gegohiiber dem alten.las
1duft darauf hineus,dass die [~ szntlich vexschwinden

miis en.lun wissen wir aber,dass die [~ sich durch die

gyy Urd ihre /bleitungen ausdricken lassen.®s miiscen also
die €1k xonstont sein.sa nun ausserdem in jedenm ‘unkte
orthogonelvektorsn vorliegen,erglibt sich swangsliafig,
dass gy, diz Finnsitsmetrix bildet;d.h. wir haben den

euklidischen Fall vor una.Zs geben also die Tensoren B

die /bweichung des Ziemansischen Reumes vom eu

iidischen
Raumse

ienn die 9 nicht verschwinden,werden wir doch ein
#nalogon zu den FlHchen ronstanter Gnussischer Hetimoung
guchens”ir werden also fragen,od €8 *iichen im Riemannscha
Reume gibht,dle sine Ahhildaung asuf sich selbst gestatten.
Diege Frace ist Houlvalent nit der,dass der NRiemannsche
arfinmunretensor analoen wiellen des Roumes squivalentes
Verhnlten seigt,elso einen gpesielien irensformations-

charakter hat. erattige Riume nennt msn denn auch Biume

kea: R&mmmanha Bamamﬂ:ﬂmwg
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in einem PFunkie ein Koordinatensy LI L
tensysten edn,Wir gehen nun

jn gwei Schritien vor.ler erste besteht darin dass wir

cunkt hindurchgehen,nach
dom Schema der euklidischen Geometrie einfithren,also

dle Richtungen,die dureh den

gureh Polarcoordineten,Wir fihren aush den euklidischen
ngdiusveltor ein.ldadurch wird um jeden Funkt ein Koore
dinatersysten eingefiihrt durch Richtung und Abetana

~

von einem lNachbarpunkte.

Vey zwelte Schritt ist folgender: Wir transfor-
mieren diese Koordinaten auf vechiwinklige Zoordinaten
nach dem Formelschems,das man auch im euklidischen Raum
natsieses Transformationssystem ist ven nicht verschwine
dender Jeterminante.Dann erhalten wir ein rechtwinkliges
roordinatensystem,dis Riemesnngchen lormalkoordinaten.
Fach diesen Betrachiungen 15t es plausibel ~ man muss es

aber beweisen - dass dlese Riemennschen Hormalkoozrdi-

aiirlich ken- man sreichen,dsss die gy, 1B einen
rankte U selbst zur Binheitsmatrix werden; sie trans-
formieren =ich ja nsch dem Gesetz

k

Denn ann men noch verlangen,dass die B4y e
gind.Das 1#uft darauf hinaus,dass gie /[~ verschwinden,
denn sie 2ind durch dile Ableitungen der &8y erxlirts

Verschwinden dex /[~ tbpedsutet aber,dass sich die Gleic

der geoditischen Linie in der Gestalt
w? =
ibel,ds wir von einexr geoditi-

schreibt.Nun ist es plaus
schen Linie ausgegsngen sind,

doge in dlesen
gerade die Ableitungen nach ¥ VeTsSC
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gndexy

Zu geelgnet,die metrisohen Yerh#linigse
auf einer Flichs su kennzeichnen,

gie sind also da

dle setzen ung instangd,
ginen Satz anzudeuten. |

iz haben ohne Bewelis gesagt,dass die Paralleivers
pehiebung mit den geoditischan Linien ﬂs&menhﬁngt;
wir haben gesehen,dass dis geodXtischen Linfen dis subos
parellelen Linien sind.Perner haben wir #2380t Yenn
wir eine beliebige Richtung in eine andere verachieben
wollen,s0 kinen wir das einmel mit Hilfe der geodi-
tischen Linie,dann sber such mit der der geodiitischen
Fliche,die von der geoditischen Linie und den Vektoren
{ aufzespantt wirde.lbann haven wir ¢ denn parallel vere
schoben genan t,wenn 4 eser Vekior einmal in derx gecdi=
tischen rli#che seinexr infangslage bleibt,und wenn er
mit der geodiitiachen Linisximmer denselben %Winkel ein-
gchliesst. tationiive Vergchishung ecines Vaktors in sich
kann also nur aul der geoddtischen Linie geschehens
Fg ergidt sich also die Gleichheit dexr Winkel sofort
gus der Sh&tionaritit.'as sich eber nicht sofort exrgins,
iet,dass der lachbarvekior auch in der geoddtischen
Fliche liegeén muss,ind diess Taitsache kann man mit Hilfe

disser Riemannschen Hormalkoordinaten beweisen.ler Bewels

ist zuerst von Severi exbracht wordens

Sehlusshetrachtung: Zusanmenhlinge der

o T g me s gttt 3 — 3§ 2t mmmoEgcooERREER

Riemannschen UGeometrie mit der modermen maii:

ummn_mmmﬂmm“ﬂms :

Uns bleibt nun noch ibrig,ein paar 'ﬁbﬁ-ﬁ.' tiber @
Insanmenhang der Riemannschen Gsometrie mit dex M
zu Mgenglzi&se Zusangenhiinge sind mmm Ax¥erinaas oo
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1.) Phasenraum.

Wir betrachten unter E‘.\;i;gnmd@lggung. da. Klansteohan

prysik einechanisches tystem,des endlich viele Freiheite
grade besitzt.lann heisst das,dass wir den Ort ja’&&s
Bystems eindeutiz festlesen kbn en durch ngabe dexr
werte von n Varisheln % ,xa,x3:,.a.,xn.ijam wird die
Iustansinderung des <ystems gegeben durch den Uifferen-
tinlquetienten nach der Jeit te«Die itinetische ‘nergie

1gt zunicheat

1
=

§i#

wobei die f._i dle gewlhnlichen Raumkoordinaten darstellen.
Term wir run sin System von llassenpunkten betrachien,

so wird jeder ‘unkt disse Energie haben.Insgesamt erhal~
ten wir slso

e i

pagl on Q)

s lisgt also nahe,sinsn fiemannschen Baum zu betrachten,
der diese Zoordinaten hat und in dem daes Linienelement
17 gieser Torm gegebsn igt.la exglbt sich tatsichlich,
wernl man die Lechanik durch Variationsprinsipuen wor-

schreibt,dess diese sich als Gleichungen der geodktischen

Lin & im Zdemen schen Rsum oder .hasenxaum gehreiben

2.) Reletivititstheo

In der Hdelativitiitstheorie tritt eine neue Zompli~
kation auf.ien nimmt dort die Zeit als vierte Koordinate
zu den Hoordinaten hinzu und pasﬁnlmﬂ,ﬂ.aas gie sich

nittrensformiert.’s ergibt sich aus den Liel
man eine Transformation der Gestaly
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Torderung der Definitivitit.

#ir haben friiher schon den Begriff der ssymototischen

Richfuns n eingeffirt; das waren die Richiungen,in

genen das ‘dnelelement verschwindeteIn undersr Theorie
gmalas waren es komplexe Riohtungem,jetst werden sie

reillasie beschreiben einen reellen Kegel.®r entspficht

den Lichtetrahlen im viedimensionslen Refim.Er hat ein
Inmerss und ein Aeusseres.liese Unterscheidung gilt

ja £ir alle Dimensionen.Jede resdle fransformation des
gangen Raumes fihrt diesen Kegel 1n einen anderen i#ber.
vy toilt slseooslls fransformationsn in zwel Klassens
eig sind unzerst¥rbar durch reelle fransfornationens
an nennt diese beiden Klas-en die geitexrtipe und die
1ichtartizg. Die Crundesnshme dex hgletivittitstheorie
1st die,ds93 jeder Vorgang eilner zeltartigen Aichtung
und jeder Jurkt einer raumartigen Richtung entsprichis

T F TN T EET T TRy




