Mathematische Probleme

Vortrag, gehalten auf dem internationalen Mathematiker-Kongref3
zu Paris 1900.

Von
D. Hilbert

Wer von uns wiirde nicht gern den Schleier liiften, unter dem die Zukunft verbor-
gen liegt, um einen Blick zu werfen auf die bevorstehenden Fortschritte unsrer
Wissenschaft und in die Geheimnisse ihrer Entwickelung wahrend der kiinftigen
Jahrhunderte! Welche besonderen Ziele werden es sein, denen die fithrenden ma-
thematischen Geister der kommenden Geschlechter nachstreben? welche neuen
Methoden und neuen Thatsachen werden die neuen Jahrhunderte entdecken -
auf dem weiten und reichen Felde mathematischen Denkens?

Die Geschichte lehrt die Stetigkeit der Entwickelung der Wissenschaft. Wir
wissen, dafl jedes Zeitalter eigene Probleme hat, die das kommende Zeitalter 16st
oder als unfruchtbar zur Seite schiebt und durch neue Probleme ersetzt. Wollen
wir eine Vorstellung gewinnen von der muthmafllichen Entwickelung mathema-
tischen Wissens in der néichsten Zukunft, so miissen wir die offenen Fragen vor
unserem Geiste passiren lassen und die Probleme iiberschauen, welche die ge-
genwirtige Wissenschaft stellt, und deren Losung wir von der Zukunft erwarten.
7 einer solchen Musterung der Probleme scheint mir der heutige Tag, der an
der Jahrhundertwende liegt, wohl geeignet; denn die groflen Zeitabschnitte for-
dern uns nicht blos auf zu Riickblicken in die Vergangenheit, sondern sie lenken
unsere Gedanken auch auf das unbekannte Bevorstehende.

Die hohe Bedeutung bestimmter Probleme fiir den Fortschritt der mathe-
matischen Wissenschaft im Allgemeinen und die wichtige Rolle, die sie bei der
Arbeit des einzelnen Forschers spielen, ist unleugbar. Solange ein Wissenszweig
Ueberflu} an Problemen bietet, ist er lebenskriftig; Mangel an Problemen be-
deutet Absterben oder Authéren der selbststidndigen Entwickelung. Wie iiber-
haupt jedes menschliche Unternehmen Ziele verfolgt, so braucht die mathema-
tische Forschung Probleme. Durch die Losung, von Problemen stdhlt sich die
Kraft des Forschers; er findet neue Methoden und Ausblicke, er gewinnt einen
weiteren und freieren Horizont.

Es ist schwierig und oft unmdoglich, den Wert eines Problems im Voraus rich-
tig zu beurteilen; denn schlieflich entscheidet der Gewinn, den die Wissenschaft
dem Problem verdankt. Dennoch kénnen wir fragen, ob es allgemeine Merkmale
giebt, die ein gutes mathematisches Problem kennzeichnen.

Ein alter franzosischer Mathematiker hat gesagt: Eine mathematische Theo-
rie ist nicht eher als vollkommen anzusehen, als bis du sie so klar gemacht hast,
dafl du sie dem ersten Manne erklidren kénntest, den du auf der Strafle triffst.
Diese Klarheit und leichte Fafllichkeit, wie sie hier so drastisch fiir eine mathema-
tische Theorie verlangt wird, méchte ich viel mehr von einem mathematischen



Problem fordern, wenn dasselbe vollkommen sein soll; denn das Klare und leicht
Faflliche zieht uns an, das Verwickelte schreckt uns ab.

Ein mathematisches Problem sei ferner schwierig, damit es uns reizt, und
dennoch nicht vollig unzuginglich, damit es unserer Anstrengung nicht spot-
te; es sei uns ein Wahrzeichen auf den verschlungenen Pfaden zu verborgenen
Wahrheiten - uns hernach lohnend mit der Freude iiber die gelungene Losung.

Die Mathematiker fritherer Jahrhunderte pflegten sich mit leidenschaftli-
chem Eifer der Losung einzelner schwieriger Probleme hinzugeben; sie kannten
den Wert schwieriger Probleme. Ich erinnere nur an das von JOHANN BER-
NOULLI gestellte Problem der Linie des schnellsten Falles. Die Erfahrung zeige,
so fithrt BERNOULLI in der 6ffentlichen Ankiindigung dieses Problems aus, dafl
edle Geister zur Arbeit an der Vermehrung des Wissens durch nichts mehr ange-
trieben werden, als wenn man ihnen schwierige und zugleich niitzliche Aufgaben
vorlege, und so hoffe er sich den Dank der mathematischen Welt zu verdienen,
wenn er nach dem Beispiele von Ménnern, wie MERSENNE, PASCAL, FERMAT,
VIVIANT und anderen, welche vor ihm dasselbe thaten, den ausgezeichneten Ana-
lysten seiner Zeit eine Aufgabe vorlege, damit sie daran wie an einem Priifstei-
ne die Giite ihrer Methoden beurtheilen und ihre Kréifte messen konnten. Dem
genannten Problem von BERNOULLI und &hnlichen Problemen verdankt die Va-
riationsrechnung ihren Ursprung.

FERMAT hatte bekanntlich behauptet, da3 die Diophantische Gleichung —
aufler in gewissen selbstverstéindlichen Fallen —

in ganzen Zahlen x, y, z unlosbar sei; das Problem, diese Unmdglichkeit nachzu-
weisen, bietet ein schlagendes Beispiel dafiir, wie fordernd ein sehr spezielles und
scheinbar unbedeutendes Problem auf die Wissenschaft einwirken kann. Denn
durch die FERMATsche Aufgabe angeregt, gelangte KUMMER zu der Einfithrung
der idealen Zahlen und zur Entdeckung des Satzes von der eindeutigen Zerlegung
der Zahlen eines Kreiskorpers in ideale Primfaktoren - eines Satzes, der heute
in der ihm durch DEDEKIND und KRONECKER erteilten Verallgemeinerung auf
beliebige algebraische Zahlbereiche im Mittelpunkte der modernen Zahlentheo-
rie steht, und dessen Bedeutung weit {iber die Grenzen der Zahlentheorie hinaus
in das Gebiet der Algebra und der Funktionentheorie reicht.

Um von einem ganz anderen Forschungsgebiete zu reden, so erinnere ich
an das Dreikdrperproblem. Dem Umstande, dal POINCARE es unternahm, die-
ses schwierige Problem erneut zu behandeln und der Loésung ndher zu fiihren,
verdanken wir die fruchtbaren Methoden und die weittragenden Principien, die
dieser Gelehrte der himmlischen Mechanik erschlossen hat und die heute auch
der praktische Astronom anerkennt und anwendet.

Die beiden vorhingenannten Probleme, das FERMATSCHE Problem und das
Dreikorperproblem, erscheinen uns im Vorrath der Probleme nie fast wie ent-
gegengesetzte Pole: das erstere eine freie Erfindung des reinen Verstandes, der



Region der abstrakten Zahlentheorie angehorig; das andere uns von der Astro-
nomie aufgezwungen und nothwendig zur Erkenntnis einfachster fundamentaler
Naturphidnomene.

Aber oftmals trifft es sich auch, dafl das nimliche specielle Problem in die
verschiedenartigsten Disciplinen mathematischen Wissens eingreift. So spielt das
Problem der kiirzesten Linie zugleich in den Grundlagen der Geometrie, in der
Theorie der krummen Linien und Fldchen, in der Mechanik und in der Variati-
onsrechnung eine wichtige historische und principielle Rolle. Und wie tiberzeu-
gend hat F. KLEIN in seinem Buche tiber das Ikosaeder die Bedeutung geschil-
dert die dem Problem der requldren Polyeder in der Elementargeometrie, in der
Gruppen- und Gleichungstheorie und in der Theorie der linearen Differential-
gleichungen zukommt.

Um die Wichtigkeit bestimmter Probleme in’s Licht zu setzen, darf ich auch
auf WEIERSTRASS hinweisen, der es als eine gliickliche Fiigung bezeichnete, dafl
er zu Beginn seiner wissenschaftlichen Laufbahn ein so bedeutendes Problem
vorfand, wie es das JACOBIsche Umkehrproblem war, an dessen Bearbeitung er
sich machen konnte.

Nachdem wir uns die allgemeine Bedeutung der Probleme in der Mathematik
vor Augen gefiihrt haben, wenden wir uns zu der Frage, aus welchen Quellen die
Mathematik ihre Probleme schopft. Sicherlich stammen die ersten und #ltesten
Probleme in jedem mathematischen Wissenszweige aus der Erfahrung und sind
durch die Welt der duferen Erscheinungen angeregt worden. Selbst die Regeln
des Rechnens mit ganzen Zahlen sind auf einer niederen Kulturstufe der Mensch-
heit wohl in dieser Weise entdeckt worden, wie ja auch heute noch das Kind die
Anwendung dieser Gesetze nach der empirischen Methode erlernt. Das Gleiche
gilt von den ersten Problemen der Geometrie: den aus dem Alterthum iiberlie-
ferten Problemen der Kubusverdoppelung, der Quadratur des Kreises und den
dltesten Problemen aus der Theorie der Auflésung numerischer Gleichungen,
aus der Curvenlehre und der Differential- und Integralrechnung, aus der Varia-
tionsrechnung, der Theorie der Fourierschen Reihen und der Potentialtheorie -
gar nicht zu reden von der weiteren reichen Fiille der eigentlichen Probleme aus
der Mechanik, Astronomie und Physik.

Bei der Weiterentwickelung einer mathematischen Disciplin wird sich je-
doch der menschliche Geist, ermuthigt durch das Gelingen der Lésungen, seiner
Selbststandigkeit bewuflt; er schafft aus sich selbst heraus oft ohne erkennba-
re duflere Anregung allein durch logisches Combiniren, durch Verallgemeinern,
Specialisiren, durch Trennen und Sammeln der Begriffe in gliicklichster Weise
neue und fruchtbare Probleme und tritt dann selbst als der eigentliche Frager
in den Vordergrund. So entstanden das Primzahlproblem und die iibrigen Pro-
bleme der Arithmetik, die GALOISsche Gleichungstheorie, die Theorie der alge-
braischen Invarianten, die Theorie der Abelschen und automorphen Funktionen
und so entstehen iiberhaupt fast alle feineren Fragen der modernen Zahlen- und
Funktionentheorie.

Inzwischen, wihrend die Schaffenskraft des reinen Denkens wirkt, kommt



auch wieder von neuem die Aulenwelt zur Geltung, zwingt uns durch die wirk-
lichen Erscheinungen neue Fragen auf, erschliefit neue mathematische Wissens-
gebiete und, indem wir diese neuen Wissensgebiete fiir das Reich des reinen
Denkens zu erwerben suchen, finden wir hiufig die Antworten auf alte ungeloste
Probleme und fordern so zugleich am besten die alten Theorien. Auf diesem
stets sich wiederholenden und wechselnden Spiel zwischen Denken und Erfah-
rung beruhen, wie mir scheint, die zahlreichen und iiberraschenden Analogieen
und jene scheinbar praestabilirte Harmonie, welche der Mathematiker so oft
in den Fragestellungen, Methoden und Begriffen verschiedener Wissensgebiete
wahrnimmt.

Wir erdrtern noch kurz, welche berechtigten allgemeinen Forderungen an
die Losung eines mathematischen Problems zu stellen sind: ich meine vor Al-
lem die, daf} es gelingt, die Richtigkeit der Antwort durch eine endliche Anzahl
von Schliissen darzuthun und zwar auf Grund einer endlichen Anzahl von Vor-
aussetzungen, welche in der Problemstellung liegen und die jedesmal genau zu
formuliren sind. Diese Forderung der logischen Deduktion mittelst einer endli-
chen Anzahl von Schliissen ist nichts anderes als die Forderung der Strenge in der
Beweisfithrung. In der That die Forderung der Strenge, die in der Mathematik
bekanntlich von sprichwortlicher Bedeutung geworden ist, entspricht einem all-
gemeinen philosophischen Bediirfnis unseres Verstandes und andererseits kommt
durch ihre Erfiillung allein erst der gedankliche Inhalt und die Fruchtbarkeit des
Problems zur vollen Geltung. Ein neues Problem, zumal, wenn es aus der dufle-
ren Erscheinungswelt stammt, ist wie ein junges Reis, welches nur gedeiht und
Friichte trédgt, wenn es auf den alten Stamm, den sicheren Besitzstand unse-
res mathematischen Wissens, sorgfiltig und nach den strengen Kunstregeln des
Gértners aufgepfropft wird.

Zudem ist es ein Irrtum zu glauben, daf3 die Strenge in der Beweisfithrung
die Feindin der Einfachheit wére. An zahlreichen Beispielen finden wir im Ge-
genteil bestitigt, dal die strenge Methode auch zugleich die einfachere und
leichter fafiliche ist. Das Streben nach Strenge zwingt uns eben zur Auffindung
einfacherer SchluBlweisen; auch bahnt es uns hidufig den Weg zu Methoden, die
entwickelungsfihiger sind als die alten Methoden von geringerer Strenge. So er-
fuhr die Theorie der algebraischen Curven durch die strengere funktionentheo-
retische Methode und die folgerichtige Einfiihrung transcendenter Hilfsmittel
eine erhebliche Vereinfachung und gréflere Einheitlichkeit. Der Nachweis fer-
ner, daf} die Potenzreihe die Anwendung der vier elementaren Rechnungsarten,
sowie das gliedweise Diferentiiren und Integriren gestattet und die darauf be-
ruhende Erkenntnis der Bedeutung der Potenzreihe, trug erheblich zur Verein-
fachung der gesamten Analysis, insbesondere der Theorie der Elimination und
der Theorie der Differentialgleichungen sowie der in derselben zu fithrenden Exi-
stenzbeweise bei. Das schlagendste Beispiel aber fiir meine Behauptung ist die
Variationsrechnung. Die Behandlung der ersten und zweiten Variation bestimm-
ter Integrale brachte zum Teil duflerst complicirte Rechnungen mit sich und die
betreffenden Entwickelungen der alten Mathematiker entbehrten der erforder-
lichen Strenge. WEIERSTRASS zeigte uns den Weg zu einer neuen und sicheren



Begriindung der Variationsrechnung. An dem Beispiel des einfachen Integrals
und des Doppelintegrals werde ich zum Schlufl meines Vortrages kurz andeuten,
wie die Verfolgung dieses Weges zugleich eine iiberraschende Vereinfachung der
Variationsrechnung mit sich bringt, indem zum Nachweis der notwendigen und
hinreichenden Criterien fiir das Eintreten eines Maximums und Minimums die
Berechnung der zweiten Variation und zum Teil sogar die mithsamen an die
erste Variation ankniipfenden Schliisse vollig entbehrlich werden - gar nicht zu
reden von dem Fortschritte, der in der Authebung der Beschriankung auf solche
Variationen liegt, fiir die die Differentialquotienten der Funktionen nur wenig
variiren.

Wenn ich die Strenge in den Beweisen als Erfordernif fiir eine vollkommene
Losung eines Problems hinstelle, so mochte ich andererseits zugleich die Meinung
widerlegen, als seien etwa nur die Begriffe der Analysis oder gar nur diejenigen
der Arithmetik der vollig strengen Behandlung fihig. Eine solche bisweilen von
hervorragenden Seiten vertretene Meinung halte ich fiir durchaus irrig; eine so
einseitige Auslegung der Forderung der Strenge fiihrt bald zu einer Ignorirung al-
ler aus der Geometrie, Mechanik und Physik stammenden Begriffe, zu einer Un-
terbindung des Zuflusses von neuem Material aus der Aulenwelt und schliefllich
sogar in letzter Consequenz zu einer Verwerfung der Begriffe des Continuums
und der Irrationalzahl. Welch wichtiger Lebensnerv aber wiirde der Mathematik
abgeschnitten durch eine Exstirpation der Geometrie und der mathematischen
Physik? Ich meine im Gegenteil, wo immer von erkenntnistheoretischer Seite
oder in der Geometrie oder aus den Theorien der Naturwissenschaft mathema-
tische Begriffe auftauchen, erwéchst der Mathematik die Aufgabe, die diesen
Begriffen zu Grunde liegenden Principien zu erforschen und dieselben durch ein
einfaches und vollstéindiges System von Axiomen derart festzulegen, dafl die
Schirfe der neuen Begriffe und ihre Verwendbarkeit zur Deduktion den alten
arithmetischen Begriffen in keiner Hinsicht nachsteht.

Zu den neuen Begriffen gehtren notwendig auch neue Zeichen; diese wéihlen
wir derart, dafl sie uns an die Erscheinungen erinnern, die der Anlafl waren zur
Bildung der neuen Begriffe. So sind die ggometrischen Figuren Zeichen fiir die
Erinnerungsbilder der rdumlichen Anschauung und finden als solche bei allen
Mathematikern Verwendung. Wer benutzt nicht stets zugleich mit der Doppe-
lungleichung a > b > ¢ fiir drei Gréflen a, b, ¢ das Bild dreier hintereinander auf
einer Geraden liegenden Punkte als das geometrische Zeichen des Begriffes “zwi-
schen”. Wer bedient sich nicht der Zeichnung in einander gelagerter Strecken
und Rechtecke, wenn es gilt einen schwierigen Satz iiber die Stetigkeit von Funk-
tionen oder die Existenz von Verdichtungsstellen in voller Strenge zu beweisen.
Wer konnte ohne die Figur des Dreiecks, des Kreises mit seinem Mittelpunkt,
wer ohne das Kreuz dreier zueinander senkrechter Achsen auskommen? oder
wer wollte auf die Vorstellung des Vektorfeldes oder das Bild einer Curven- und
Fldchenschaar mit ihrer Enveloppe verzichten, das in der Differentialgeometrie,
in der Theorie der Differentialgleichungen, in der Begriindung der Variations-
rechnung und anderer rein mathematischer Wissenszweige eine so wichtige Rolle
spielt?



Die arithmetischen Zeichen sind geschriebene Figuren und die geometrischen
Figuren sind gezeichnete Formeln, und kein Mathematiker konnte diese gezeich-
neten Formeln entbehren, so wenig wie ihm beim Rechnen etwa das Formiren
und Auflésen der Klammern oder die Verwendung anderer analytischer Zeichen
entbehrlich sind.

Die Anwendung der geometrischen Zeichen als strenges Beweismittel setzt
die genaue Kenntnifl und vollige Beherrschung der Axiome voraus, die jenen Fi-
guren zu Grunde liegen, und damit diese geometrischen Figuren dem allgemei-
nen Schatze mathematischer Zeichen einverleibt werden diirfen, ist daher eine
strenge axiomatische Untersuchung ihres anschauungsmifigen Inhaltes notwen-
dig. Wie man beim Addiren zweier Zahlen die Ziffern nicht unrichtig unterein-
andersetzen darf, sondern vielmehr erst die Rechnungsregeln d. h. die Axiome
der Arithmetik, das richtige Operiren mit den Ziffern bestimmen, so wird das
Operiren mit den geometrischen Zeichen durch die Axiome der geometrischen
Begriffe und deren Verkniipfung bestimmt.

Die Uebereinstimmung zwischen geometrischem und arithmetischem Den-
ken zeigt sich auch darin, dafl wir bei arithmetischen Forschungen ebensowenig
wie bei geometrischen Betrachtungen in jedem Augenblicke die Kette der Den-
koperationen bis auf die Axiome hin verfolgen; vielmehr wenden wir, zumal bei
der ersten Inangriffnahme eines Problems, in der Arithmetik genau wie in der
Geometrie zunichst ein rasches, unbewufites, nicht definitiv sicheres Combini-
ren an, im Vertrauen auf ein gewisses arithmetisches Gefiihl fir die Wirkungs-
weise der arithmetischen Zeichen, ohne welches wir in der Arithmetik ebenso-
wenig vorwirts kommen wiirden, wie in der Geometrie ohne die geometrische
Einbildungskraft. Als Muster einer mit geometrischen Begriffen und Zeichen
in strenger Weise operirenden arithmetischen Theorie nenne ich das Werk von
MINKOWSKI' “Geometrie der Zahlen.”

Es moégen noch einige Bemerkungen iiber die Schwierigkeiten, die mathema-
tische Probleme bieten konnen und die Ueberwindung solcher Schwierigkeiten
Platz finden.

Wenn uns die Beantwortung eines mathematischen Problems nicht gelin-
gen will, so liegt hdufig der Grund darin, daf3 wir noch nicht den allgemeine-
ren Gesichtspunkt erkannt haben, von dem aus das vorgelegte Problem nur als
einzelnes Glied einer Kette verwandter Probleme erscheint. Nach Auffindung
dieses Gesichtspunktes wird h&ufig nicht nur das vorgelegte Problem unserer
Erforschung zugénglicher, sondern wir gelangen so zugleich in den Besitz einer
Methode, die auf die verwandten Probleme anwendbar ist. Als Beispiel diene
die Einfithrung complexer Integrationswege in der Theorie der bestimmten Inte-
grale durch CAuCHY und die Aufstellung des Idealbegriffes in der Zahlentheorie
durch KUMMER. Dieser Weg zur Auffindung allgemeiner Methoden ist gewif3
der gangbarste und sicherste; denn wer, ohne ein bestimmtes Problem vor Auge
zu haben, nach Methoden sucht, dessen Suchen ist meist vergeblich.

1Leipzig 1896



Eine noch wichtigere Rolle als das Verallgemeinern spielt — wie ich glau-
be — bei der Beschiftigung mit mathematischen Problemen das Specialisiren.
Vielleicht in den meisten Féllen, wo wir die Antwort auf eine Frage vergeblich
suchen, liegt die Ursache des Mifllingens darin, dafl wir einfachere und leich-
tere Probleme als das vorgelegte noch nicht oder noch unvollkommen erledigt
haben. Es kommt dann Alles darauf an, diese leichteren Probleme aufzufinden
und ihre Losung mit moglichst vollkommenen Hilfsmitteln und durch verall-
gemeinerungsfihige Begriffe zu bewerkstelligen. Diese Vorschrift ist einer der
wichtigsten Hebel zur Ueberwindung mathematischer Schwierigkeiten und es
scheint mir, dafl man sich dieses Hebels meistens - wenn auch unbewufit - be-
dient.

Mitunter kommt es vor, da} wir die Beantwortung unter ungeniigenden
Voraussetzungen oder in unrichtigem Sinne erstreben und in Folge dessen nicht
zum Ziele gelangen. Es entsteht dann die Aufgabe, die Unmoglichkeit der Losung
des Problems unter den gegebenen Voraussetzungen und in dem verlangten Sin-
ne nachzuweisen. Solche Unmoglichkeitsbeweise wurden schon von den Alten
gefithrt, indem sie z. B. zeigten, dafl die Hypotenuse eines gleichschenkligen
rechtwinkligen Dreiecks zur Kathete in einem irrationalen Verhéltnisse steht.
In der neueren Mathematik spielt die Frage nach der Unmoglichkeit gewisser
Losungen eine hervorragende Rolle und wir nehmen so gewahr, daf} alte schwie-
rige Probleme wie der Beweis des Parallelenaxioms, die Quadratur des Kreises
oder die Auflésung der Gleichungen 5% Grades durch Wurzelzichen, wenn auch
in anderem als dem urspriinglich gemeinten Sinne, dennoch eine vollig befriedi-
gende und strenge Losung gefunden haben.

Diese merkwiirdige Thatsache neben anderen philosophischen Griinden ist es
wohl, welche in uns eine Ueberzeugung entstehen li8t, die jeder Mathematiker
gewif} teilt, die aber bis jetzt wenigstens niemand durch Beweise gestutzt hat -
ich meine die Ueberzeugung, dafl ein jedes bestimmte mathematische Problem
einer strengen Erledigung notwendig fihig sein miisse, sei es, dafl es gelingt,
die Beantwortung der gestellten Frage zu geben, sei es, da3 die Unmoglichkeit
seiner Losung und damit die Notwendigkeit des Mifllingens aller Versuche dar-
gethan wird. Man lege sich irgend ein bestimmtes ungeltstes Problem vor, etwa
die Frage nach der Irrationalitit der EULER-MASCHERONIschen Constanten C'
oder die Frage, ob es unendlich viele Primzahlen von der Form 2" + 1 giebt. So
unzuginglich diese Probleme uns erscheinen und so ratlos wir zur Zeit ihnen ge-
geniiber stehen — wir haben dennoch die sichere Ueberzeugung, dafl ihre Losung
durch eine endliche Anzahl rein logischer Schliisse gelingen mufi.

Ist dieses Axiom von der Losbarkeit eines jeden Problems eine dem mathe-
matischen Denken allein charakteristische Eigentiimlichkeit, oder ist es vielleicht
ein allgemeines dem inneren Wesen unseres Verstandes anhaftendes Gesetz, dafl
alle Fragen, die er stellt, auch durch ihn einer Beantwortung fihig sind? Trifft
man doch auch in anderen Wissenschaften alte Probleme an, die durch den Be-
weis der Unmoglichkeit in der befriedigendsten Weise und zum hoéchsten Nutzen
der Wissenschaft erledigt worden sind. Ich erinnere an das Problem des Perpetu-
um mobile. Nach den vergeblichen Versuchen der Construktion eines Perpetuum



mobile forschte man vielmehr nach den Beziehungen, die zwischen den Natur-
kriften bestehen miissen, wenn ein Perpetuum mobile unmdglich sein soll?, und
diese umgekehrte Fragestellung fithrte auf die Entdeckung des Gesetzes von der
Erhaltung der Energie, das seinerseits die Unmoéglichkeit des Perpetuum mobi-
le in dem urspriinglich, verlangten Sinne erklért. Diese Ueberzeugung von der
Losbarkeit eines jeden mathematischen Problems ist uns ein kriftiger Ansporn
wihrend der Arbeit; wir horen in uns den steten Zuruf: Da ist das Problem,
suche die Lésung. Du kannst sie durch reines Denken finden; denn in der Ma-
thematik giebt es, kein Ignorabimus!

Unermeflich ist die Fiille von Problemen in der Mathematik, und sobald
ein Problem gelost ist, tauchen an dessen Stelle zahllose neue Probleme auf.
Gestatten Sie mir im Folgenden, gleichsam zur Probe, aus verschiedenen ma-
thematischen Disciplinen einzelne bestimmte Probleme zu nennen, von deren
Behandlung eine Forderung der Wissenschaft sich erwarten lift.

Ueberblicken wir die Principien der Analysis und der Geometrie. Die anre-
gendsten und bedeutendsten Ereignisse des letzten Jahrhunderts sind auf diesem
Gebiete, wie mir scheint, die arithmetische Erfassung des Begriffs des Continu-
ums in den Arbeiten von CAuUCHY, BOLZANO, CANTOR und die Entdeckung
der Nicht-EukLiDischen Geometrie durch GAUSss, BOLYAI, LOBATSCHEFSKIY.
Ich lenke daher zunichst Thre Aufmerksamkeit auf einige diesen Gebieten an-
gehorenden Probleme.

1. CANTORs Problem von der Michtigkeit des Continuums.

Zwei Systeme, d. h. zwei Mengen von gewdhnlichen reellen Zahlen (oder
Punkten) heiflen nach CANTOR aequivalent oder von gleicher Méchtigkeit, wenn
sie zu einander in eine derartige Beziehung gebracht werden koénnen, daf} einer
jeden Zahl der einen Menge eine und nur eine bestimmte Zahl der anderen
Menge entspricht. Die Untersuchungen von CANTOR iiber solche Punktmengen
machen einen Satz sehr wahrscheinlich, dessen Beweis jedoch trotz eifrigster
Bemiithungen bisher noch Niemanden gelungen ist; dieser Satz lautet:

Jedes System von unendlich vielen reellen Zahlen d. h. jede unendliche
Zahlen- (oder Punkt)menge ist entweder der Menge der ganzen natiirlichen
Zahlen 1, 2, 3, ... oder der Menge siammtlicher reellen Zahlen und mithin dem
Continuum, d. h. etwa den Punkten einer Strecke aequivalent; im Sinne der
Aeqivalenz giebt es hiernach nur zwei Zahlenmengen, die abzihlbare Menge und
das Continuum.

Aus diesem Satz wiirde zugleich folgen, dafl das Continuum die nichste
Michtigkeit iiber die M#chtigkeit der abzéhlbaren Mengen hinaus bildet; der Be-
weis dieses Satzes wiirde mithin eine neue Briicke schlagen zwischen der abzéihl-
baren Menge und dem Continuum. Es sei noch eine andere sehr merkwiirdige

2Vgl. Helmholtz, Ueber die Wechselwirkung der Naturkrifte und die darauf beziiglichen
neuesten Ermittelungen der Physik. Vortrag, gehalten in Koénigsberg 1854.



Behauptung CANTORs erwéhnt, die mit dem genannten Satze in engstem Zu-
sammenhange steht und die vielleicht den Schliissel zum Beweise dieses Satzes
liefert. Irgend ein System von reellen Zahlen heifit geordnet, wenn von irgend
zwei Zahlen des Systems festgesetzt ist, welches die frithere und welches die
spétere sein soll, und dabei diese Festsetzung eine derartige ist, daf3, wenn eine
Zahl a frither als die Zahl b und b friither als ¢ ist, so auch stets a friiher als ¢
erscheint. Die natiirliche Anordnung der Zahlen eines Systems heifle diejenige,
bei der die kleinere als die frithere, die grofiere als die spétere festgesetzt wird.
Es giebt aber, wie leicht zu sehen ist, noch unendlich viele andere Arten, wie
man die Zahlen eines Systems ordnen kann.

Wenn wir eine bestimmte Ordnung der Zahlen ins Auge fassen und aus den-
selben irgend ein besonderes System dieser Zahlen, ein sogenanntes Teilsystem
oder eine Teilmenge, herausgreifen, so erscheint diese Teilmenge ebenfalls geord-
net. CANTOR betrachtet nun eine besondere Art von geordneten Mengen, die er
als wohlgeordnete Mengen bezeichnet und die dadurch charakterisirt sind, dafl
nicht nur in der Menge selbst, sondern auch in jeder Teilmenge eine fritheste
Zahl existirt. Das System der ganzen Zahlen 1, 2, 3, ... in dieser seiner natiirli-
chen Ordnung ist offenbar eine wohlgeordnete Menge. Dagegen ist das System
aller reellen Zahlen, d. h. das Continuum in seiner natiirlichen Ordnung offenbar
nicht wohlgeordnet. Denn, wenn wir als Teilmenge die Punkte einer endlichen
Strecke mit Ausnahme des Anfangspunktes der Strecke ins Auge fassen, so be-
sitzt diese Teilmenge jedenfalls kein friithestes Element. Es erhebt sich nun die
Frage, ob sich die Gesamtheit aller Zahlen nicht in anderer Weise so ordnen
148t, daB jede Teilmenge ein frithestes Element, hat, d. h. ob das Continuum
auch als wohlgeordnete Menge aufgefafit werden kann, was CANTOR bejahen zu
miissen glaubt. Es erscheint mir hoéchst wiinschenswert, einen direkten Beweis
dieser merkwiirdigen Behauptung von CANTOR zu gewinnen, etwa durch wirkli-
che Angabe einer solchen Ordnung der Zahlen, bei welcher in jedem Teilsystem
eine fritheste Zahl aufgewiesen werden kann.

2. Die Widerspruchslosigkeit der arithmetischen Axiome.

Wenn es sich darum handelt, die Grundlagen einer Wissenschaft zu untersu-
chen, so hat man ein System von Axiomen aufzustellen, welche eine genaue und
vollstdndige Beschreibung derjenigen Beziehungen enthalten, die zwischen den
elementaren Begriffen jener Wissenschaft stattfinden. Die aufgestellten Axio-
me sind zugleich die Definitionen jener elementaren Begriffe und jede Aussage
innerhalb des Bereiches der Wissenschaft, deren Grundlagen wir priifen, gilt
uns nur dann als richtig, falls sie sich mittelst einer endlichen Anzahl logischer
Schliisse aus den aufgestellten Axiomen ableiten lifit. Bei niherer Betrachtung
entsteht die Frage, ob etwa gewisse Aussagen einzelner Azxiome sich unterein-
ander bedingen und ob nicht somit die Aziome noch gemeinsame Bestandteile
enthalten, die man beseitigen muj$, wenn man zu einem System von Aziomen
gelangen will, die véllig von einander unabhdngig sind.

Vor Allem aber mochte ich unter den zahlreichen Fragen, welche hinsichtlich
der Axiome gestellt werden kénnen, dies als das wichtigste Problem bezeichnen,



zu beweisen, daf$ dieselben untereinander widerspruchslos sind, d. h. daf§ man
auf Grund derselben mittelst einer endlichen Anzahl von logischen Schliissen
niemals zu Resultaten gelangen kann, die miteinander in Widerspruch stehen.

In der Geometrie gelingt der Nachweis der Widerspruchslosigkeit der Axiome
dadurch, dafl man einen geeigneten Bereich von Zahlen construirt, derart, dafl
den geometrischen Axiomen analoge Beziehungen zwischen den Zahlen dieses
Bereiches entsprechen und dafl demnach jeder Widerspruch in den Folgerungen
aus den geometrischen Axiomen auch in der Arithmetik jenes Zahlenbereiches
erkennbar sein miifite. Auf diese Weise wird also der gewiinschte Nachweis fiir
die Widerspruchslogigkeit der geometrischen Axiome auf den Satz von der Wi-
derspruchslosigkeit der arithmetischen Axiome zuriickgefiihrt.

Zum Nachweise fiir die Widerspruchslosigkeit der arithmetischen Axiome
bedarf es dagegen eines direkten Weges.

Die Axiome der Arithmetik sind im Wesentlichen nichts anderes als die be-
kannten Rechnungsgesetze mit Hinzunahme des Axiomes der Stetigkeit. Ich ha-
be sie kiirzlich zusammengestellt® und dabei das Axiom der Stetigkeit durch zwei
einfachere Axiome ersetzt, ndmlich das bekannte Archimedische Axiom und ein
neues Axiom des Inhaltes, dafl die Zahlen ein System von Dingen bilden, wel-
ches bei Aufrechterhaltung der simmtlichen {ibrigen Axiome keiner Erweiterung
mehr fihig ist. (Axiom der Vollstdndigkeit). Ich bin nun iiberzeugt, daf es gelin-
gen muf, einen direkten Beweis fiir die Widerspruchslosigkeit der arithmetischen
Axiome zu finden, wenn man die bekannten SchluSmethoden in der Theorie der
Irrationalzahlen im Hinblick auf das bezeichnete Ziel genau durcharbeitet und
in geeigneter Weise modificirt.

Um die Bedeutung des Problems noch nach einer anderen Riicksicht hin
zu charakterisiren, mochte ich folgende Bemerkungen hinzufiigen. Wenn man
einem Begriffe Merkmale erteilt, die einander widersprechen, so sage ich: der
Begriff existirt mathematisch nicht. So existirt z. B. mathematisch nicht eine
reelle Zahl, deren Quadrat gleich —1 ist. Gelingt es jedoch zu beweisen, dafl
die dem Begriffe erteilten Merkmale bei Anwendung einer endlichen Anzahl von
logischen Schliissen niemals zu einem Widerspruche fithren kénnen, so sage ich,
dafl damit die mathematische Existenz des Begriffes z. B. einer Zahl oder einer
Function, die gewisse Forderungen erfiillt, bewiesen worden ist. In dem vorlie-
genden Falle, wo es sich um die Axiome der reellen Zahlen in der Arithmetik
handelt, ist der Nachweis fiir die Widerspruchslosigkeit der Axiome zugleich der
Beweis fiir die mathematische Existenz des Inbegriffs der reellen Zahlen oder
des Continuums. In der That, wenn der Nachweis fiir die Widerspruchslosigkeit
der Axiome vollig gelungen sein wird, so verlieren die Bedenken, welche biswei-
len gegen die Existenz des Inbegriffs der reellen Zahlen gemacht worden sind,
jede Berechtigung. Freilich der Inbegriff der reellen Zahlen, d. h. das Continu-
um ist bei der eben gekennzeichneten Auffassung nicht etwa die Gesammtheit
aller moglichen Dezimalbruchentwicklungen oder die Gesammtheit aller mogli-
chen Gesetze, nach denen, die Elemente einer Fundamentalreihe fortschreiten

3Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 8, 1900, S. 180.
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konnen, sondern ein System von Dingen deren gegenseitige Beziehungen durch
die aufgestellten Axiome geregelt werden und fiir welche alle und nur diejenigen
Thatsachen wahr sind, die durch eine endliche Anzahl logischer Schliisse aus
den Axiomen gefolgert werden kénnen. Nur in diesem Sinne ist meiner Meinung
nach der Begriff des Continuums streng logisch faflbar. Thatséchlich entspricht
er auch, wie mir scheint, so am besten dem, was die Erfahrung und Anschauung
uns giebt. Der Begriff des Continuums oder auch der Begriff des Systems aller
Functionen existirt dann in genau demselben Sinne wie etwa das System der
ganzen rationalen Zahlen oder auch wie die h6heren CANTORschen Zahlklassen
und Méchtigkeiten. Denn ich hin iiberzeugt, dafl auch die Existenz der letzteren
in dem von mir bezeichneten Sinne ebenso wie die des Continuums wird erwiesen
werden konnen — im Gegensatz zu dem System aller Méchtigkeiten iiberhaupt
oder auch aller CANTORschen Alephs, fiir welches, wie sich zeigen 148t, ein wi-
derspruchloses System von Axiomen in meinem Sinne nicht aufgestellt werden
kann und welches daher nach meiner Bezeichnungsweise ein mathematisch nicht
existirender Begriff ist.

Aus dem Gebiete der Grundlagen der Geometrie mochte ich zunéchst das
folgende Problem nennen.

3. Die Volumengleichheit zweier Tetraeder von gleicher Grundfliche und Hohe.

GAuss? spricht in zwei Briefen an GERLING sein Bedauern dariiber aus, da83
gewisse Sitze der Stereometrie von der Exhaustionsmethode, d. h. in der moder-
nen Ausdrucksweise von dem Stetigkeitsaxiom (oder von dem Archimedischen
Axiome) abhiingig sind. GAUSs nennt besonders den Satz von EUKLID, dafl
dreiseitige Pyramiden von gleicher Hohe sich wie ihre Grundflichen verhalten.
Nun ist die analoge Aufgabe in der Ebene vollkommen erledigt worden®; auch
ist es GERLINGS gelungen, die Volumengleichheit symmetrischer Polyeder durch
Zerlegung in congruente Teile zu beweisen. Dennoch erscheint mir der Beweis
des eben genannten Satzes von EUKLID auf diese Weise im allgemeinen wohl
nicht als méglich und es wiirde sich also um den strengen Unmoglichkeitsbeweis
handeln. Ein solcher wire erbracht, sobald es gelingt, zwei Tetraeder mit glei-
cher Grundfiiche und von gleicher Hohe anzugeben, die sich auf keine Weise in
congruente Tetraeder zerlegen lassen und die sich auch durch Hinzufiigung con-
gruenter Tetraeder nicht zu solchen Polyedern erganzen lassen, fiir die ihrerseits
eine Zerlegung in congruente Tetraeder maglich ist.

4. Problem von der Geraden als kiirzester Verbindung zweier Punkte.

Eine andere Problemstellung, betreffend die Grundlagen der Geometrie ist
diese. Wenn wir von den Axiomen, die zum Aufbau der gewdhnlichen Eu-
KLIDischen Geometrie notig sind, das Parallelenaxiom unterdriicken, beziiglich

4Werke, Bd. 8, S. 241 und 244.

5Vgl. auBer der fritheren Litteratur, Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1899,
Kapitel IV.

6Gauss’s Werke, Bd. 8, S. 242.
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als nicht erfiillt annehmen, dagegen alle iibrigen Axiome beibehalten, so gelan-
gen wir bekanntlich zu der LOBATSCHEFSKIJschen (hyperbolischen) Geometrie;
wir diirfen daher sagen, daf3 diese Geometrie insofern eine der EUKLIDischen
niichststehende Geometrie ist. Fordern wir weiter, dal dasjenige Axiom nicht
erfilllt sein soll, wonach von drei Punkten einer Geraden stets einer und nur
einer zwischen den beiden anderen liegt, so erhalten wir die RIEMANNsche (el-
liptische) Geometrie, so daf diese Geometrie als eine der LOBATSCHEFSKIJschen
nichststehende erscheint. Wollen wir eine #dhnliche principielle Untersuchung
iiber das Archimedische Axiom ausfiihren, so haben wir dieses als nicht erfillt
anzusehen und gelangen somit zu den Nicht-Archimedischen Geometrien, die
von VERONESE und mir untersucht worden sind. Die allgemeinere Frage, die
sich nun erhebt, ist die, ob sich noch nach anderen fruchtbaren Gesichtspunkten
Geometrien aufstellen lassen, die mit gleichem Recht der gewchnlichen Eu-
KLIDischen Geometrie néchststehend sind, und da mochte ich Thre Aufmerk-
samkeit auf einen Satz lenken, der von manchen Autoren sogar als Definition
der geraden Linie hingestellt worden ist und der aussagt, daf§ die Gerade die
kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist. Der wesentliche Inhalt dieser
Aussage reduzirt sich auf den Satz von EUKLID, dafl im Dreiecke die Summe
zweier Seiten stets grofer als die dritte Seite ist, einen Satz, welcher wie man
sieht, lediglich von elementaren d. h. aus den Axiomen unmittelbar entnom-
menen Begriffen handelt, und daher der logischen Untersuchung zugénglicher
ist. EUKLID hat den genannten Satz vom Dreieck mit Hiilfe des Satzes vom
AuBlenwinkel auf Grund der Congruenzsitze bewiesen. Man iiberzeugt sich nun
leicht, dafl der Beweis jenes EUKLIDdischen Satzes allein auf Grund derenigen
Congruenzsitze, die sich auf das Abtragen von Strecken und Winkeln beziehen,
nicht gelingt, sondern dafl man zum Beweise eines Dreieckscongruenzsatzes be-
darf. So entsteht die Frage nach einer Geometrie, in welcher alle Axiome der
gewoOhnlichen EukLiDischen Geometrie und insbesondere alle Congruenzaxio-
me mit Ausnahme des einen Axioms von der Dreieckscongruenz (oder auch mit
Ausnahme des Satzes von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen
Dreieck) gelten und in welcher iiberdies noch der Satz, daf in jedem Dreieck die
Summe zweier Seiten grofler als die dritte ist, als besonderes Axiom aufgestellt
wird.

Man findet, dafl eine solche Geometrie thatsichlich existirt und keine an-
dere ist als diejenige, welche MINKOWSKI’ in seinem Buche “Geometrie der
Zahlen” aufgestellt und zur Grundlage seiner arithmetischen Untersuchungen
gemacht hat. Die MiINKOWSKIsche Geometrie ist also ebenfalls eine der gewhn-
lichen EukLiDischen Geometrie nichststehende; sie ist im Wesentlichen durch
folgende Festsetzungen charakterisirt: Erstens: Die Punkte, die von einem fe-
sten Punkt O gleichen Abstand haben, werden durch eine convexe geschlossene
Fliche des gewohnlichen Enklidischen Raumes mit O als Mittelpunkt reprisen-
tirt. Zweitens: Zwei Strecken heiflen auch dann einander gleich, wenn man sie
durch Parallelverschiebung des EUKLIDischen Raumes ineinander iiberfithren
kann.

"Leipzig 1896.
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In der MINKOWSKIschen Geometrie gilt das Parallelenaxiom; ich gelangte bei
einer Betrachtung®, die ich iiber den Satz von der geraden Linie als kiirzester
Verbindung zweier Punkte anstellte, zu einer Geometrie, in welcher nicht das
Parallelenaxiom gilt, wihrend alle iibrigen Axiome der MINKOWSKIschen Geo-
metrie erfiillt sind. Wegen der wichtigen Rolle, die der Satz von der Geraden
als kiirzester Verbindung zweier Punkte und der im wesentlichen aequivalente
Satz von EUKLID iiber die Seiten eines Dreiecks nicht nur in der Zahlentheorie,
sondern auch in der Theorie der Fldchen und in der Variationsrechnung spielt,
und da ich glaube, daf die eingehendere Untersuchung der Bedingungen fiir die
Giiltigkeit dieses Satzes ebenso auf den Begriff der Entfernung wie auch noch
auf andere elementaren Begriffe z. B. den Begriff der Ebene und die M&glich-
keit ihrer Definition mittelst des Begriffes der Geraden ein neues Licht werfen
wird, so erscheint mir die Aufstellung und systematische Behandlung der hier
mdoglichen Geometrien wiinschenswert.

Im Fall der Ebene und unter Zugrundelegung des Stetigkeitsaxioms fiithrt
das genannte Problem auf die von DARBOUXY behandelte Frage, alle Variati-
onsprobleme in der Ebene zu finden, fiir welche sdmtliche Geraden der Ebene die
Losungen sind - eine Fragestellung, die mir weitgehender Verallgemeinerungen'®
fahig und wiirdig erscheint.

5. LiEs Begriff der continuirlichen Transformationsgruppe ohne die Annahme
der Differenzirbarkeit der die Gruppe definirenden Functionen.

L1E hat bekanntlich mit Hinzuziehung des Begriffs der continuirlichen Trans-
formationsgruppe ein System von Axiomen fiir die Geometrie aufgestellt und
auf Grund seiner Theorie der Transformationsgruppen bewiesen, dafl dieses Sy-
stem von Axiomen zum Aufbau der Geometrie hinreicht. Da L1E jedoch bei
Begriindung seiner Theorie stets annimmt, dafl die die Gruppe definirenden
Functionen differenzirt werden koénnen, so bleibt in den LiEschen Entwickelun-
gen unerortert, ob die Annahme der Differenzirbarkeit bei der Frage nach den
Axiomen der Geometrie thatséchlich unvermeidlich ist oder nicht vielmehr als
eine Folge des Gruppenbegriffs und der iibrigen geometrischen Axiome erscheint.
Diese Ueberlegung, sowie auch gewisse Probleme hinsichtlich der arithmetischen
Axiome legen uns die allgemeinere Frage nahe, in wieweit der Liesche Begriff
der continuirlichen Transformationsgruppe auch ohne Annahme der Differenzir-
barkeit der Functionen unserer Untersuchung zugénglich ist. Bekanntlich defi-
nirt LIk die endliche continuirliche Transformationsgruppe als ein System von
Transformationen

;= fi(z1,....,xpsa1,...,a,) (i=1,...,n)

8Mathematische Annalen, Bd. 46 S. 91.

9Lecons sur la théorie générale des surfaces. Bd. 3, Paris 1894, S. 54.
10

Vgl. die interessanten Untersuchungen von A. Hirsch, Mathematische Annalen, Bd. 49 und
50.
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von der Beschaffenheit, dafl zwei beliebige Transformationen,

1‘; = fi(xla-"axn;ala---aaT)
A AR

des Systems nacheinander ausgefiihrt, eine Transformation ergeben, welche wie-
derum dem System angehort und sich mithin in der Form

x;/ = fi(fl(x:a)a---fn(xaa);bl;---abT) = fi(xlv"'7x”;cl""7cr)

darstellen 148t, wo c1,..., ¢, gewisse Functionen von aq,...,a,;b1,..., b, sind.
Die Gruppeneigenschaft findet mithin ihren Ausdruck in einem System von
Functionalgleichungen und erfordert an sich fiir die Functionen fi,..., fn,
c1,...,¢ keinerlei ndhere Beschrankung. Doch die weitere Behandlungsweise
jener Functionalgleichungen nach LiE, nidmlich die Ableitung der bekannten
grundlegenden Differentialgleichungen, setzt notwendig die Stetigkeit und Dif-
ferenzirbarkeit der die Gruppe definirenden Functionen voraus.

Was zuniichst die Stetigkeit betrifft, so wird man gewifl an dieser Forderung
zunéchst festhalten — schon im Hinblick auf die geometrischen und arithmeti-
schen Anwendungen, bei denen die Stetigkeit der in Frage kommenden Func-
tionen als eine Folge des Stetigkeitsaxioms erscheint. Dagegen enthilt die Diffe-
renzirbarkeit der die Gruppe definirenden Functionen eine Forderung, die sich
in den geometrischen Axiomen nur auf recht gezwungene und complicirte Weise
zum Ausdruck bringen l48t, und es entsteht mithin die Frage, ob nicht etwa
durch Einfithrung geeigneter neuer Verinderlicher und Parameter die Grup-
pe stets in eine solche iibergef ithrt werden kann, fiir welche die definirenden
Functionen differenzirbar sind, oder ob wenigstens unter Hinzufiigung gewisser
einfacher Annahmen eine Ueberfithrung in die der Litschen Methode zugiingli-
chen Gruppen moglich ist. Die Zuriickfithrung auf analytische Gruppen ist nach
einem von Lie!! aufgestellten und von SCHUR'? zuerst bewiesenen Satze stets
dann moglich, sobald die Gruppe transitiv ist und die Existenz der ersten und
gewisser zweiter Ableitungen der die Gruppe definirenden Functionen voraus-
gesetzt wird.

Auch fiir unendliche Gruppen ist, wie ich glaube, die Untersuchung ent-
sprechenden Frage von Interesse. Ueberhaupt werden wir auf das weite und
nicht uninteressante Feld der Functionalgleichungen gefiihrt, die bisher meist
nur unter der Voraussetzung der Differenzirbarkeit der auftretenden Functionen
untersucht worden sind. Insbesondere die von ABEL'® mit so vielem Scharfsinn
behandelten Functionalgleichungen, die Differenzengleichungen und andere in
der Litteratur vorkommende Gleichungen weisen an sich nichts auf, was zur
Forderung iiber Differenzirbarkeit der auftretenden Functionen zwingt, und bei
gewissen Existenzbeweisen in der Variationsrechnung fiel mir direkt die Aufga-
be zu, aus dem Bestehen einer Differenzengleichung die Differenzirbarkeit der

11Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Bd. 3, Leipzig 1893.

12Ueber den analytischen Charakter der eine endliche continuirliche Transformationsgruppe
darstellenden Functionen. Mathematische Annalen, Bd. 41.

13Werke, Bd. 1 S. 1, 61, 389.
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betrachteten Function beweisen zu miissen. In allen diesen Fillen erhebt sich
daher die Frage, inwieweit etwa die Aussagen, die wir im Falle der Annahme dif-
ferenzirbarer Functionen machen konnen, unter geeigneten Modifikationen ohne
diese Voraussetzung giltig sind.

Bemerkt sei noch, dafl H. MINKOWSKI in seiner vorhin genannten “Geome-
trie der Zahlen” von der Functionalungleichung

f(xl+yla7xn+yn)2f(xl7an)—i_f(ylaayn)

ausgeht und aus dieser in der That die Existenz gewisser Differentialquotienten
fiir die in Betracht kommenden Functionen zu beweisen vermag.

Andererseits hebe ich hervor, dafl es sehr wohl analytische Functionalglei-
chungen giebt, deren einzige Losungen nichtdifferenzirbare Functionen sind. Bei-
spielsweise kann man eine eindeutige stetige nichtdifferenzirbare Function ¢(x)
construiren, die die einzige Losung zweier Functionalgleichungen

p(x +a) = p(z) = f(2),
p(x+p) —p(r) =0

darstellt, wo «, 8 zwei reelle Zahlen und f(z) eine fiir alle reellen Werte von x
regulére analytische eindeutige Function bedeutet. Man gelangt am einfachsten
zu solchen Functionen mit Hiilfe trigonometrischer Reihen durch einen &hnlichen
Gedanken, wie ihn BOREL nach einer jiingsten Mitteilung von PICARD zur
Construction einer doppelperiodischen nichtanalytischen Lésung einer gewissen
analytischen partiellen Differentialgleichung benutzt hat.

6. Mathematische Behandlung der Axiome der Physik.

Durch die Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie wird uns die
Aufgabe nahegelegt, nach diesem Vorbilde diejenigen physikalischen Disciplinen
azriomatisch zu behandeln, in denen schon heute die Mathematik eine hervor-
ragende Rolle spielt; dies sind in erster Linie die Wahrscheinlichkeitsrechnung
und die Mechanik.

Was die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung!® angeht, so scheint es
mir wiinschenswert, daf3 mit der logischen Untersuchung derselben zugleich eine
strenge und befriedigende Entwickelung der Methode der mittleren Werte in der
mathematischen Physik, speciell in der kinetischen Gastheorie Hand in Hand
gehe.

Ueber die Grundlagen der Mechanik liegen von physikalischer Seite be-
deutende Untersuchungen vor; ich weise hin auf die Schriften von Macmh,6

14 Quelques théories fondamentales dans ’analyse mathématique. Conférences faites & Clark-
University. Revue générale des Sciences 1900. S. 22.

15Vgl. Bohlmann, Ueber Versicherungsmathematik 2 te Vorlesung aus Klein und Riecke,
Ueber angewandte Mathematik und Physik, Leipzig und Berlin 1900.

16Die Mechanik in ihrer Entwickelung, Leipzig, zweite Auflage. Leipzig 1889.

15



HERTZ,'” BOLTZMANN'® und VOLKMANN;! es ist daher sehr wiinschenswert,
wenn auch von den Mathematikern die Erérterung der Grundlagen der Mecha-
nik aufgenommen wiirde. So regt uns beispielsweise das BoLTZMANNsche Buch
iiber die Principe der Mechanik an, die dort angedeuteten Grrenzprocesse, die
von der atomistischen Auffassung zu den Gesetzen iiber die Beweung der Conti-
nua fithren, streng mathematisch zu begriinden und durchzufiihren. Umgekehrt
konnte man die Bewegung iiber die Gesetze starrer Korper durch Grenzproces-
se aus einem System von Axiomen abzuleiten suchen, die auf der Vorstellung
von stetig verdnderlichen, durch Parameter zu definirenden Zusténden eines den
ganzen Raum stetig erfiillenden Stoffes beruhen — ist doch die Frage nach der
Gleichberechtigung verschiedener Axiomensysteme stets von hohem principiel-
len Interesse.

Soll das Vorbild der Geometrie fiir die Behandlung der physikalischen Axio-
me mafgebend sein, so werden wir versuchen, zunichst durch eine geringe An-
zahl von Axiomen eine moglichst allgemeine Klasse physikalischer Vorginge zu
umfassen und dann durch Adjunktion neuer Axiome der Reihe nach zu den
specielleren Theorieen zu gelangen — wobei vielleicht ein Einteilungsprincip aus
der so tiefsinnigen Theorie der unendlichen Transformationsgruppen von LIE
entnommen werden kann. Auch wird der Mathematiker, wie er es in der Geo-
metrie gethan hat, nicht bloff die der Wirklichkeit nahe kommenden, sondern
iiberhaupt alle logisch moglichen Theorien zu beriicksichtigen haben und stets
darauf bedacht sein, einen vollstéindigen Ueberblick iiber die Gesamtheit der
Folgerungen zu gewinnen, die das gerade angenommene Axiomensystem nach
sich zieht.

Ferner fillt dem Mathematiker in Ergéinzung der physikalischen Betrach-
tungsweise die Aufgabe zu, jedes Mal genau zu priifen, ob das neu adjungirte
Axiom mit den fritheren Axiomen nicht in Widerspruch steht. Der Physiker
sieht sich oftmals durch die Ergebnisse seiner Experimente gezwungen, zwi-
schendurch und wéhrend der Entwickelung seiner Theorie neue Annahmen zu
machen, indem er sich betreffs der Widerspruchslosigkeit der neuen Annahmen
mit den fritheren Axiomen lediglich auf eben jene Experimente oder auf ein
gewisses physikalisches Gefiihl beruft — ein Verfahren, welches beim streng lo-
gischen Aufbau einer Theorie nicht statthaft ist. Der gewiinschte Nachweis der
Widerspruchslosigkeit aller gerade gemachten Annahmen erscheint mir auch des-
halb von Wichtigkeit, weil das Bestreben, einen solchen Nachweis zu fithren, uns
stets am wirksamsten zu einer exakten Formulirung der Axiome selbst zwingt.

Wir haben bisher lediglich Fragen iiber die Grundlagen mathematischer Wis-
senszweige beriicksichtigt. In der That ist die Beschéftigung mit den Grundlagen
einerwissenschaft von besonderem Reiz und es wird die Priifung dieser Grund-
lagen stets zu den vornehmsten Aufgaben des Forschers gehoren. Das “Endziel”
so hat WEIERSTRASS einmal gesagt, “welches man stets im Auge behalten muf,

17Die Principien der Mechanik, Leipzig 1894.
18Vorlesungen iiber die Principien der Mechanik, Leipzig 1897.
9Einfithrung in das Studium der theoretischen Physik, Leipzig 1900.
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besteht darin, dafl man iiber die Fundamente der Wissenschaft ein sicheres Ur-
teil zu erlangen suche” ... “Um iiberhaupt in die Wissenschaften einzudringen,
ist freilich die Beschéftigung mit einzelnen Problemen unerléfllich.” In der That
bedarf es zur erfolgreichen Behandlung der Grundlagen einer Wissenschaft des
eindringenden Versténdnisses ihrer speziellen Theorien; nur der Baumeister ist
im Stande, die Fundamente fiir ein Geb#dude sicher anzulegen, der die Bestim-
mung des Gebéudes selbst im Einzelnen griindlich kennt. So wenden wir uns
nunmehr zu speciellen Problemen einzelner Wissenszweige der Mathematik und
beriicksichtigen dabei zundchst die Arithmetik und die Algebra.

7. Irrationalitéit und Transcendenz bestimmter Zahlen.

HERMITEs arithmetische Sétze tiber die Exponentialfunction und ihre Wei-
terfithrung durch LINDEMANN sind der Bewunderung aller mathematischen Ge-
nerationen sicher. Aber zugleich erwichst uns die Aufgabe, auf dem betretenen
Wege fortzuschreiten. Ich mochte daher eine Klasse von Problemen kennzeich-
nen, die meiner Meinung nach als die nichstliegenden hier in Angriff zu nehmen
sind. Wenn wir von speciellen, in der Analysis wichtigen transcendenten Func-
tionen erkennen, daf sie fiir gewisse algebraische Argumente algebraische Werte
annehmen, so erscheint uns diese Thatsache stets als besonders merkwiirdig und
der eingehenden Untersuchung wiirdig. Wir erwarten eben von transcendenten
Funktionen, daf sie fiir algebraische Argumente im Allgemeinen auch transeen-
dente Werte annehmen, und obgleich uns wohl bekannt ist, dafl es thatsécblich
ganze transcendente Functionen giebt, die fiir alle algebraischen Argumente so-
gar rationale Werte besitzen, so werden wir es doch fiir hochst wahrscheinlich
halten, da z. B. die Exponentialfunction e?™* die offenbar fiir alle rationalen
Argumente z stets algebraische Werte hat, andrerseits fiir alle irrationalen alge-
braischen Argumente z stets transcendente Zahlenwerte annimmt. Wir kénnen
dieser Aussage auch eine geometrische Einkleidung geben, wie folgt. Wenn in
einem gleichschenkligen Dreieck das Verhdltnis von Basiswinkel zum Winkel an
der Spitze algebraisch, aber nicht rational ist, so ist das Verhdltnis zwischen Ba-
sis une Schenkel stets transcendent. Trotz der Einfachheit dieser Aussage und
der Aehnlichkeit mit den von HERMITE und LINDEMANN gelosten Problemen
halte ich doch den Beweis dieses Satzes fiir duflerst schwierig, ebenso wie et-
wa den Nachweis dafiir, daff die Potenz o fir eine algebraische Basis o und
einen algebraisch irrationalen Ezponenten [3, z. B. die Zahl 2V2 oder ™ = i,
stets eine transcendente oder auch nur eine irrationale Zahl darstellt. Es ist ge-
wiB}, daf3 die Losung dieser und dhnlicher Probleme uns zu ganz neuen Methoden
und zu neuen Einblicken in das Wesen specieller irrationaler und transcendenter
Zahlen fithren muf3.

8. Primzahlenprobleme.

In der Theorie der Verteilung der Primzahlen sind in neuerer Zeit durch
HADAMARD, DE LA VALLEE POUSSIN, V. MANGOLDT und Andere wesentliche
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Fortschritte gemacht worden. Zur vollstdndigen Losung der Probleme, die uns
die RIEMANNsche Abhandlung “Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebenen Grofle” gestellt hat, ist es jedoch noch nétig, die Richtigtigkeit der
duflerst wichtigen Behauptung von RIEMANN nachzuweisen, daf$ die Nullstellen
der Function ((s), die durch die Reihe

dargestellt wird, sdmtlich den reellen Bestandteil % haben — wenn man von den
bekannten negativ ganzzahligen Nullstellen absieht. Sobald dieser Nachweis ge-
lungen ist, so wiirde die weitere Aufgabe darin bestehen, die RIEMANNsche
unendliche Reihe fiir die Anzahl der Primzahlen genauer zu priifen und ins-
besondere zu entscheiden, ob die Differenz zwischen der Anzahl der Primzahlen
unterhalb einer Grdiffe x und dem Integrallogarithmus von x in der That von
nicht héherer als der %ten Ordnung in x unendlich wird, und ferner, ob dann
die von den ersten complexen Nullstellen der Function ((s) abhéngengen Glieder
der RIEMANNschen Formel wirklich die stellenweise Verdichtung der Primzahlen
bedingen, welche man bei den Zahlungen der Primzahlen bemerkt hat.

Nach einer erschopfenden Diskussion der RIEMANNschen Primzahlenformel
wird man vielleicht dereinst in die Lage kommen, an die strenge Beantwortung
des Problems von GOLDBACH?? zu gehen, ob jede gerade Zahl als Summe zweier
Primzahlen darstellbar ist, ferner an die bekannte Frage, ob es unendlich viele
Primzahlenpaare mit der Differenz 2 giebt oder gar an das allgemeinere Problem,
ob die lineare Diophantische Gleichung

axr+by+c=0

mit gegebenen ganzzahligen paarweise teilerfremden Coefficienten a, b, ¢ stets in
Primzahlen z,y l6sbar ist.

Aber von nicht geringerem Interesse und vielleicht von noch groflerer Trag-
weite erscheint mir die Aufgabe, die fiir die Verteilung der rationalen Primzahlen
gewonnenen Resultate auf die Theorie der Verteilung der Primideale in einem
gegebenen Zahlkorper k zu ibertragen — eine Aufgabe, die auf das Studium der
dem Zahlkorper zugehorigen Function

=Y

hinauslduft, wo die Summe iiber alle Ideale & des gegebenen Zahlkorpers k zu
erstrecken ist und n(S) die Norm des Ideals & bedeutet.

Ich nenne noch drei speciellere Probleme aus der Zahlentheorie, ndmlich
eines iiber die Reciprocitétsgesetze, eines iiber diophantische Gleichungen und
ein drittes aus dem Gebiete der quadratischen Formen.

20vgl. P. Stiickel: Ueber Goldbach’s empirisches Theorem. Nachrichten der K. Ges. d. Wiss.
zu Gottingen 1896 und Landau, ebenda 1900.
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9. Beweis des allgemeinsten Reziprozitétsgesetzes im beliebigen Zahlkorper.

Fiir einen beliebigen Zahlkorper soll das Reciprocititsgesetz der [-ten Po-
tenzreste bewiesen werden, wenn [ eine ungerade Primzahl bedeutet und ferner,
wenn [ eine Potenz von 2 oder eine Potenz einer ungeraden Primzahl ist. Die
Aufstellung des Gesetzes, wie die wesentlichen Hiilfsmittel zum Beweise des-
selben werden sich, wie ich glaube, ergeben, wenn man die von mir entwickel-
te Theorie des Korpers der I ten Einheitswurzeln?! und meine Theorie?? des
relativ-quadratischen Korpers in gehoriger Weise verallgemeinert.

10. Entscheidung der Losbarkeit einer Diophantischen Gleichung.

EineDiophantisch e Gleichung mit irgend welchen Unbekannten und
mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten sei vorgelegt: man soll ein Verfahren
angeben, nach welchem sich mittelst einer endlichen Anzahl von Operationen
entscheiden. lafSt, ob die Gleichung in ganzen rationalen Zahlen l6sbar ist.

11. Quadratische Formen mit beliebigen algebraischen Zahlencoeffizienten.

Unsere jetzige Kenntnis der Theorie der quadratischen Zahlkdrper?3 setzt
uns in den Stand, die Theorie der quadratischen Formen mit beliebig vielen Va-
riabeln und beliebigen algebraischen Zahlencoefficienten erfolgreich in Angriff zu
nehmen. Damit wird insbesondere zu der interessanten Aufgabe, eine quadra-
tische Gleichung beliebig vieler Variabeln mit algebraischen Zahlencoeffizienten
in solchen ganzen oder gebrochenen Zahlen zu 16sen, die in dem durch die Co-
efficienten bestimmten algebraischen Rationalitdtsbereiche gelegen sind.

Den Uebergang zur Algebra und Functionentheorie mége das folgende wich-
tige Problem bilden.

12. Ausdehnung des Kronekerschen Satzes iiber Abelsche Korper
auf einen beliebigen algebraischen Rationalitétsbereich.

Von KRONECKER riihrt der Satz her, dafl jeder ABELsche Zahlkérper im Be-
reich der rationalen Zahlen durch Zusammensetzung aus Kérpern von Einheits-
wurzeln entsteht. Dieser fundamentale Satz aus der Theorie der ganzzahligen
Gleichungen enthélt zwei Aussagen, ndmlich

21Bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung iiber die Theorie der algebraischen
Zahlkorper, Bd. IV, 1897. Fiinfter Teil.

22Mathematische Annalen, Bd. 51 und Nachrichten der K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1898.

23Hilbert, Ueber den Dirichletschen biquadratischen Zahlenkérper, Mathematische Anna-
len, Bd. 45; Ueber die Theorie der relativquadratischen Zahlkérper, Bericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 1897 und Mathematische Annalen. Bd. 51 ; Ueber die Theorie der
relativ-Abelschen Koérper, Nachrichten d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1898; Grundlagen
der Geometrie, Festschrift zur Enthiillung des Gauss—Weber—Denkmals in Gottingen, Leipzig
1899, Kapitel VIII §83.
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erstens wird durch denselben die Frage nach der Anzahl und Existenz der-
jenigen Gleichungen beantwortet, die einen vorgeschriebenen Grad, eine vorge-
schriebene ABELsche Gruppe und eine vorgeschriebene Diskriminante in Bezug
auf den Bereich der rationalen Zahlen besitzen, und

zweitens wird behauptet, dafl die Wurzeln solcher Gleichungen einen Bereich
algebraischer Zahlen bilden, der genau mit demjenigen Bereiche iibereinstimmt,
den man erhilt, wenn man in der Exponentialfunction e™* fiir das Argument z
der Reihe nach alle rationalen Zahlenwerte eintréagt.

Die erste Aussage betrifft die Frage der Bestimmung gewisser algebraischer
Zahlen durch ihre Gruppe und ihre Verzweigung; diese Frage entspricht also
dem bekannten Problem der Bestimmung algebraischer Funetionen zu gegebener
RiEmMANNscher Fliche. Die zweite Aussage liefert die verlangten Zahlen durch
ein transcendentes Mittel, nimlich durch die Exponentialfunction €=,

Da néchst dem Bereiche der rationalen Zahlen der Bereich der imaginéren
quadratischen Zahlkérper der einfachste ist, so entsteht die Aufgabe, den
KRONECKERschen Satz auf diesen Fall auszudehnen. KRONECKER selbst hat die
Behauptung ausgesprochen, dafl die ABELschen Gleichungen im Bereiche eines
quadratischen Korpers durch die Transformationsgleichungen der elliptischen
Functionen mit singuléiren Moduln gegeben werden, so dafl hiernach die ellip-
tische Function die Rolle der Exponentialfunction im vorigen Falle iibernimmt.
Der Beweis der KRONECKERschen Vermutung ist bisher nicht erbracht worden;
doch glaube, ich, daf} derselbe auf Grund der von H. WEBER entwickelten Theo-
rie der complexen Multiplikation unter Hinzuziehung der von mir aufgestellten
rein arithmetischen Sétze iiber Klassenkorper ohne erhebliche Schwierigkeiten
gelingen muf.

Von der hochsten Bedeutung endlich erscheint mir die Ausdehnung des
KRONECKERschen Satzes auf den Fall, daf$ an Stelle des Bereichs der rationalen
Zahlen oder des imagindren quadratischen Zahlenbereiches ein beliebiger alge-
braischer Zahlkorper als Rationalitdtsbereich zu Grunde gelegt wird; ich halte
dies Problem fiir eines der tiefgehendsten und weittragendsten Pro-
bleme der Zahlen- und Functionentheorie.

Das Problem erweist sich von mannigfachen Seiten aus als zugénglich. Den
wichtigsten Schliissel zur Losung des arithmetischen Teils dieses Problemes er-
blicke ich in dem allgemeinen Reciprocitéitsgesetze der [ ten Potenzreste inner-
halb eines beliebig vorgelegten Zahlkorpers. Was den functionentheoretischen
Teil des Problems betrifft, so wird sich der Forscher auf diesem so anziehen-
den Gebiete durch die merkwiirdigen Analogieen leiten lassen, die zwischen
der Theorie der algebraischen Functionen einer Verdnderlichen und der Theorie
der algebraischen Zahlen bemerkbar sind. Das Analogon zur Potenzreihenent-
wickelung einer algebraischen Function in der Theorie der algebraischen Zahlen
hat HENSEL?* aufgestellt und untersucht und das Analogon fiir den RIEMANN-

24Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, Braunschweig 1891.
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RocHschen Satz hat LANDSBERG?® behandelt. Auch die Analogie zwischen dem
Begriff des Geschlechts einer RIEMANNschen Fliche und dem Begriff der Klas-
senanzahl eines Zahlkorpers fillt ins Auge. Betrachten wir, um nur den einfach-
sten Fall zu beriithren, eine RIEMANNsche Fliche vom Geschlecht p = 1 und
andrerseits einen Zahlkérper von der Klassenanzahl h = 2, so entspricht dem
Nachweise der Existenz eines iiberall endlichen Integrals auf der RIEMANNschen
Flache der Nachweis der Existenz einer ganzen Zahl o im Zahlkorper, die von sol-
cher Art ist, daB die Zahl v/« einen relativ unverzweigten quadratischen Kérper
in Bezug auf den Grundkoérper darstellt. In der Theorie der algebraischen Func-
tionen dient bekanntlich zum Nachweise jenes RIEMANNschen Existenzsatzes
die Methode der Randwertaufgabe; auch in der Theorie der Zahlkorper bietet
der Nachweis der Existenz jener Zahl « gerade die meiste Schwierigkeit. Dieser
Nachweis gelingt mit wesentlicher Hiilfe des Satzes, daf es im Zahlkorper stets
Primideale mit vorgeschriebenen Restcharakteren giebt; die letztere Thatsache
ist also das zahlentheoretische Analogon zum Randwertproblem.

Die Gleichung des ABELschen Theorems in der Theorie der algebraischen
Functionen sagt bekanntlich die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
aus, daf} die betreffenden Punkte der RiEMANNschen Flidche die Nullstellen einer
algebraischen zur Flidche gehorigen Function sind; (das genaue Analogon des
ABELschen Theorems ist in der Theorie des Zahlkorpers von der Klassenanzahl
h = 2 die Gleichung des quadratischen Reciprocititsgesetzes26

(5)-

welche aussagt, dafl das Ideal & dann und nur dann ein Hauptideal des Zahlkorpers
ist, wenn jene Zahl « in Bezug auf das Ideal < einen positiven quadratischen
Restcharakter besitzt.

Wie wir sehen, treten in dem eben gekennzeichneten Problem die drei grund-
legenden Disciplinen der Mathematik, ndmlich Zahlentheorie, Algebra und Funct-
ionentheorie in die innigste gegenseitige Beriithrung und ich bin sicher, daf§ ins-
besondere die Theorie der analytischen Functionen mehrerer Variabelen eine we-
sentliche Bereicherung erfahren wiircle, wenn es geléinge, diejenigen Functione
aufzufinden und zu diskutieren, die fiir einen beliebigen algebraischen Zahlkorper
die entsprechende Rolle spielen, wie die Exponentialfuntion fir den Korper der
rationalen Zahlen und die elliptische Modulfunction fiir den imagindren quadra-
tischen Zahlkdrper.

Wir kommen nun zur Algebra; ich nenne im Folgenden ein Problem aus der
Gleichungstheorie und eines, auf welches mich die Theorie der algebraischen
Invarianten gefiihrt hat.

25 Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung VI, sowie eine demniichst in den
Mathematischen Annalen erscheinende Arbeit: Ueber die Entwickelung der algebraischen Zah-
len in Potenzreihen.

26vgl. Hilbert, Ueber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkérper, Nachrichten der K. Ges.
d. Wiss. zu Géttingen 1898.
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13. Unmoglichkeit der Losung der allgemeinen Gleichung 7ten Grades mittelst
Functionen von nur 2 Argumenten.

Die Nomographie?” hat die Aufgabe Gleichungen mittelst gezeichneter Cur-
venschaaren zu l6sen, die von einem willkiirlichen Parameter abhéngen. Man
sieht sofort, daf} jede Wurzel einer Gleichung, deren Coefficienten nur von zwei
Parametern abhingen, d. h. jede Function von zwei unabhingigen Verdnder-
lichen auf mannigfache Weise durch das der Nomographie zu Grunde liegende
Princip darstellbar ist. Ferner sind durch dieses Princip offenbar auch eine grofe
Klasse von Functionen von drei und mehr Verénderlichen darstellbar, ndmlich
alle diejenigen Functionen, die man dadurch erzeugen kann, daff man zunéchst
eine Function von zwei Argumenten bildet, dann jedes dieser Argumente wie-
der gleich Functionen von zwei Argumenten einsetzt, an deren Stelle wiederum
Functionen von zwei Argumenten treten u. s. f., wobei eine beliebige endliche
Anzahl von Einschachtelungen der Functionen zweier Argumente gestattet ist.
So gehort beispielsweise jede rationale Function von beliebig vielen Argumen-
ten zur Klasse dieser durch nomographische Tafeln construirbaren Functionen;
denn sie kann durch die Prozesse der Addition, Subtraction, Multiplikation und
Division erzeugt werden, und jeder dieser Prozesse reprasentirt eine Function
von nur zwei Argumenten. Man sieht leicht ein, daf§ auch die Wurzeln aller
Gleichungen, die in einem natiirlichen Rationalitidtsbereiche durch Wurzelzie-
hen auflosbar sind, zu der genannten Klasse von Functionen gehoren; denn hier
kommt zu den vier elementaren Rechnungsoperationen nur noch der Prozef
des Wurzelziehens hinzu, der ja lediglich eine Function eines Argumentes re-
priasentirt. Desgleichen sind die allgemeinen Gleichungen 5 ten und 6 ten Gra-
des durch geeignete nomographische Tafeln auflosbar; denn diese konnen durch
solche TSCHIRNHAUSENtransformationen, die ihrerseits nur Ausziehen von Wur-
zeln verlangen, in eine Form gebracht werden, deren Coefficienten nur von zwei
Parametern abhéngig sind.

Wahrscheinlich ist nun die Wurzel der Gleichung 7 ten Grades eine solche
Function ihrer Coefficienten, die nicht zu der genannten Klasse nomographisch
construirbarer Functionen gehort, d. h. die sich nicht durch eine endliche An-
zahl von Einschachtelungen von Functionen zweier Argumente erzeugen laft.
Um dieses einzusehen, wire der Nachweis dafiir nétig, daff die Gleichung 7 ten
Grades

fT+af3yf?+2f+1=0

nicht, mit Hiilfe beliebiger stetiger Functionen von nur zwei Argumenten losbar
ist. Daf3 es iiberhaupt analytische Functionen von drei Argumenten z, y, z giebt,
die nicht durch endlich—malige Verkettung von Functionen von nur zwei Argu-
menten erhalten werden kénnen, davon habe ich mich, wie ich noch bemerken
mochte, durch eine strenge Ueberlegung iiberzeugt.

14. Nachweis der Endlichkeit gewisser voller Functionensysteme.

27M. d’Ocagne, Traité de Nomographie, Paris 1899.
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In der Theorie der algebraischen Invarianten verdienen, wie mir scheint, die
Fragen nach der Endlichkeit voller Formensysteme ein besonderes Interesse. Es
ist neuerdings L. MAURER?® gelungen, die von P. GORDAN und mir bewiesenen
Endlichkeitsséitze der Invariantentheorie auf den Fall auszudehnen, dafl nicht,
wie in der gewohnlichen Invariantentheorie, die allgemeine projektive Gruppe,
sondern eine beliebige Untergruppe der Definition der Invarianten zu Grunde
gelegt wird.

Die Beschiftigung mit der Frage nach der Endlichkeit der Invarianten hat
mich auf ein einfaches Problem gefiihrt, welches jene Frage nach der Endlich-
keit der Invarianten als besonderen Fall in sich enthélt, und zu dessen Losung
wahrscheinlich eine erheblich feinere Ausbildung der Theorie der Elimination
und der KRONECKERschen algebraischen Modulsysteme notig ist, als sie bisher
gelungen ist.

Es seien eine Anzahl m von ganzen rationalen Functionen X1, Xo,..., X
der n Variabeln x1,x2,..., 2, vorgelegt:

X1 = fl(xla"'vxn)
(S) XQZfQ(Il,...,l?n)

Jede ganze rationale Verbindung von X7, Xs, ..., X,, wird offenbar durch Ein-
tragung dieser Ausdriicke notwendig stets eine ganze rationale Function von
r1,s3,...,T, Es kann jedoch sehr wohl gebrochene rationale Functionen von
X1, Xo,..., X, geben, die nach Ausfithrung jener Substitution (S) zu ganzen
Functionen in z1,zs,...,z, werden. Eine jede solche rationale Function von
X1, Xa,..., Xm, die nach Ausfithrung der Substitution (S) ganz in z1, za, ..., zy
wird, mochte ich eine relativganze Function von X, Xs, ..., X,, nennen. Jede
ganze Function von X1, Xo, ..., X,,, ist offenbar auch relativganz; ferner ist die
Summe, die Differenz und das Product relativganzer Functionen stets wiederum
relativganz.

Das entstehende Problem ist nun zu entscheiden, ob,es stets moglich ist, ein
endliches System wvon relativganzen Functionen von Xi,Xos,..., X, aufzufin-
den, durch die sich jede andere relativganze Function von X1, Xs,..., X;m in
ganzer rationaler Weise zusammensetzen liffit. Wir kénnen das Problem noch
einfacher formuliren, wenn wir den Begriff des endlichen Integritdtsbereiches
einfithren. Unter einem endlichen Integritétsbereiche méchte ich ein solches Sy-
stem von Functionen verstehen, aus welchem sich eine endliche Anzahl von
Functionen auswéhlen 148t, mit deren Hilfe alle {ibrigen Functionen des Systems
in ganzer rationaler Weise ausdriickbar sind. Unser Problem lduft dann darauf
hinaus, zu zeigen, daf} die simtlichen relativganzen Functionen eines beliebigen
Rationalitéitsbereiches stets einen endlichen Integrititsbereich bilden.

28Vgl. Sitzungsberichte der K. Akademie der Wiss. zu Miinchen 1899 und eine demnéchst
in den mathematischen Annalen erscheinende Arbeit.
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Es liegt auch nahe, das Problem zahlentheoretisch zu verfeinern, indem man
die Coefficienten der gegebenen Functionen f1,..., f,, als ganze rationale Zah-
len annimmt und unter den relativganzen Functionen von Xq, Xo,..., X, nur
solche rationalen Functionen dieser Argumente versteht, die nach Ausfithrung
jener Substitution (S) ganze rationale Functionen von 1, z2, .. ., z, mit ganzen
rationalen Coefficienten werden.

Ein besonderer einfacher Fall dieses verfeinerten Problems ist der folgen-
de: Gegeben seien m ganze rationale Functionen X3, X5,...,X,, der einen
Verinderlichen x mit ganzen rationalen Coefficienten und ferner eine Primzahl
p. Man betrachte das System derjenigen ganzen rationalen Functionen von z,
welche sich in der Gestalt

G(X1, X2,y Xm)
ph

darstellen lassen, wo G eine ganze rationale Function der Argumente X7, Xs, ...,
X,,, und p" irgend eine Potenz der Primzahl p ist. Friithere Untersuchungen von
mir?® zeigen dann unmittelbar, daB alle solchen Ausdriicke bei bestimmtem
Exponenten A einen endlichen Integritétsbereich bilden; die Frage ist aber hier,
ob das Gleiche auch fiir alle Exponenten h zugleich gilt, d. h. ob sich eine
endliche Anzahl von solchen Ausdriicken auswéhlen 148t, durch die jeder andere
Ausdruck von jener Gestalt fiir irgend einen Exponenten h ganz und rational
darstellbar ist.

Aus den Grenzgebieten zwischen Algebra und Geometrie mochte ich zwei
Probleme nennen: das eine betrifft den geometrischen Abzdhlungskalkiil und
das zweite die Topologie algebraischer Curven und Fléchen.

15. Strenge Begriindung von Schuberts Abzdhlungskalkiil.

Das Problem besteht darin, diejenigen geometrischen Anzahlen strenge und
unter genauer Feststellung der Grenzen ihrer Giiltigkeit zu beweisen, die insbe-
sondere SCHUBERT?® auf Grund des sogenannten Princips der speciellen Lage
mittelst des von ihm ausgebildeten Abzdhlungskalkiils bestimmt hat. Wenn auch
die heutige Algebra die Durchfithrbarkeit der Eliminationsprocesse im Princip
gewéhrleistet, so ist zum Beweise der Séitze der abzédhlenden Geometrie erheb-
lich mehr erforderlich, ndmlich die Durchfithrung der Elimination bei besonders
geformten Gleichungen in der Weise, dafl der Grad der Endgleichungen und die
Vielfachheit ihrer Losungen sich voraussehen 148t.

29Mathematische Annalen, Bd. 36 S. 485.
30Kalkiil der abzihlenden Geometrie. Leipzig 1879.
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16. Problem der Topologie algebraischer Curven und Fléchen.

Die Maximalzahl der geschlossenen und getrennt liegenden Ziige, welche ei-
ne ebene algebraische Curve n ter Ordnung haben kann, ist von HARNACK3!
bestimmt worden; es entsteht die weitere Frage nach der gegenseitigen Lage der
Curvenziige in der Ebene. Was die Curven 6 ter Ordnung angeht, so habe ich
mich — freilich auf einem recht umstindlichen Wege — davon iiberzeugt, dafl
die 11 Ziige, die sie nach HARNACK haben kann, keinesfalls sémtlich auflerhalb
von einander verlaufen diirfen, sondern dafl ein Zug existiren muf}, in dessen
Innerem ein Zug und in dessen Aeuflerem neun Ziige verlaufen oder umgekehrt.
Fine grindliche Untersuchung der gegenseitigen Lage bei der Mazimalzahl von
getrennten Zigen scheint mir ebenso sehr von Interesse zu sein, wie die ent-
sprechende Untersuchung tber die Anzahl, Gestalt und Lage der Midintel einer
algebraischen Fliche im Raume — ist doch bisher noch nicht einmal bekannt,
wieviel Méntel eine Fliche 4 ter Ordnung des dreidimensionalen Raumes im
Maximum wirklich besitzt.3?

Im Anschlufl an dieses rein algebraische Problem mochte ich eine Frage auf-
werfen die sich, wie mir scheint, mittelst der nimlichen Methode der continuir-
lichen Coefficientenédnderung in Angriff nehmen 148t, und deren Beantwortung
fiir die Topologie der durch Differentialgleichungen definirten Curvenschaaren
von entsprechender Bedeutung ist — ndmlich die Frage nach der Mazimalzahl
und Lage der POINCAREschen Grenzcykeln (cycles limites) fiir eine Differenti-
algleichung erster Ordnung und ersten Grades von der Form:

dy Y
de X
wo X, Y ganze rationale Funktionen n ten Grades in x, y sind, oder in homogener
Schreibweise

dz dy dx dz dy dx
Xly— —z— Y lz——az— Zlx— —y— ) =0
(ydt Zdt>Jr <Zdt xdt>+ <Idt ydt) ’
wo X,Y, Z ganze rationale homogene Functionen n ten Grades von z,y, 2z be-
deuten und diese als Funktionen des Parameters ¢ zu bestimmen sind.

17. Darstellung definiter Formen durch Quadrate.

Definit heifit eine solche ganze rationale Funktion oder Form beliebig vie-
ler Verdnderlichen mit reellen Coefficienten, die fiir keine reellen Werte dieser
Verinderlichen negativ ausfiillt. Das System aller definiten Funktionen verhélt
sich invariant gegeniiber den Operationen der Addition und der Multiplikation;
aber auch der Quotient zweier definiten Funktionen ist — sofern er eine ganze
Funktion der Verénderlichen wird — eine definite Form. Das Quadrat einer jeden

31 \Mathematische Annalen, Bd. 10.
32Vgl. Rohn, Flichen vierter Ordnung, Preisschriften der Fiirstlich Jablonowskischen Ge-
sellschaft, Leipzig 1886.
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beliebigen Form ist offenbar stets eine definite Form; da aber, wie ich gezeigt
habe33, nicht jede definite Form durch Addition aus Formenquadraten zusam-
mengesetzt werden kann, so entsteht die Frage — die ich fiir den Fall ternérer
Formen in bejahendem Sinne entschieden habe3* —, ob nicht jede definite Form
als Quotient von Summen von Formenquadraten dargestellt werden kann. Zu-
gleich ist es fiir gewisse Fragen hinsichtlich der Moglichkeit gewisser geometri-
scher Konstruktionen wiinschenswert, zu wissen, ob die Coefficienten der bei der
Darstellung zu verwendenden Formen stets in demjenigen Rationalitétsbereiche
angenommen werden diirfen, der durch die Coefficienten der dargestellten Form
gegeben ist3°.

Ich nenne noch eine geometrische Aufgabe.

18. Aufbau des Raumes aus congruenten Polyedern.

Wenn man nach denjenigen Gruppen von Bewegungen in der Ebene fragt,
fiir die ein Fundamentalbereich existirt, so fillt bekanntlich die Antwort sehr
verschieden aus, je nachdem die betrachtete Ebene die RIEMANNsche (ellipti-
sche), Euklidische oder LOBATSCHEFSKIYsche (hyperbolische) ist. Im Falle der
elliptischen Ebene giebt es eine endliche Anzahl wesentlich verschiedener Arten
von Fundamentalbereichen und es reicht eine endliche Anzahl von Exemplaren
congruenter Bereiche zur liickenlosen Ueberdeckung der ganzen Ebene aus: die
Gruppe besteht eben nur aus einer endlichen Anzahl von Bewegungen. Im Falle
der hyperbolischen Ebene giebt es eine unendliche Anzahl wesentlich verschiede-
ner Arten von Fundamentalbereichen, ndmlich die bekannten POINCAREschen
Polygone; zur liickenlosen Ueberdeckung der Ebene ist eine unendliche Anzahl
von Exemplaren congruenter Bereiche notwendig. Der Fall der Euklidischen Ebe-
ne steht in der Mitte; denn in diesem Falle giebt es nur eine endliche Anzahl
von wesentlich verschiedenen Arten von Bewegungsgruppen mit Fundamental-
bereich; aber zur liickenlosen Ueberdeckung der ganzen Ebene ist eine unendlIi-
che Anzahl von Exemplaren congruenter Bereiche notwendig.

Genau die entsprechenden Thatsachen gelten auch im dreidimensionalen
Raume. Die Thatsache der Endlichkeit der Bewegungsgruppen im elliptischen
Raume ist eine unmittelbare Folge eines fundamentalen Satzes von C. JOR-
DAN®6, wonach die Anzahl der wesentlich verschiedenen Arten von endlichen
Gruppen linearer Substitutionen mit n Verénderlichen eine gewisse endliche,
von n abhéngige Grenze nicht iiberschreitet. Die Bewegungsgruppen mit Fun-
damentalbereich im hyperbolischen Raume sind von FRICKE und KLEIN in den
Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen®” untersucht worden

33Mathematische Annalen Bd. 82.

34 Acta mathematica Bd. 17.

35Hilbert, Grundlagen der Geornetrie, Leipzig 1899, Kap. VII, insbesondere §38.

36 Journal fiir Mathematik, Bd. 84 (1878) und Atti della Reale Accademia di Napoli 1880.
37Leipzig 1897. Vgl, insbesondere Abschnitt I, Kap. 2-3.
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und endlich haben FEDOROW?®, SCHOENFLIES®® und neuerdings ROHN*C den
Beweis dafiir erbracht, da} es im Euklidischen Raume nur eine endliche Zahl
wesentlich verschiedener Arten von Bewegungsgruppen mit Fundamentalbereich
giebt. Wihrend nun die den elliptischen und hyperbolischen Raum betreffen-
den Resultate und Beweismethoden unmittelbar auch fiir den n-dimensionalen
Raum Geltung haben, so scheint die Verallgemeinerung des den Fuklidischen
Raum betreffenden Satzes erhebliche Schwierigkeiten zu bieten und es ist daher
die Untersuchung der Frage wiinschenswert, ob es auch im n-dimensionalen Eu-
klidischen Raume nur eine endliche Anzahl wesentlich verschiedener Arten von
Bewegungsgrupen mit Fundamentalbereich giebt.

Ein Fundamentalbereich einer jeden Bewegungsgruppe zusammen mit den
congruenten aus der Gruppe entspringenden Bereichen liefert offenbar eine
liickenlose Ueberdeckung des Raumes. Es erhebt sich die Frage, ob ferner auch
solche Polyeder existiren, die nicht als Fundamentalbereiche von Bewegungs-
gruppen auftreten und mittelst derer dennoch durch geeignete Aneinanderla-
gerung congruenter Exemplare eine liickenlose Erfillung des ganzen Raumes
maoglich ist. Ich weise auf die hiermit in Zusammenhang stehende, fiir die Zah-
lentheorie wichtige und vielleicht auch der Physik und Chemie einmal Nutzen
bringende Frage hin, wie man unendlich viele Kérper von der gleichen vorge-
schriebenen Gestalt, etwa Kugeln mit gegebenem Radius oder regulére Tetraeter
mit gegebener Kante (bez. in vorgeschriebener Stellung) im Raume am dichte-
sten einbetten, d. h. so lagern kann, dafl das Verhiltnis des erfiillten Raumes
zum nichterfiillten Raume moglichst grof3 ausfillt.

Ueberblicken wir die Entwickelung der Theorie der Functionen im letzten
Jahrhundert, so bemerken wir vor Allem die fundamentale Rolle derjenigen
Klasse von Functionen, die wir heute als analytische Functionen bezeichnen
— eine Klasse von Functionen, die wohl dauernd im Mittelpunkt des mathema-
tischen Interesses stehen wird.

Wir kénnten nach sehr verschiedenen Gesichtspunkten aus der Fiille aller
denkbaren Functionen umfassende Klassen herausheben, die einer besonders
eingehenden Untersuchung wiirdig sind. Betrachten wir beispielsweise die Klas-
se derjenigen Functionen, die sich durch gewohnliche oder partielle algebraische
Differentialgleichungen charakterisiren lassen. In dieser Klasse von Functionen
kommen, wie wir sofort bemerken, gerade solche Functionen nicht vor, die aus
der Zahlentheorie stammen und deren Erforschung fiir uns von héchsten Wich-
tigkeit ist. Beispielsweise geniigt die schon frither erwéhnte Function ((s) keiner
algebraischen Differentialgleichung, wie man leicht mit Hiilfe der bekannten Re-
lation zwischen ((s) und (1 — s) erkennen kann, wenn man den von HOLDER*!

38Symmetrie der regelméifligen Systeme von Figuren 1890.
39Krystallsysteme und Krystallstructur, Leipzig 1891,
40\Mathematische Annalen Bd. 53.

41)\athematische Annalen, Bd. 28,
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bewiesenen Satz benutzt, daff die Function I'(z) keine algebraische Differential-
gleichung befriedigt. Ferner geniigt die durch die unendliche Reihe

2 .’L‘3 CE4

definirte Function der beiden Verénderlichen s und z, die mit jener Function
¢(s) in enger Beziehung steht, wahrscheinlich keiner partiellen algebraischen
Differentialgleichung; bei der Untersuchung dieser Frage wird man die Functio-
nalgleichung zu benutzen haben:
9¢(s, x)
r———==((s —1,2).
()

Wenn wir andrerseits, was aus arithmetischen und geometrischen Griinden na-
he liegt, die Klasse aller derjenigen Functionen betrachten, welche stetig und
unbegrenzt differenzirbar sind, so wiirden wir bei deren Untersuchung auf das
gefiigige Werkzeug der Potenzreihe und auf den Umstand verzichten miissen,
daf die Function durch die Wertezuordnung in jedem beliebig kleinen Gebiet
vollig bestimmt ist. Wahrend also die vorige Abgrenzung des Functionsgebietes
zu, eng war, erscheint uns diese als zu weit.

Der Begriff der analytischen Function dagegen nimmt in sich den ganzen
Reichtum der fiir die Wissenschaft wichtigsten Functionen auf, mégen sie aus
der Zahlentheorie, aus der Theorie der Differentialgleichungen oder der algebrai-
schen Functionalgleichungen, mogen sie aus der Geometrie oder der mathema-
tischen Physik stammen; und so fiihrt mit Recht die analytische Function im
Reiche der Functionen die unbedingte Herrschaft.

19. Sind die Losungen regulirer Variationsprobleme stets notwendig analytisch?

Eine der begrifflich merkwiirdigsten Thatsachen in den Elementen der Theo-
rie der analytischen Functionen erblicke ich darin, dafl es partielle Differential-
gleichungen giebt, deren Integrale samtlich notwendig analytische Functionen
der unabhéngigen Variabeln sind, die also, kurz gesagt, nur analytischer Losun-
gen fiahig sind. Die bekanntesten partiellen Differentialgleichungen dieser Art
sind die Potentialgleichung

od:f  O*f

9
Ox2 + oy?

und gewisse von PICARD*? untersuchte lineare Differentialgleichungen, ferner
die Differentialgleichung

ad>f  o*f f
ZJ e
Oz 0y?
die partielle Differentialgleichung der Minimalfliche und andere. Die Mehrzahl
dieser partiellen Differentialgleichungen haben als Merkmal miteinander gemein,

)

42 Journal de I'Ecole Polytechnique 1890.
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daf3 sie die LAGRANGEschen Differentialgleichungen gewisser Variationsproble-
me sind und zwar solcher Variationsprobleme

0 0
//F@aQ,Z;a:,y)dxdy = Minimum, [p z “

:%’ q:a—y

bei denen fiir alle in Frage kommenden Argumente die Ungleichung

OPF  Od*F [ 9d*F\*
op* O 9pdq

gilt, wihrend F' selbst eine analytische Function ist. Wir wollen ein solches
Variationsproblem ein reguldres Variationsproblem nennen. Die regulédren Va-
riationsprobleme sind es vornehmlich, die in der Geometrie, Mechanik und ma-
thematischen Physik eine Rolle spielen, und es liegt die Frage nahe, ob alle
Losungen reguldrer Variationsprobleme stets notwendig analytische Functionen
sein miissen, d. h. ob jene LAGRANGESsche partielle Differentialgleichung eines
reguldren Variationsproblems die Eigenschaft hat, daf$ sie nur analytische Inte-
grale zuldfit selbst wenn man, wie bei dem DIRICHLETschen Potentialprobleme,
der Function irgend welche stetige, aber nicht analytische Randwerte aufzwingt.

Ich bemerke noch, dafl es beispielsweise Flichen von negativer constanter
GAussscher Kritmmung giebt, die durch stetige und fortgesetzt differenzirbare,
aber nicht analytische Functionen dargestellt werden, wahrend wahrscheinlich
jede Fliche von positiver constanter GAUSSscher Kriimmung stets notwendig ei-
ne analytische Fliche sein muBl. Bekanntlich stehen ja auch die Flichen positiver
constanter Kriiummung in engster Verbindung mit dem reguldren Variations-
problem, durch eine geschlossene Raumcurve eine Fliche kleinsten Fléchenin-
haltes zu legen, die mit einer festen Flidche durch die ndmliche Raumcurve ein
gegebenes Volumen abschlief3t.

20. Allgemeines Randwertproblem.

Ein wichtiges Problem, welches mit dem eben genannten in engem Zusam-
menhange steht, ist die Frage nach der Existenz von Losungen von partiel-
len Differentialgleichungen mit vorgeschriebenen Randwerten. Die scharfsinni-
gen Methoden von H.A.SCHWARZ, C. NEUMANN und POINCARE haben die-
ses Problem fiir die Differentialgleichung des Potentials im Wesentlichen gelost,
doch erscheinen diese Methoden im Allgemeinen nicht unmittelbar der Aus-
dehnung fiahig auf den Fall, in dem am Rande die Differentialquotienten oder
Beziehungen zwischen diesen und den Werten der Function vorgeschrieben sind,
oder wenn es sich nicht um Potentialflichen handelt, sondern etwa nach Flichen
kleinsten Fldcheninhalts oder nach Flichen mit constanter positiver (GAUSSscher
Kriimmung gefragt wird, die durch eine vorgelegte Raumcurve hindurch laufen
oder iiber eine gegebene Ringfliche zu spannen sind. Ich bin iiberzeugt, dafl es
moglich sein wird, diese Existenzbeweise durch einen allgemeinen Grundgedan-
ken zu fithren, auf den das DIRICHLETsche Princip hinweist und der uns dann
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vielleicht in den Stand setzen wird, der Frage néher zu treten, ob nicht jedes re-
guldre Variationsproblem eine Ldsung besitzt, sobald hinsichtlich der gegebenen
Grenzbedingungen gewisse Annahmen — etwa die Stetigkeit und stiickweise 6fte-
re Differenziirbarkeit, der fiir die Randbedingungen mafigebenden Functionen —
erfillt sind und ndtigenfalls der Begriff der Lisung eine sinngemdifle Erweite-
rung erfihrt.*3

21. Beweis der Existenz linearer Differentialgleichungen mit vorgeschriebener
Monodromiegruppe.

Aus der Theorie der linearen Diferentialgleichungen mit einer unabhiingigen
Verénderlichen z mochte ich auf ein wichtiges Problem hinweisen, welches wohl
bereits RIEMANN im Sinne gehabt hat, und welches darin besteht, zu zeigen,
daf es stets eine lineare Differentialgleichung der FucHSschen Klasse mit ge-
gebenen singuldren Stellen und einer gegebemen Monodromiegruppe giebt. Die
Aufgabe verlangt also die Auffindung von n Functionen der Variabeln z, die
sich iiberall in der complexen z-Ebene reguléir verhalten, aufler etwa in den ge-
gebenen singulédren Stellen: in diesen diirfen sie nur von endlich hoher Ordnung
unendlich werden und beim Umlauf der Variabeln z um dieselben erfahren sie
die gegebenen linearen Substitutionen. Die Existenz solcher Differentialgleichun-
gen ist durch Constantenzédhlung wahrscheinlich gemacht worden, doch gelang
der strenge Beweis bisher nur in dem besonderen Falle, wo die Wurzeln der
Fundamentalgleichungen der gegebenen Substitutionen sémtlich vom absoluten
Betrage 1 sind. Diesen Beweis hat L. SCHLESINGER** auf Grund der POIN-
CAREschen Theorie der FUcHSschen ¢-Functionen erbracht. Es wiirde offenbar
die Theorie der linearen Diferentialgleichungen ein wesentlich abgeschlosseneres
Bild zeigen, wenn die allgemeine Erledigung des bezeichneten Problems geléinge.

22. Uniformisirung analytischer Beziechungen mittelst automorpher Functionen.

Wie POINCARE zuerst bewiesen hat, gelingt die Uniformisirung einer belie-
bigen algebraischen Beziehung zwischen zwei Variabeln stets durch automorphe
Functionen einer Variabeln; d. h. wenn eine beliebige algebraische Gleichung
zwischen zwei Variabeln vorgelegt ist, so lassen sich fiir dieselben stets solche
eindeutigen automorphen Functionen einer Variabeln finden, nach deren Einset-
zung die algebraische Gleichung identisch in dieser Variabeln erfiillt ist. Die Ver-
allgemeinerung dieses fundamentalen Satzes auf nicht algebraische, sondern be-
liebige analytische Beziehungen zwischen zwei Variabeln hat POINCARE*® eben-
falls mit Erfolg in Angriff genommen und zwar auf einem vollig anderen Wege
als derjenige war, der ihn bei dem anfangs genannten speciellen Probleme zum
Ziele fithrte. Aus POINCAREs Beweis fiir die Moglichkeit der Uniformisirung

43Vgl. meinen Vortrag iiber das Dirichletsche Princip. Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung VIII 1900, S. 184.

4 Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Bd. 2, Teil 2 No. 366.

45Bulletin de la Société Mathématique de France XI. 1883.
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einer beliebigen analytischen Beziehung zwischen zwei Variabeln geht jedoch
noch nicht hervor, ob es moglich ist, die eindeutigen Functionen der neuen Va-
riabeln so zu wihlen, dafl, wihrend diese Variabele das regulire Gebiet jener
Functionen durchléuft, auch wirklich die Gesamtheit aller reguléren Stellen des
vorgelegten, analytischen Gebildes zur Darstellung gelangt. Vielmehr scheinen
in POINCAREs Untersuchungen, abgesehen von den Verzweigungspunkten, noch
gewisse andere im Allgemeinen unendlichviele diskrete Stellen vorgelegten ana-
lytischen Gebildes ausgenommen zu sein, zu denen man nur gelangt, indem man
die neue Variable gewissen Grenzstellen der Functionen nihert. Eine Kldrung
und Losung dieser Schwierigkeit scheint mir in Anbetracht der fundamentalen
Bedeutung der POINCAREschen Fragestellung duflerst wiinschenswert.

Im Anschlufl an dieses Problem bietet sich das Problem der Uniformisirung
einer algebraischen oder beliebigen analytischen Beziehung zwischen drei oder
mehr complexen Verdnderlichen ein Problem, das bekanntlich in zahlreichen
besonderen Fillen 16sbar ist, und fiir welches die neueren Untersuchungen von
PicarbD iiber algebraische Functionen von zwei Variabeln als willkommene und
bedeutsame Vorarbeiten in Anspruch zu nehmen sind.

23. Weiterfithrung der Methoden der Variationsrechnung.

Bisher habe ich im Allgemeinen moglichst bestimmte und specielle Proble-
me genannt, in der Erwéigung, dafl es gerade die bestimmten und speciellen
Probleme sind, die uns am meisten anziehen und von denen oft der nachhaltig-
ste Einflufl auf die Gesamtwissenschaft ausgeht. Dennoch mochte ich mit einem
allgemeinen Probleme schliefen, ndmlich mit dem Hinweise auf eine Disciplin,
die bereits mehrmals in meinem Vortrage Erwéhnung fand eine Disciplin, die
trotz der erheblichen Férderung, die sie in neuerer Zeit durch WEIERSTRASS
erfahren hat, dennoch nicht die allgemeine Schitzung genieit, die ihr meiner
Ansicht nach zukommt — ich meine die Variationsrechnung.*t

Die Variationsrechnung im weitesten Sinne ist die Lehre vom Variiren der
Functionen und erscheint uns als solche wie eine denknotwendige Fortsetzung
der Diferential- und Integralrechnung. So aufgefaf3t, bilden beispielsweise die
PoIiNcARTEschen Untersuchungen iiber das Dreikérperproblem ein Kapitel der
Variationsrechnung, insofern darin POINCARE aus bekannten Bahncurven von
gewisser Beschaffenheit durch das Princip des Variirens neue Bahncurven von
dhnlicher Beschaffenheit ableitet.

Den am Anfange meines Vortrags gemachten allgemeinen Bemerkungen iiber
Variationsrechnung fiige ich hier eine kurze Begriindung hinzu.

Das einfachste Problem der eigentlichen Variationsrechnung besteht bekannt-
lich darin, eine Funktion y der Verénderlichen x derart zu finden, dafl das be-
stimmte Integral

b
dy
= F(yz,y; x)dx, r = —
J /a (Y, y; x)dx [y dx}

46T ehrbiicher sind: Moigno-Lindeléf “Legons du calcul des variations”, Paris 1861 und A.
Kneser, “Lehrbuch der Variationsrechnung”, Braunschweig 1900.
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einen Minimalwert erhélt im Vergleich zu denjenigen Werten, die das Integral
annimmt, wenn wir statt y andere Funktionen von x mit den namlichen gege-
benen Anfangs- und Endwerten in das bestimmte Integral einsetzen. Das Ver-
schwinden der ersten Variation im iiblichen Sinne

6J =0

liefert fiir die gesuchte Funktion y die bekannte Differentialgleichung zweiter
Ordnung

dF, oF
1 S _p = F, =—1.

Um nun des Néheren die notwendigen und hinreichenden Kriterien fiir das Ein-
treten des verlangten Minimums zu untersuchen, betrachten wir das Integral

OF (p,y; x)

b
J*z/{F+(yz—P)Fp}dxa {FZF(M“”)’FP: Op

und fragen, wie darin p als Funktion von x,y zu nehmen ist, damit der Wert
dieses Integrals J* von dem Integrationswege d. h. von der Wahl der Function
y der Variabeln x unabhéngig wird. Das Integral J* hat die Form

7 = [y, - BYas,
wo A und B nicht y, enthalten, und das Verschwinden der ersten Variation
0J* =0

in dem Sinne, den die neue Fragestellung erfordert, liefert die Gleichung
0A OB
el it
Jdr Oy

d. h. wir erhalten fiir die Funktion p der beiden Verénderlichen z, y die partielle

Differentialgleichung erster Ordnung

O0F, n O(pF, — F)

1* — =0.
(") or Ay 0

Die gewthnliche Diferentialgleichung zweiter Ordnung (1) und die eben gefunde-
ne partielle Differentialgleichung (1*) stehen zu einander in engster Beziehung.
Diese Beziehung wird uns unmittelbar deutlich durch die folgende einfache Um-
formung:

0" = ff{Fy(Sy + Fp0p + (0ys — 0p)Fp + (y» — p)oF,} dx
= [Y{F, 8y + 8ysFy + (yo — p)OF,} da
=6J + [ (ys — p)SF,da .
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Wir entnehmen nédmlich hieraus folgende Thatsachen: wenn wir uns irgend
eine einfache Schaar von Integralcurven der gewohnlichen Diferentialgleichung
zweiter Ordnung (1) verschaffen und dann eine gewdhnliche Differentialglei-
chung erster Ordnung

(2) Yo = p(,y)

bilden, die diese Integralcurven ebenfalls als Losungen zulédfit, so ist stets die
Funktion p(z,y) ein Integral der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung
(1*); und umgekehrt, wenn p(z, y) irgend eine Losung der partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung (1*) bedeutet, so sind die sdmtlichen nicht singuléiren
Integrale der gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung (2) zugleich
Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung (1); oder kurz ausgedriickt:
wenn y, = p(x,y) eine Integralgleichung erster Ordnung der Differentialglei-
chung zweiter Ordnung (1) ist, so stellt p(x,y) ein Integral der partiellen Diffe-
rentialgleichugg (1*) dar und umgekehrt; die Integralcurven der gewshnlichen
Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) sind also zugleich die Charakteristiken
der partiellen Differentialgleichnng erster Ordnung (1*).

In dem vorliegenden Falle finden wir das n&mliche Resultat auch mittelst
einer einfachen Rechnung; diese liefert uns nédmlich die in Rede stehenden Dif-
ferentialgleichungen (1) bez. (1*) in der Gestalt

bez.
(1*)7 (px+ppy)Fpp+pry+pr*Fy:0

wo die unteren Indices in leichtverstéindlicher Schreibweise die partiellen Ablei-
tungen nach x, y, p, ¥, bedeuten. Hieraus leuchtet die Richtigkeit der behaupte-
ten Beziehung ein.

Die vorhin aufgestellte und soeben bewiesene enge Beziehung zwischen der
gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) und der partiellen Dif-
ferentiaigleichung erster Ordnung (1*) ist, wie mir scheint, fiir die Variations-
rechnung von grundlegender Bedeutung. Denn wegen der Unabhingigkeit des
Integrales J* vom Integrationswege folgt nunmehr

3) / (F(p) + (4o — P)Fy(p)} do = / F(g)de,

wenn wir das Integral linker Hand auf irgend einem Wege y und das Integral
rechter Hand auf einer Integralcurve g der Differentialgleichung

Yo = p(l',ﬂ)

genommen denken. Mit Hiilfe der Gleichung (3) gelangen wir zu der WEIER-
STRASSschen Formel

(4) /:F(yw)dfﬂ - /abF(ﬂx)dI = /:E(yx ;p)dx
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wo E den von den 4 Argumenten ¥, ,p,y,z abhidngigen WEIERSTRASSschen
Ausdruck

E(Yys,p) = F(yz) — F(p) — (Y= — p)Fp(p)

bezeichnet. Da es hiernach lediglich darauf ankommt, die in Rede stehende In-
tegralcurve y in der xy-Ebene auf eindeutige und stetige Weise mit Werten
einer entsprechenden Integralfunktion p(z,y) zu umgeben, so fithren die eben
angedeuteten Entwickelungen unmittelbar — ohne Heranziehung der zweiten
Variation sondern allein durch Anwendung des Polarenprocesses auf die Dif-
ferentialgleichung (1) — zur Aufstellung der JAcOBIschen Bedingung und zur
Beantwortung der Frage, inwiefern diese JACOBIsche Bedingung im Verein mit
der WEIERSTRASSschen Bedingung F > 0 fiir das Eintreten eines Minimums
notwendig und hinreichend ist.

Die angedeuteten Entwickelungen, lassen sich ohne daf} eine weitere Rech-
nung notig, wire, auf den Fall zweier oder mehr gesuchter Funktionen, sowie auf
den Fall eines Doppel- oder mehrfachen Integrals iibertragen. So liefert beispiels-
weise im Fall des iiber ein gegebenes Gebiet w erstreckenden Doppelintegrals

0z 0z

J:/F(Zmazy,Z;I,y)dw Z:E:%, Zy:a_y

das im iiblichen Sinne zu verstehende Verschwinden der ersten Variation
6J =0

fiir die gesuchte Funktion z von x,y die bekannte Differentialgleichung zweiter
Ordnung

dF,, . dF, oF . _OF _8F].

N SE+SYoF -0 |R,=5—, F,=5—, F.=o-
(M d:c+dy T 0zg Y Oz 0z

Andererseits betrachten wir das Integral
J* = [{F + (2: = p)Fp + (2y — Q) Fy }dw,

[F =F(p,q,z2,y), F, = BF(pg;;w,y)’ F = BF(pg&zmy)}

und fragen, wie darin p und q als Funktionen von x,y, z zu nehmen sind, damit
der Wert dieses Integrals von der Wahl der durch die gegebene geschlossene
Raumcurve gelegten Flédche d. h. von der Wahl der Funktion z der Variabeln
x,y unabhéngig wird. Das Integral Jx hat die Form

Jr = /{Azm + Bz, — Cldw

und das Verschwinden der ersten Variation

0J* =0
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in dem Sinne, den die neue Fragestellung erfordert, liefert die Gleichung

04 0B oC

8x+3y+520

d. h. wir erhalten fiir die Funktionen p und ¢ der drei Variabeln x,y,z die
Differentialgleichung erster Ordnung

0F, OJF, n O(pF, +qFy, — F)

() o oy 5: =0.

Fiigen wir zu dieser Differentialgleichung noch die aus den Gleichungen

2y :p(x-,yaz)a Zy = q(xayaz)

resultirende partielle Differentialgleichung

(I) Py +ap: = 4z + pa-

hinzu, so stehen die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung (I) fiir die
Funktion z der zwei Verdnderlichen z,y und das simultane System der zwei
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (I*) fiir die zwei Funktionen p
und ¢ der drei Verdnderlichen z,y, z zu einander genau in der analogen Bezie-
hung, wie vorhin im Falle eines einfachen Integrals die Differentialgleichungen
(1) und (1%).

Wegen der Unabhéngigkeit des Integrals J* von der Wahl der Integrations-
fliche z folgt:

[1FG.0)+ (2o = DR 0) + 2~ o)l = [ Pla do.

wenn wir das Integral rechter Hand auf einer Integralfliche Z der partiellen
Differentialgleichungen
Zz =p(2,9,2), Zy=q(z,y,%)

genommen denken und mit Hiilfe dieser Formel gelangen wir dann sofort zu der
Formel

(IV) /F(zx s 2y)dw — /F(Ew  Zy)dw = /E(zm L2y Dy q)dw

B2, 2y,p,q) = F(22,2y) = F(p,q) = (22 = p)Fp(p, @) — (2 — ) Fp(p, 0),

die fiir die Variation der Doppelintegrale die ndmliche Rolle spielt, wie die vor-
hin angegebene Formel (4) fiir die einfachen Integrale und mit deren Hiilfe wir
wiederum die Frage beantworten konnen, inwiefern die JACOBIsche Bedingung
im Verein mit der WEIERSTRASSschen Bedingung FE > 0 fiir das Eintreten eines
Minimums notwendig und hinreichend ist.
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Die genannten Probleme sind nur Proben von Problemen; sie geniigen je-
doch, um uns vor Augen zu fithren, wie reich, wie mannigfach und wie ausge-
dehnt die mathematische Wissenschaft schon heute ist und es dréangt sich uns
die Frage auf, ob der Mathematik einst bevorsteht, was anderen Wissenschaften
lingst widerfahren ist, ndmlich daf sie in einzelne Teilwissenschaften zerfillt,
deren Vertreter kaum noch einander verstehen und deren Zusammenhang daher
immer loser wird. Ich glaube und wiinsche dies nicht; die mathematische Wis-
senschaft ist meiner Ansicht nach ein unteilbares Ganze, ein Organismus, dessen
Lebensfiahigkeit durch den Zusammenhang seiner Teile bedingt wird. Denn bei
aller Verschiedenheit des mathematischen Wissenstoffes im Einzelnen, gewahren
wir doch sehr deutlich die Gleichheit der logischen Hiilfsmittel, die Verwandt-
schaft der Ideenbildungen in der ganzen Mathematik und die zahlreichen Analo-
gieen in ihren verschiedenen Wissensgebieten. Auch bemerken wir: je weiter eine
mathematische Theorie ausgebildet wird, desto harmonischer und einheitlicher
gestaltet sich ihr Aufbau und ungeahnte Beziehungen zwischen bisher getrenn-
ten Wissenszweigen, werden entdeckt. So kommt es, daff mit der Ausdehnung
der Mathematik ihr einheitlicher Charakter nicht verloren geht, sondern desto
deutlicher offenbar wird.

Aber — so fragen wir — wird es bei der Ausdehnung des mathematischen
Wissens fiir den einzelnen Forscher nicht schlieflich unmoglich, alle Teile dieses
Wissens zu umfassen? Ich mochte als Antwort darauf hinweisen, wie sehr es im
Wesen der mathematischen Wissenschaft liegt, daf3 jeder wirkliche Fortschritt
stets Hand in Hand geht mit der Auffindung schérferer Hiilfsmittel und einfache-
rer Methoden, die zugleich das Verstédndnis fritherer Theorieen erleichtern und
umsténdliche dltere Entwickelungen beseitigen und dafl es daher dem einzelnen
Forscher, indem er sich diese schirferen Hiilfsmittel und einfacheren Metho-
den zu eigen macht, leichter gelingt, sich in den verschiedenen Wissenszweigen
der Mathematik zu orientiren als dies fiir irgend eine andere Wissenschaft der
Fall ist. Der einheitliche Charakter der Mathematik liegt im inneren Wesen
dieser Wissenschaft begriindet; denn die Mathematik ist die Grundlage alles
exacten naturwissenschaftlichen Erkennens. Damit sie diese hohe Bestimmung
vollkommen erfiille, mégen ihr im neuen Jahrhundert geniale Meister erstehen
und zahlreiche in edlem Eifer erglithende Jiinger!
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