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Beispiellosungen zu Blatt 106

Aufgabe 1

Die noch sehr kleine Helene entdeckt, dass man mit Fingern zéhlen kann.
Zunachst streckt sie einfach fiir jede neue Zahl einen weiteren Finger, so dass
sie von 0 bis 10 zahlen kann. Schnell aber ist ihr das zu wenig. Daher macht
sie aus dem Zahlen ein kleines Spiel: Sie hélt beide Hande halboffen vor sich,
anfangs sind alle Finger krumm. Wenn Helene nun um eins weiterzahlen will,
stubst sie mit ihrem linken Daumen den Zeigefinger an. Ist der in diesem
Moment krumm, streckt er sich einfach. Ist er aber gerade, so gibt er den
Stubs weiter nach rechts und kriimmt sich. Die nach rechts folgenden Finger
tun es ihm gleich, so dass sich eine Kette von Stubsern ergibt, bis sich ein
krummer Finger streckt.

Bis zu welcher Zahl kann Helene auf ihre Art zahlen?

Losung:
Helene hat das Bindrsystem entdeckt! Sie kann bis 511 zdhlen.

Den linken Daumen benutzt Helene nur zum Anstubsen, wir lassen ihn aus
der weiteren Betrachtung heraus. Fiir jeden Finger gibt es die zwei Moglich-
keiten, entweder krumm oder gerade zu sein. Nun lassen wir einen krummen
Finger eine Ziffer 0 und einen gestreckten Finger eine Ziffer 1 darstellen und
betrachten diese Ziffernfolge — in umgekehrter Reihenfolge! — als Binarzahl.
Der linke Zeigefinger stellt also die 1 dar, der Mittelfinger die 2, der Ring-
finger die 4 usw. Dann entspricht das Anstubsen genau der Addition von 1,
denn das ergibt bei Helene — exakt wie im Binérsystem — einen , Ubertrag®
genau so lange, bis eine Ziffer 0 erreicht wird. Diese wird zu einer 1, alle
vorigen Ziffern wechseln von einer 1 zu einer 0.

Da Helene den linken Daumen nicht als Ziffer benutzt, bleiben noch 9 Finger
iibrig, mit denen sie 9 Stellen einer Binadrzahl darstellen kann.

Insgesamt kann sie so die 2° = 512 Zahlen von 0 bis
511=27—1=204+2"+ .. 428
darstellen.

Aufgabe 2

Ein Pastor zahlt mit besorgter Miene die kargliche, nur aus Miinzen beste-
hende Kollekte des sonntéglichen Gottesdienstes. Ein Freund will ihn auf-
muntern: ,,Na, fiir den guten Zweck wird doch hoffentlich noch etwas zusam-
mengekommen sein? — Pass auf, wenn es nicht moglich ist, hochstens fiinf
Prozent der Miinzen so auszuwéhlen, dass sie zusammen mindestens neunzig
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Prozent des Kollektenwertes ergeben, dann machen wir daraus so etwas wie
das Gegenteil, dann namlich stocke ich die Kollekte so auf, dass es von allen
darin bereits vorkommenden Miinzen gleich viele gibt!“

Missmutig hebt der Pastor ein Filinf-Cent-Stiick auf, das ihm heruntergefallen
war. Er zahlt zu Ende: 20,13 Euro.“ Und plotzlich hellt sich seine Miene
auf ...

Zeige, dass der Freund garantiert etwas bezahlen muss! Wie viel ist es maxi-
mal?

Losung:

Wir nehmen zunéachst einmal an, dass es moglich sei, dass der Freund nichts
bezahlen muss. Dazu miissten also mindestens 90 Prozent des Kollektenwer-
tes, das sind 0,9 - 20,13 = 18,117 Euro, von héchstens 5 Prozent der Miinzen
aufgebracht werden. Wir nennen einen solchen geeigneten, folglich mindes-
tens 18,12 Furo betragenden Anteil der Kollekte mit A.

Mit 9 Miinzen hat man hoéchstens 18 Euro. Daher besteht A aus entweder
genau 10 Miinzen, zu denen dann aber nicht das 5-Cent-Stiick gehéren kann,
das der Pastor aufhebt, oder aus mindestens 11 Miinzen. Im ersten Fall muss
der Wert von A mindestens 18,20 Euro sein, denn nach wie vor miissen neun
2-Euro-Stiicke enthalten sein.

Der Rest der Kollekte, wir nennen ihn B, besteht gemafl der 5-Prozent-
Bedingung daher im ersten Fall aus mindestens 190 Miinzen, zu denen min-
destens ein 5-Cent-Stiick gehort, und im zweiten Fall aus mindestens 209
Miinzen. B hat folglich einen minimalen Wert von 1,94 beziehungsweise
2,09 Euro. Die Summe der Werte von A und B ist dann aber minimal
18,20 4+ 1,94 = 20,14 beziehungsweise 18,12 4 2,09 = 20,21 Euro.

Das ist mehr, als in der Kollekte vorhanden ist — damit haben wir einen
Widerspruch erhalten, und folglich muss der Freund die Kollekte aufstocken.

Bleibt die Frage, wie viel der Freund maximal beisteuern muss. Dafiir sind
zwei Dinge entscheidend: Welche Miinzen in der Kollekte vorhanden sind und
wie viele es maximal von einer Sorte gibt.

Es ist offensichtlich, dass es nur dann Sinn hat (in der Sichtweise des auf
Wohltaten hoffenden Pastors, versteht sich), mehr als eine Miinze von einer
Sorte zu haben, wenn diese Sorte die maximal vorhandene Anzahl an Miin-
zen stellt. Von den 2-Cent- und den hoéherwertigen Miinzen koénnen nicht
mehr als 1006 enthalten sein (1004, wenn man das Vorhandensein eines 5-
Cent-Stiickes berticksichtigt). Hingegen kénnen selbst dann deutlich mehr
als 1006 Miinzen im Wert von 1 Cent vorhanden sein, wenn jede andere
Miinzsorte ebenfalls in der Kollekte vertreten ist. Daher kann eine maximal
zuzahlungspflichtige Konstellation nur eintreten, wenn jede Miinzsorte aufler
dem 1-Cent-Stiick héchstens einmal vorkommt und von den 1-Cent-Miinzen
dann der Rest bestritten wird.

Die hoherwertigen Miinzen haben in der Maximalkonstellation einen Wert
von hochstens 2 + 1 + 0,50 + 0,20 4+ 0,10 + 0,05 + 0,02 = 3,87 Euro. Daher
gibt es mindestens 2013 — 387 = 1626 Stiick an 1-Cent-Miinzen.
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Nun ist die Frage, ob eine bestimmte Miinze im Wert von k£ Cent besser in
der Kollekte enthalten ist oder nicht. Wenn sie enthalten ist, ersetzt sie damit
k von den 1-Cent-Miinzen. Dadurch verringert sich der fallige Aufstockungs-
betrag um nicht mehr als k - 387 Cent. Dadurch aber, dass sie enthalten ist
und ihre Anzahl vom Freund des Pastors aufgestockt werden soll, erhoht sich
dieser Betrag um mindestens (1626 — 1) - & Cent. Somit ist es zum Erreichen
des Maximums notwendig, dass jede Miinze enthalten ist.

Der maximal mogliche Aufstockungsbetrag ist folglich

1625 - 3,87 = 6288,75 Euro.

Hoffen wir mal fiir den Freund, dass nicht allzu viel Kleingeld in der Kollekte
st ...

Bemerkung: Wir argumentieren hier im Stile einer ,, Worst-Case- Argumentation*:
Die Miinzen werden sozusagen einzeln hintereinander darauf untersucht, ob sie
im Klingelbeutel landen sollen oder nicht. Im Allgemeinen muss man bei einer
solchen Vorgehensweise sehr vorsichtig sein: Denn es konnte passieren, dass es
zunéchst sinnvoll ist, ein 1-Euro-Stiick im Beutel zu haben; dass danach noch
die Hinzunahme weiterer Miinzen sinnvoll ist; aber dass dann ein noch besseres
Ergebnis erzielt werden kann, wenn das 1-Euro-Stiick wieder ausgeschlossen wird.
Hier ist eine solche Art der Argumentation zuléssig, weil gezeigt wurde, dass es
in jeder Konstellation der anderen Miinzen sinnvoll ist, die gerade betrachtete
Miinze hinzuzunehmen. Daher spielt die Reihenfolge, in der die Miinzen betrachtet
werden, keine Rolle.

Aufgabe 3

Eine natiirliche Zahl n heifle kleinteilig zum Faktor f, wenn sie im Dezimalsystem
keine Ziffer Null hat, wenn f - n die gleiche Stellenanzahl wie n hat und dabei an
jeder Stelle eine groflere Ziffer als n aufweist. Beispielsweise ist 16 kleinteilig zum
Faktor 3, weil 3-16 = 48 ist und 1 < 4 sowie 6 < 8 gilt.

Finde die kleinste kleinteilige Zahl zum Faktor 8, die eine Ziffer 5 hat!

Losung:

Wir nehmen erst einmal an, dass es eine kleinteilige Zahl n zum Faktor 8 gibt,
die wie gefordert eine Ziffer 5 hat. Die Position der 5 sei dabei die k-te Stelle
von rechts. (Wir fithren k£ nur ein, um manche Abschidtzungen mathematisch glatt
formulieren zu kénnen.)

Das Achtfache von 5 ist 40. Damit n kleinteilig ist, muss der in der Dezimaldar-
stellung von n rechts von der 5 stehende Teil somit bei Multiplikation mit 8 einen
Ubertrag von mindestens 6 liefern. Wegen % = 0,75 - 10*~! muss der rechts
von der 5 stehende Zahlenteil mindestens 7,5 - 10°=2 sein. Die Ziffer direkt rechts
von der 5 muss daher eine 7, 8 oder 9 sein. Eine 9 scheidet schon einmal deswegen
aus, weil es keine groflere Ziffer als 9 gibt. Wéare die Ziffer eine 7, so wére von den
Ziffern rechts von der 7 nach der obigen Rechnung ein Ubertrag von mindestens 4
nétig, um den geforderten Ubertrag fiir die k-te Stelle zu bekommen. Damit dann
aber n auch an der (k — 1)-ten Stelle die Bedingung der Kleinteiligkeit erfiillt, das
heiBt, dass 8n dort eine Ziffer gréfer als 7 hat, miisste der Ubertrag mindestens
12 betragen. Da nur mit 8 multipliziert wird, ist das nicht méglich.
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Damit muss die (k — 1)-te Ziffer, also die Ziffer rechts von der 5, eine 8 sein.

Nun ist 858 = 464. Fiir die (k — 1)-te Stelle ist also ein Ubertrag von exakt 5 von
den rechten k — 2 Ziffern notig, weil ja nur die 9 eine groflere Ziffer als die 8 ist.
Wegen 2107% — 0,625 1052 und 19 = 0,75 - 10*2 kommen fiir die (k — 2)-te
Ziffer nur eine 6 oder eine 7 in Frage. Bei einer 6 ergibt sich wegen 8 - 6 = 48 das
gleiche Problem wie oben bei der 7: die Ziffern rechts von der 6 miissten einen
Ubertrag von 9 liefern, das geht nicht.

Damit kann die (k — 2)-te Ziffer nur eine 7 sein.

Es ist 8 - 587 = 4696. An der Stelle der 7 ist die Bedingung der Kleinteiligkeit
noch nicht erfiillt, also muss es rechts davon noch eine weitere Ziffer geben. Wahlt
man hier die 3, so ist wegen 8 - 5873 = 46984 die Kleinteiligkeitsbedingung fiir die
rechten vier Ziffern erfiillt. Eine 2 oder eine 1 alleine kénnen nicht den bendtigten
Ubertrag liefern, so dass die 3 die kleinste Wahl ist, bei der keine weitere Ziffer
nach rechts zwingend nétig ist.

Die Wahl der Ziffern links von der 5 ist unabhéngig von der Wahl der Ziffern rechts
von der 7. Fiir das kleinstmogliche n muss also die Ziffer 3 als (k — 3)-te Ziffer,
also als erste Ziffer von rechts gewahlt werden.

Die meiste Arbeit ist damit schon erledigt. Denn links von der 5 kann man einfacher
argumentieren: Da der Zahlenteil 5873 bei Verachtfachung einen Ubertrag von 4
liefert, liefert jede Wahl der (k + 1)-ten Ziffer einen weiteren Ubertrag, so dass es
keine Zahl n geben kann, bei der links von der 5 nur eine Ziffer steht. Umgekehrt
aber kann man nachrechnen, dass die kleinstmogliche Wahl von zwei Ziffern (1
und 1) links von der 5 eine Losung liefert, die deswegen auch schon die kleinste
Losung ergibt.

Ergebnis: Die kleinste kleinteilige Zahl mit einer Ziffer 5 ist

n = 115873, und es ist
8- 115873 = 926984 .

Ubrigens ist das sogar die einzige kleinteilige Zahl zum Faktor 8, die eine 5 enthélt
und sechs Stellen hat.

Aufgabe 4

FEin Dreieck heifle dickfiichig, wenn die Mafizahl seines Flacheninhalts grofer als
die Maflzahl seines Umfangs ist.

Finde alle dickflichigen Dreiecke, deren Eckpunkte ganzzahlige Koordinaten aus
dem Intervall [0, 7] haben!

Losung: Es gibt, durch Drehungen und Spiegelungen ineinander tiberfithrbare
Dreiecke mitgezéhlt, 92 dickflichige Dreiecke im vorgegebenen Punktegitter. Un-
terscheidet man nicht zwischen kongruenten Dreiecken, bleiben 12 verschiedene
Formen {ibrig.

Als Erstes benttigen wir eine Aussage, die wir sicherheitshalber auch noch beweisen
wollen:

Hilfssatz: Es sei ein positiver Flacheninhalt F' fest gegeben. Unter allen Dreie-
cken, die den Flicheninhalt F’ haben, ist dasjenige mit dem kleinsten Umfang ein
gleichseitiges Dreieck. (1)

Zum Beweis dieses Hilfssatzes stellen wir zunéchst fest, dass es tiberhaupt ein Drei-
eck mit minimalem Umfang geben muss; denn es ist offensichtlich nicht mdéglich,
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eine gegebene Fliche mit einem beliebig kleinen Umfang egal welcher Form zu
umschlieffen; und kein Entartungsfall eines Dreiecks hat einen positiven Fléchen-
inhalt [

Sei ein beliebiges Dreieck ABC mit Inhalt F' gegeben. Wir spiegeln ABC an der
Parallelen zu (AB) durch C' und erhalten ein kongruentes Dreieck CB’A’. Der
Abstand der beiden Parallelen (AB) und (A'B’) ist nur von F und |AB| abhén-
gig, also unabhingig von der Lage von C, zudem ist ABB’A’ ein Rechteck. Wir
definieren S als Diagonalenschnittpunkt von ABB’'A’.

Nach der Dreiecksungleichung ist der Streckenzug A-C—B’ nicht kiirzer als der
Streckenzug A-S—B’, entsprechend ist der Streckenzug B—C-A’ nicht kiirzer als
B-S-A’, wobei Gleichheit jeweils nur gilt, wenn C' und S zusammenfallen. Der dop-
pelte Umfang von ABC' setzt sich nun aber zusammen aus |AB|, |A’'B’|(= |AB|)
und der Lange der beiden Streckenziige A~C—B’ und B-C-A’. Das gleichschenk-
lige Dreieck ABS ist daher bis auf Kongruenz dasjenige Dreieck mit einer Seite
|AB| und dem Flacheninhalt F', das den kleinsten Umfang hat.

Ein Dreieck, das zum Fliacheninhalt F' den kleinsten Umfang hat, kann somit nur
zu jeder seiner Seiten als Basis gleichschenklig sein. Damit ist es gleichseitig.
Ende des Beweises des Hilfssatzes.

Wir suchen als Néchstes das kleinste dickflachige Dreieck, das es iiberhaupt gibt.

Nach dem Hilfssatz (1)) muss es gleichseitig mit einer Seitenlénge a sein, und es muss

dann offensichtlich die Mafizahl des Flacheninhalts gleich derjenigen des Umfangs
1. V3

sein, also muss 5a - *5*a = 3a sein. Daraus folgt:
a=4V3=v48~6,928 und Fyun = 3a ~ 20,785 > 20,7. (2)

Ab jetzt betrachten wir nur noch Dreiecke mit Eckpunkten auf dem gegebenen
Gitterausschnitt, also mit ganzzahligen Koordinaten im Intervall [0, 7]. Die Koor-
dinaten eines solchen Gitterpunktes P seien (zp,yp).

Jedes Dreieck ABC auf dem Punktegitter besitzt ein eindeutiges einhiillendes
Rechteck Rapc, dessen Eckpunkte auf Gitterpunkten liegen, dessen Kanten paral-
lel zu den Koordinatenachsen sind, das ABC' enthélt und das minimal mit dieser
FEigenschaft ist. Insbesondere liegt auf jeder Seite von R4pc mindestens ein Eck-
punkt von ABC.

Sei ABC' so bezeichnet, dass y4 < yp < yo gilt. Sei BD die zur z-Achse parallele
Strecke, die entsteht, wenn man die zur z-Achse parallele Gerade durch B mit
ABC schneidet. (Eventuell ist dann D gleich A oder C'.)

!Die Feststellung der Existenz ist fiir die folgende Argumentation keine Nebensache;
denn ohne diese Feststellung wiirde man eventuell zwar ein Dreieck finden, das verglichen
mit nicht sonderlich anders geformten Dreiecken optimal ist, das aber nicht zwingend
besser als alle Dreiecke die gesuchte Bedingung erfiillt.
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C
Rapc
D/ B
A
BD| - _
Dann ist der Flacheninhalt F4pc von ABC gleich | | (?;C yA). (3)

Die Breite von Rypc ist grofer gleich |BD|, die Hohe ist gleich yo — ya, daher
gilt:

1
Fapc < §FRABC . (4)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir ein dickflachiges Dreieck so
um ein Vielfaches von 90° drehen und gegebenenfalls noch verschieben, dass ein
Eckpunkt auf (0, 0) liegt. Dies sei der Punkt A.

Wegen kénnen nicht alle Koordinaten von A, B und C Kkleiner als 7 sein, denn
dann wire Fapc < 18 im Widerspruch zu . Daher ist Rspc entweder ein 6 x 7-
oder ein 7 x 7-Rechteck.

Fall I. Rapc ist ein 6 X 7-Rechteck.  Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen,
dass die Breite von R4pc den Wert 6 hat. Auflerdem sei yp < yc und somit yo = 7.
Wegen (2) und (3]) muss % > 4 und damit |BD| > 5,8 sein. Folglich ist x5 = 0
oder xp = 6. Im ersten Unterfall ist zwingend z¢ = 6.

Q C

| o

A P

Es ergibt sich mit (2)):
20,5 < Fapc = Frypc — Fapc — FBog
1 1
—6-T— = 6-T—=.6-(7—
5 5 0 (T—yp)
1
21— 56+ (7~ yp)

Daraus folgt yp = 7 und Fapc = 21. Der Umfang von ABC ist jedoch Uapc =
6+ 7+v85~ 2222 > 21.

Im zweiten Unterfall ist g = 6. Hier berechnet sich der Flacheninhalt von ABC
So:
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C
Q S
g
A P

20,5 < Fapc = Frypo — FapB — Facqg — FBsc

:6'7—%'$B'y3_%'$0‘y0_é'(JUB_fUC)'(yC—yB)
242—%'(373'2104—960'193)

:42—%-(6-7+m0‘y3)

=91 X¢UB (5)

2

Daher muss x¢ = 0 oder yp = 0 sein. In allen diesen Féllen ist Fapo = 21.

Fall I.1: ¢ =0. Esist Uspc =7+ /36 + y% + /36 + (7T — yp)?. Aus Symme-
triegriinden reicht es, yp < 3 zu betrachten. Wir rechnen nach:

yp Uapc ~

0 22,22
1 21,57
2 21,13
320,92

Damit haben wir ein dickflachiges Dreieck gefunden. Durch Drehen, Spiegeln und
Verschieben innerhalb des 7 x 7-Gitters kommen wir auf 16 kongruente Exemplare.

Fall 1.2: ygp = 0. Esist Uapc = 64 /49 + 22 + /49 + (6 — z¢)?. Aus Symme-
triegriinden reicht es, x¢ < 3 zu betrachten. Wir rechnen ebenso nach:

rc Uapc =

0 2222
1 2167
2 21,34
3 21,23

In diesem Unterfall gibt es also keine Losung.

Fall II. Rapc ist ein 7 X T-Rechteck. Wie im Fall I kénnen wir yp < yo =7
setzen, und es muss dann ebenso |[BD| > 5,8 sein. Damit ist zp € {0,1,6,7}.
In den Féllen g = 0 und xp = 1 muss x¢ = 7 sein. Durch eine Drehung um
180° und Vertauschen der Bezeichnungen von A und C' kénnen wir diese Félle auf
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Unterfélle aus den Fallen xg = 7 bzw. g = 6 zuriickfiihren. Es bleiben also noch
zwei Falle.

FallI1.1. xgp = 6. Es muss dann x¢ = 7 sein, so dass AC die Winkelhalbierende
des Koordinatensystems ist. Daher ist in der Bezeichnung von der Punkt D
gleich (yp,yp) und also |[BD| = |6 — yg|. Um (2|) und (3) zu erfiillen, muss daher
yp = 0 sein. Es ist daher Fupc = 21 und Uapc = 6 + v/98 + /50 ~ 22,97, womit
sich keine Losung ergibt.

Foll I1.2. xtg = 7. Ganz entsprechend wie bei gilt hier fir den Flacheninhalt:

Ic - YB

Fapc =24,5 — 5

Um zu erfiillen, muss x¢-yp < 7 sein. Wir berechnen die Félle systematisch, wo-
bei es aus Symmetriegriinden ausreicht, die Félle mit ¢ > yp zu betrachten, und
im Fall yp = 0 reicht es ebenso wegen Symmetrie, z¢ < 3 zu untersuchen. Der Um-
fang berechnet sich nach Uspc = \/72 + y%—l—\/x% + 72+ (T—2c)2+ (7T—yB)%
In der letzten Spalte der Tabelle ist angegeben, wie viele kongruente Exemplare
der dickflachigen Dreiecke es gibt.

yp x¢ Fapc = Uapc = dickflichig? Anzahl

0 0 24,5 23,90 ja 4
0 1 24.5 23,29 ja 8
0 2 24.5 22,88 ja 8
0 3 24,5 22,68 ja 8
1 1 24 22,63 ja 4
1 2 23,5 22,16 ja 8
1 3 23 21,90 ja 8
1 4 22,5 21,84 ja 8
1 5 22 21,998 ja 8
1 6 21,5 22,37 nein

1 7 21 2297 nein —
2 2 22,5 21,63 ja 4
2 3 21,5 21,30 ja 8

Zusammen mit der einen Losung aus Fall I.1 ergibt das wie behauptet 12 verschie-
dene Formen mit insgesamt 92 verschiedenen Anordnungen.

Zum Abschluss zeigen wir alle moglichen Formen. Die Lagen von kongruenten
Dreiecken sind dabei durch die Lage eines ausgewahlten Eckpunktes angedeutet;
bei gleichschenkligen Dreiecken ist das immer der Punkt gegeniiber der Basis.




Losungen zu Blatt 106 9

| /
/ /
/ / /
/ /
| H / H H
\ /
/
/
\ /
H H / H o H o

http://www.math.uni-goettingen.de/zirkel Stand: 21. Mérz 2013



