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Beispiellosungen zu Blatt 111

Aufgabe 1
Ludwigshafen hat einen Bahnhof in Drei-
ecksform. Markus, Sabine und Wilhelm be- W

obachten den Zugverkehr auf den drei Zu-

laufstrecken von Mannheim, Schifferstadt und

Worms. Markus zahlt 202 Ziige, Sabine 150

und Wilhelm 118. An diesem Tag beginnt oder M
endet kein Zug in Ludwigshafen.

Wie viele Ziige sind auf jeder der Seiten des
Bahnhofs-Dreiecks durchgefahren?

Losung:

Wir bezeichnen die Anzahl der zwischen Mannheim und Worms verkehrenden
Zige mit s, die Anzahl der zwischen Mannheim und Schifferstadt verkehren-
den Ziige mit w und die zwischen Schifferstadt und Worms verkehrenden
Ziige mit m. Weiterhin bezeichnen wir die Anzahl der gezédhlten Ziige jeweils
mit dem Anfangsbuchstaben der Zahlerin oder des Zahlers. Wir erhalten
folgende Gleichungen:

m+s=W,
s+w=M,
m+w=S,.

Durch Addition der ersten beiden Gleichungen und Subtraktion der dritten
Gleichung folgt dann der Reihe nach:

2s =W+ M -5,

W+M-S
T
118 4+ 202 — 150
S =
2 )
s =285.
Analog erhalten wir
M _
we MES=W o
2
sowie WasS— M
m:f:%.

Somit waren an diesem Tag 33 Ziige zwischen Worms und Schifferstadt, 85
Zige zwischen Mannheim und Worms sowie 117 Ziige zwischen Mannheim



und Schifferstadt unterwegs. Da die Aufgabenstellung die Existenz einer Lo-
sung voraussetzt und nur je ein Wert als moglich iibrig bleibt, ist keine Probe
notig.

Aufgabe 2

Zeige, dass es keine positiven ganzen Zahlen x,y, z gibt, die die Gleichung
2 4+ 10y* = 322
erfiillen.

Losung:

Angenommen, es wirden Losungen in den positiven ganzen Zahlen existieren.
Dann existiert auch mindestens eine Losung mit minimalem z. Sei diese
Losung (z,y, z). Dann gilt:

z? 4+ 10y? = 322,

Wir betrachten den Rest der Gleichung bei Division durch 3, bezeichnet als
modulo 3:
224+ 1y*=0 mod 3.

Modulo 3 lassen Quadratzahlen nur die Reste 0 und 1. Dies lasst sich leicht
durch Ausprobieren priifen. Dementsprechend miissen sowohl 22 als auch 1>
den Rest 0 modulo 3 lassen. Da 3 eine Primzahl ist, sind auch x und y durch
3 teilbar. Sei x = 3z’ und y = 3y’. Dann gilt:

9(z')? +90(¢/)* = 322
Wir teilen durch 3 und betrachten die Gleichung wieder modulo 3:
0=z mod 3.

Somit ist 22 und damit auch z durch 3 teilbar. Wir schreiben z = 3z’ und
erhalten aus der urspriinglichen Gleichung:

9(z")? +90(y/)* = 27(2')?.

Nach Division durch 9 erhalten wir die urspriingliche Gleichung in (z/,v/, /),
die somit auch Losungen der Gleichung sind. Dies widerspricht unserer An-
nahme, x minimal gewéhlt zu haben, weil 2’ = § < x gilt, da x > 0 ist. Dies
ist also ein Widerspruch und es kann gar keine Losungen in den positiven
ganzen Zahlen geben.

Wie kommt man auf so einen Beweis? Beim Spielen mit der Ausgangsglei-
chung und mit Modulorechnung findet man die benutzten Teilbarkeiten von
2 und y durch 3 heraus. Fithrt man diesen Gedanken etwas weiter, kann man
auch zeigen, dass z durch 3 teilbar sein muss und kommt wieder am Anfang



Losungen zu Blatt 111 3

heraus. Nun muss nur noch das ungute Gefiihl, das man dabei hat, formali-
siert werden. Dieser Beweis funktioniert nicht ohne Weiteres mit rationalen
Zahlen. Warum?

Aufgabe 3

Jakob und Oskar spielen ein Spiel: Auf dem Tisch liegen 1111 Streichhoélzer
als Vorrat.

Ein Spielzug besteht darin, entweder einen bestehenden Streichholzhaufen
um ein Holzchen aus dem Vorrat zu vergroflern oder einen neuen Haufen
mit zwei Holzchen aus dem Vorrat anzufangen. Dabei diirfen aber nie zwei
Haufen gleich grof sein. Zu Beginn ist noch kein Haufen vorhanden.

Die Spieler ziehen abwechselnd, Jakob beginnt. Es verliert, wer keinen Zug
mehr ausfithren kann. Welcher Spieler kann bei geeigneter Spielweise seinen
Sieg erzwingen?

Losung:

Zunéchst legen wir die Streichholzhaufen geordnet hin: Wir fangen links mit
dem ersten Haufen an, alle weiteren fiigen wir rechts an. Die Bedingung, dass
nie zwei Haufen gleich grof sein diirfen, sorgt zusammen mit der Regel, dass
nach den ersten zwei Holzchen jeder Haufen immer nur um ein Holzchen
wachsen kann, dafiir, dass die Haufen von links nach rechts immer kleiner
werden und sich das auch nie &ndern kann.

Wir arbeiten uns mit ein paar Vortiberlegungen zur Losung hin. Die ersten
beiden Ziige des Spiels sind vorbestimmt: Jakob eroffnet den ersten Haufen
mit zwei Streichhélzern; Oskar muss im zweiten Zug (also seinem ersten)
diesen Haufen um ein Holz vergrofern.

In jedem Zug eines Spielers werden ein oder zwei Holzchen verbraucht; zwei
Holzchen genau dann, wenn ein neuer Haufen eroffnet wird. Den ersten Hau-
fen um ein Hoélzchen zu vergrofiern, ist immer moglich, daher endet das Spiel
genau dann, wenn der Vorrat verbraucht ist. Wiirde in jedem Zug nur ein
Holzchen verbaut, wére von Anfang an klar, welcher Mitspieler gewinnt. Jeder
Zug, in dem zwei Holzchen benutzt werden, kehrt, vordergriindig betrachtet,
die Gewinnaussichten um. Oder anders gesagt: Uber die Anzahl der eréffne-
ten Streichholzhaufen wird bestimmt, wer am Ende den letzten Zug machen
kann. Eine Gewinnstrategie muss also in irgendeiner Weise diese Anzahl kon-
trollieren.

Dazu kann man sich dann tiberlegen, dass es Zugmoglichkeiten gibt, die dem
Aufbau neuer Haufen dienen — namlich alles, was fiir einen (minimalen) drei-
ecksformigen Aufbau der Haufen eingesetzt wird. Ziige, die einen Haufen tiber
eine gewisse (noch zu bestimmende) Gréfe hinaus vergroBern, sind nicht fiir
die Erhohung der Haufenzahl nutzbar. Eine Beobachtung ist nun, dass jeder
Spieler — wenn er will — dafiir sorgen kann, dass ab dem zweiten (kontrolliert
von Jakob tber den dritten Zug) oder dritten (Oskar) Zug jedes Paar von
Ziigen von (zuerst) seinem Gegner und von ihm selbst je genau einen Zug der
ersten und einen der zweiten Art enthélt. Das fithrt dann zu einer genau kon-
trollierten Anzahl an Streichholzhaufen, woraus sich der Spieler ergibt, der
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gewinnen wird. Derjenige Spieler, der mit dieser Strategie gewinnen wird,
wird sie daher anwenden. (Um ganz genau zu sein: Jakob hat im dritten Zug
noch eine zusétzliche Wahlfreiheit.)

Um das Prinzip klarzumachen, sei zunachst angenommen, dass nicht 1111,
sondern 1091 Streichholzer zu Beginn auf dem Tisch liegen.

Dazu betrachten wir das folgende Legebild fiir mogliche Streichholzpositio-
nen.
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Die ersten beiden Ziige sind zwingend, die Lage der Streichholzer aus diesen
Zigen ist durchgehend umrahmt.

Ein dreieckiger Bereich mit einer Breite von 32 Haufen — von 33 bis 2 Holzern
Hohe — ist gestrichelt umrahmt, in ihm zeigen die Képfe der Streichholzer
nach rechts. Diese Positionen seien wertvolle Positionen genannt. Alle ande-
ren Positionen seien zweifelhaft genannt.

Solange der wertvolle Bereich nicht vollstandig gefiillt ist, kann Oskar nun ab
dem vierten Zug so ziehen, dass in dem vorangehenden Zug von Jakob und
in seinem Zug je ein Holz wertvoll und ein Holz zweifelhaft abgelegt werden,
indem er genau die andere Zugart als Jakob wéhlt. (Eigentlich haben auch
die ersten 3 + 31 Holzer im ersten Haufen eine aufbauende, also wertvolle
Funktion; jedoch miissen nach der Zugstrategie die ersten 31 zweifelhaften
Holzer zwingend an diese Positionen gelegt werden, was dafiir sorgt, dass der
Aufbau im ersten Haufen automatisch vorangeht; und die Beschreibung der
Lésung wird durch die gezeigte Einteilung deutlich vereinfacht.)

Der wertvolle Bereich umfasst 33 +32+31+ ... +3+2 = % —1 =560
Holzer und wird mit 560 — 32 = 528 Ziigen gefiillt, wobei erst der letzte dieser
Ziige den Haufen Nummer 33 erdffnet. Nach der beschriebenen Strategie ist
das entweder im 529. Zug von Jakob oder von Oskar der Fall. In seinem
529. Zug verbaut Oskar somit das (2 4+ 1 + 560 + 528 =)1091-te Streichholz
(entweder im Doppelpack mit dem 1090. Holz zur Er6ffnung des 33. Haufens
oder auf einem zweifelhaften Platz) und damit das letzte. Somit gewinnt er.

Laut Aufgabenstellung liegen nun aber 1111 Streichhélzer im Vorrat. Auch
hierbei kann Oskar gewinnen. Er zeichnet dazu zehn weitere Streichholzer
als wertvoll aus; dazu kann er zum Beispiel auf den Haufen 2 bis 11 je ein
weiteres Streichholz nehmen — so sei es — oder zehn Stiick auf Haufen 2.
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Damit geht seine Strategie zweimal zehn Ziige ldnger auf; bis dorthin, also
bis zum 539. Zug von Oskar, werden zwanzig Holzer mehr verbraucht, das
sind dann genau die vorhandenen 1111 Streichhélzer.

Auch hier kann der 34. Haufen nicht eroffnet werden. Denn entweder wird
der 33. Haufen erst im letzten Doppelzug eroffnet; dann kann ihn héchstens
noch Oskar um ein Streichholz erhohen, womit aber das Ende erreicht ist;
oder der 33. Haufen wird frither eroffnet; dann miissen die noch fehlenden
wertvollen Streichholzer aber unter den zehn neu gewdhlten Holzern sein;
damit wird das neu gewéhlte wertvolle Streichholz auf Haufen Nummer 11
als letztes wertvolles Streichholz gelegt, womit vor Oskars letztem Zug die
Haufen 12 bis 33 nur aus wertvollen Holzern bestehen kénnen. Damit fehlt
die Grundlage, Haufen 34 zu beginnen.

Somit kann Oskar den Sieg erzwingen.

Eine etwas allgemeinere Betrachtung zeigt, dass sich bei wachsender Streich-
holzzahl im Vorrat Jakob und Oskar fast immer abwechseln in der Mog-
lichkeit, den Sieg zu erzwingen. Immer dann, wenn durch die Strategie die
Eroffnung eines weiteren Haufens moglich wird, kann jedoch Jakob bei zwei
Anzahlen hintereinander gewinnen; das liegt letztlich daran, dass er mit dem
dritten Zug die erste Wahlmoglichkeit hat. Im Bereich von 1090 bis 1156
Streichholzern werden nach der Strategie 33 Haufen gebaut; bei allen gera-
den Anzahlen gewinnt Jakob, bei allen ungeraden Oskar.

Aufgabe 4
Zeige, dass die Ungleichung

1+\122014+\/32014+\/42014+\/~--+ n2014< \/1+1/22015

fiir jedes n gilt.
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Losung:

Fir n =1 und n = 2 ist die Aussage klar. Sei nun n > 3. Zunéchst erhalten
wir durch einfache Umformungen die aquivalente Behauptung

3201 4 \/ 42014 4/ 4 /2014 < 42014

Um dies zu beweisen, zeigen wir eine etwas allgemeinere Aussage. Dazu de-

finieren wir f(k) = k2014 + \/(k: +1)20M /L V20 fir 3 < k < n.

Wir behaupten nun, dass stets f(k) < (k + 1)2°1 gilt (fir & = 3 ist dies
genau die Behauptung). Dies beweisen wir mit einer Art unvollstindiger
Induktion iber k, d.h. wir zeigen die Ungleichung fiir £ = n und folgern
aus der Giltigkeit fiir £ auch die Giltigkeit fir & — 1.

Fir £ =n gilt

f(k?) — f(n) — n2014 < (n + 1)2014.
Nun nehmen wir an, dass f(k) < (k + 1)2014 fiir ein k gilt. Dann folgt

f(k . 1) 2014 + / 2014 (k+ 1)1007‘

Es geniigt nun also, (k — 1)2014 + (k+ 1)1007 < k:2014 zu zeigen. Es gilt aber

k2014 (k} )1007
= ((k—1)* + (2k — 1))
Z ((k‘ 1) )1007 ( 1)1007
Z ( )2014 (k—i— )10077

wobei der Zwischenschritt aus der allgemeinen Ungleichung
(a+ b)n _ Z <n>akbn—k > q" 4 b"
imo \k
fir a,b > 0, n € N folgt.
Damit ist auch der Schritt von k auf k—1 bewiesen und also f(k) < (k+1)%0'4
fir alle k > 3 gezeigt. Fir k = 3 folgt die Behauptung.

Wie kommt man nun auf diesen Beweis? Es ist schliefflich zunéchst nicht klar,
woher die Abschitzung f(k) < (k + 1)?°!* kommt und warum ausgerechnet
damit der Induktionsschritt so gut funktioniert.

Nun, bei der Losungsfindung wurde natiirlich umgekehrt vorgegangen: Wir
nehmen an, dass die Aussage falsch und also f(3) > 4%° wire, und stellen
dann fest, dass die Werte f(4), f(5), ... sehr grofi waren und schlielich f(n)
viel zu grof ware. Nun muss man nur noch einen geeigneten Term ¢ (k) derart
finden, dass ¢g(3) = 42" und g(n) > f(n) = n** gelten und aus f(3) > ¢(3)
auch f(4) > g(4) und schlielich f(k) > g(k) fir alle k folgen wiirde. Da es
sich insgesamt um eine recht schwache Abschéitzung handelt, ist die Wahl hier
nicht eindeutig. Der Term g(k) = (k + 1)?°* wurde nun gerade so gewéhlt,
dass der Beweis des Induktionsschrittes moglichst leicht geht. Wer mag, kann
zur Ubung einmal den Beweis mit g(k) = (k — 1)19%8 versuchen.
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