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Beispiellosungen zu Blatt 116 (ab Klasse 9)

Aufgabe 1
Finde jeweils alle Zahlen z, die die Gleichung

a) |z|+|[2x] +...4+|2015z] + [20162| = 2017  bazw.
b) o)+ [2¢] + ...+ 2016z + |2017x| = 2018

erfilllen. Dabei ist |z] der ganzzahlige Anteil von z, also die groBite ganze
Zahl, die nicht grofer als x ist, z. B. [42] =42, || =3, |—7] = —4.

Losung:

Um beide Fille zusammen zu betrachten, wollen wir zunéchst allgemein die
Funktion
folz) = || + [22] + -+ + [nz]

und dazu die Gleichung f,(x) = n + 1 fiir eine gegebene natiirliche Zahl
n untersuchen. Die erste wichtige Beobachtung ist, dass die Funktion f,(x)
monoton in x wéchst, d. h. fiir x > y gilt f(z) > f(y). Dies liegt daran, dass
|| monoton wichst und die Summe monotoner Funktionen wieder monoton
ist.

Weiterhin nimmt f nur ganzzahlige Werte an, besitzt also Sprungstellen und
ist in den Bereichen dazwischen konstant. Die Losungsmenge der Gleichung
fu(z) = n+ 1 wird also ein Intervall sein.

Noch genauer konnen wir sagen, dass f an der Stelle x genau dann eine
Sprungstelle besitzt, wenn eine der Zahlen kx fiir 1 < k < n eine ganze Zahl
ist, wenn also z von der Form 7* fiir eine ganze Zahl m ist. Dabei muss k nicht
eindeutig bestimmt sein, die Anzahl der méglichen Werte fiir £ entspricht der
Hohe des Sprungs.

Als Néchstes wollen wir die Grofle der Losung x abschitzen. Aus der Un-
gleichung |z| < z (dies folgt direkt aus der Definition) und der Gaufichen
Summenformel folgern wir

n(n+ 1)x

falx) <z 4+2x+3z+...+nx=(1+2+...4+n) -z = 5

Soll also f,(z) = n + 1 gelten, so folgt schon = > % Andererseits ist stets
|x] > x — 1, also folgern wir analog

1
fulz) > n(n+ 1)z o
2
eine Losung muss also x < % erfilllen. Dies ist aber fiir grofle n et-

wa %, also doppelt so grof§ wie die untere Schranke %, daher reichen diese
Abschéitzungen nicht aus, um x exakt zu bestimmen.
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Wir weichen daher zunéchst auf ein heuristisches Argument aus:

Dazu iiberlegen wir uns, in welcher Groflenordnung wir unsere Losung x
erwarten wiirden, und untersuchen dann, ob unsere Erwartung korrekt ist.
Das Problem an den Abschétzungen war, dass fiir jeden der n Summanden
eine Differenz von 1 zwischen unterer und oberer Schranke bestand. Fiir die
meisten Werte von x wird aber nicht jedes Mal die untere bzw. die obere
Schranke scharf sein.

Es ist vielmehr zu erwarten, dass |z]| durchschnittlich in der Mitte dieses
Intervalls liegt, also etwa von der Grofle x — % ist. Summieren wir dies wie
zuvor auf, erhalten wir eine erwartete Grofenordnung von

_nn+lz n

o)==y

Q(n”(Zi);S" A % liegen.

In diesem Bereich sind die ersten etwa % Summanden in f,(x) noch 0, die
nachsten etwa g Summanden sind 1 und die letzten bereits 2.

Um nun die exakten Grenzen zu finden, miissen wir also eine Fallunterschei-
dung machen, welchen Rest n bei Division durch 3 lésst.

unsere Losung sollte also im Bereich x ~

1. Fall: n ist durch 3 teilbar, also n = 3k fiir ein k. Dann ist % = . Betrachten
wir die einzelnen Summanden in der Definition von f,(z) fir 2 = 1, so sehen
wir, dass fiir m = 1,2,...,k — 1stets || =0, firm =k, k+1,...,2k -1

stets | 7] = 1, fir m = 2k, 2k +1,...,3k — 1 stets [ 7| = 2 und schlieBlich

| 7] = 3 gilt, also folgt

fn(llg) —(k—1)-0+k-1+k-243=3k+3=n+2>n+1.
Moégliche Losungen fiir  miissten also x < % erfiillen. Andererseits besitzt f,
bei % eine Sprungstelle, nach der obigen Untersuchung sogar eine dreifache, da
die Funktionen |kz |, |2kz| und |3kz] hier um 1 groBer werden. Umgekehrt
bedeutet dies, dass fir z < ; stets f,(z) < (n+2) —3 < n+1 gilt, also gibt
es in diesem Fall keine Losung.

Damit kénnen wir auch schon Aufgabenteil a) beantworten, denn 2016 =
3 - 672 fallt unter diesen Fall.

2. Fall: n lasst Rest 1 bei Division durch 3, also n = 3k+1 fiir ein k. Dann ist

3= 3%“ Betrachten wir jetzt wieder die Deﬁnitiorg kvon fu(zx) fir x = ?)Ifﬁ,

so sind die ersten &k Summanden gleich 0 (wegen 55 < 1), die nichsten &
6k 9k

Summanden sind 1 (wegen 375 < 2), die nédchsten k sind 2 (wegen 575 < 3)

und der letzte Summand ist L%ﬁj = 3. Also folgt

folx)=k-0+k-14+k-24+3=3k+3=n+2.

Wieder war unsere erwartete Losung x = % also zu grof3. Auch in diesem Fall
befindet sich bei x eine Sprungstelle, aber diesmal nur eine einfache, denn
nur fiilr m = 3k 4+ 1 ist 3m durch 3k + 1 teilbar. Unmittelbar links von z = %
nimmt f, also den Wert n+ 1 an, wir haben Losungen fiir unsere Gleichung.
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Wir miissen nur noch herausfinden, wo die nachstkleinere Sprungstelle liegt.
Was ist also die nachstkleinere Zahl der Form % fiir ein ¢ < n? Insbesondere

mussdannp:q~§<n-§<n~%:3,alsop§2gelten.Wéirep:1,

so folgt ¢ > ¢ > k, also wére g = k%rl die grofftmogliche Zahl. Mit p = 2
folgt ¢ > %” > 2k, also ware % = Ti—l die groBtmogliche Zahl. Man sieht
aber leicht, dass ﬁ > k—il gilt und somit die nachste Sprungstelle von f
bei x = Til liegt.

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass die Losungsmenge der Gleichung
fa(z) = n+1im Fall n = 3k + 1 gerade das Intervall x € [TQH, ﬁ) ist.
Dabei bedeutet [a,b), dass die Zahl a im Intervall enthalten ist, die Zahl b
jedoch nicht (dies entspricht ja auch genau unseren Beobachtungen, dass f,,
an den Sprungstellen immer schon den jeweils groferen Wert annimmt).

Im Fall n = 2017 = 3-672+1 ergibt dies die Losungsmenge x € {%, 25—17) =

{ 6 6

40352 4034 ) *

Damit sind beide Aufgabenteile gelost. Der Vollstandigkeit halber wollen wir
noch erwéhnen, dass der Fall n = 3k + 2 genauso behandelt werden kann

und sich dort die Losungsmenge x € {%H,%H) ergibt.

Aufgabe 2

Annabell hat zu ihrem Geburtstag genau 18 Freunde eingeladen: Marlene,
Jakob, Anna Sophia, Felix, Sebastian, Ines, Andreas, Markus, Emma, Kri-
stoff, Xenia, Lea, Andi, Bella, Selim, Nick, Achim und Sergej. Zum Geburts-
tagskaffee sollen alle 19 Feiernden an einem runden Tisch sitzen — Annabell
natiirlich an dem besonders geschmiickten Ehrenplatz. Sie mdchte ihre Géaste
so anordnen, dass fiir alle Paare von Sitznachbarn gilt: Der Name des links
sitzenden Gastes endet mit dem gleichen Buchstaben, mit dem der Name des
rechts sitzenden Gastes beginnt.

Wie viele Moglichkeiten hat Annabell fir ihre Sitzordnung?

Losung:

Als Erstes betrachten wir, welche Anfangs- und Endbuchstaben bei den Na-
men der Gastgeberin und ihren Gésten vorkommen — wobei tatsachlich die
gleichen Buchstaben vorhanden sind, was selbstverstiandlich eine Vorausset-
zung dafiir ist, dass es iiberhaupt eine Losung gibt:

Jeweils einmal: B, E, F, I, J, K, L, N, X
Mehrfach: A (finfmal), M (zweimal), S (dreimal)

Bei allen nur einmalig vorkommenden Buchstaben ist klar, dass die beiden
Personen mit diesem Buchstaben nebeneinandersitzen miissen. Daraus erge-
ben sich schon einmal die folgenden Teil-Sitzordnungs-Ketten:

Annabell — Lea
Marlene — Emma
Sergej — Jakob — Bella
Anna Sophia
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Sebastian — Nick — Kristoff — Felix — Xenia
Andi — Ines

Andreas

Markus

Selim

Achim

Hierbei gibt es zwei Ketten, die mit einem M beginnen, und — natiirlich —
zwei Ketten, die mit einem M enden. Es gibt zwei Moglichkeiten, die beiden
M-Verbindungen herzustellen. Diese beiden Moglichkeiten untersuchen wir
getrennt:

Fall 1: Es entstehen die Ketten Selim — Marlene — Emma und Achim — Mar-
kus. Dann hat man drei Ketten, die mit einem S beginnen (und mit einem
A enden), und drei Ketten, die mit einem S enden (und mit einem A be-
ginnen). Zur Herstellung einer ersten der drei S-Verbindungen hat man drei
Moglichkeiten, fiir die zweite noch zwei, danach ergibt sich die dritte Verbin-
dung. Insgesamt ergeben sich sechs Moglichkeiten fiir die S-Verbindungen,
eine davon ist, als Beispiel:

Andi — Ines — Selim — Marlene — Emma
Andreas — Sergej — Jakob — Bella
Achim — Markus — Sebastian — Nick — Kristoff — Felix — Xenia.

Hat man (auch) die S-Verbindungen hergestellt, hat man fiinf Teilketten mit
einem A am Anfang und am Ende. Die A-Verbindungen kann man mit diesen
Ketten vollig frei wiahlen. Annabells und damit auch Leas Platz stehen fest,
fir den Platz rechts von Lea gibt es vier Moglichkeiten; fir den Anschluss
an das dann folgende schliefende A gibt es noch drei Moglichkeiten usw. Im
Ganzen gibt es in diesem Fall also 6 - 4 - 3 -2 = 144 Moglichkeiten fiir die
Sitzordnung. Eine davon ist:

Annabell — Lea — Anna Sophia — Andi — Ines — Selim — Marlene
— Emma — Andreas — Sergej — Jakob — Bella — Achim — Markus
— Sebastian — Nick — Kristoff — Felix — Xenia — (Annabell)

Fall 2: Es entstehen die Ketten Achim — Marlene — Emma und Selim —
Markus. Dann konnen rechts von Markus nur noch Sergej oder Sebastian
sitzen, weil Selim schon links von ihm sitzt. Links von Selim kénnen noch
Ines oder Andreas Platz nehmen. Das sind vier Moglichkeiten, die Kette Selim
— Markus zu beiden Seiten zu ergidnzen. Es verbleiben noch zwei Namen mit
einem S, die Namenstrager miissen nebeneinandersitzen. Man hat nun noch
wie schon im ersten Fall finf Teilketten mit einem A am Anfang und am
Ende, woraus sich wiederum jeweils 4 - 3 - 2 = 24 Moglichkeiten ergeben,
insgesamt in diesem Fall also 4 - 24 = 96 Moglichkeiten. Eine davon ist:

Annabell - Lea — Achim — Marlene — Emma — Andi — Ines — Selim
— Markus — Sergej — Jakob — Bella — Anna Sophia — Andreas —
Sebastian — Nick — Kristoff — Felix — Xenia — (Annabell).
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Nimmt man alle Falle zusammen, ergeben sich damit 144 4+ 96 = 240 Mog-
lichkeiten fiir die Sitzordnung.

Aufgabe 3

In die Mitte eines quadratischen Hafenbeckens soll ein Leuchtturm gebaut
werden, der mit seiner punktférmigen Lichtquelle die Hafenmauer rundum
beleuchtet. Fiir die Form des Leuchtturms gibt es drei verschiedene Mog-
lichkeiten, wie unten abgebildet. Dabei ist allerdings zu beachten, dass aus
Stabilitatsgriinden nur die Hélfte des Umfangs des Leuchtturms aus licht-
durchlassigem Material bestehen kann.

Welche der Varianten ist am besten geeignet, um auch so einen moglichst
groflen Teil der Hafenmauer beleuchten zu kénnen, und wie grof§ ist dann

dieser Anteil?

Losung:

Im ersten Schritt unterteilen wir das Hafenbecken in 8 gleichschenklig-recht-
winklige, kongruente Dreiecke, die durch die Diagonalen und Seitenhalbie-
renden abgeteilt werden.

Die erste wichtige Beobachtung ist nun, dass es optimal ist, in jedem der 8
gleich groflen Teile der Leuchtturmumrandung das gleiche Muster zu verwen-
den, insbesondere also in jedem der Achtel jeweils die Hélfte des Leuchtturms
zu nutzen. Dies ist anschaulich leicht einzusehen: Wiirden in den Achteln
verschiedene Anteile genutzt, konnte man aus dem stéirker genutzten Achtel
einen Teil an durchsichtiger Wand herausnehmen und an die entsprechenden
Stellen in dem anderen Achtel einbauen — da in dem zweiten Achtel ja weni-
ger genutzt wird, muss es entsprechend freie Stelle geben. Auflerdem kénnen
wir fiir zwei Punkte auf der Leuchtturmumrandung vergleichen, wie viel Ha-
fenmauer mit einem sehr kleinen Fenster gleicher Grofle in diesem Bereich
beleuchtet werden kann. Wird in einem Achtel nun ein Bereich um einen
Punkt A benutzt, in einem anderen Achtel aber statt des entsprechenden
Bereiches um den Punkt A’ ein genauso grofler Bereich um den Punkt B und
der oben beschriebene Vergleich besagt, dass A , besser® ist als B, so wére es
offensichtlich besser, B durch A’ zu ersetzen.
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Wir kénnen also unsere Untersuchungen auf eines dieser Achtel beschrianken.
Angenommen, wir nutzen einen durchgehenden Anteil dieses Achtels x, be-
ginnend bei der Seitenhalbierenden der gesamten Hafenmauer. Dann kénnen
wir diesem Wert z einen Anteil f(x) zuordnen, der misst, welcher Teil der
Hafenmauer in diesem Achtel beleuchtet wird. So ist stets f(0) = 0 und
f(1) =1 und die Funktion f ist monoton steigend.

Um zu bestimmen, welchen Teil des Leuchtturms wir nutzen sollten, miissen
wir den oben beschriebenen Begriff vom Vergleich zweier Bereiche prézisieren.
Es stellt sich heraus, dass eine gute mathematische Beschreibung hiervon die
Steigung der Funktion f(x) ist, also die Steigung der Tangenten, die wir an
diesem Punkt an den Funktionsgraphen legen kénnen (Mathematiker nennen
das auch die Ableitung der Funktion f und schreiben f'(z)).

Denn diese beschreibt, wie viel zusatzliche Hafenmauer wir an diesem Punkt
durch einen zusétzlich benutzten (kleinen, aber festen) Teil des Leuchtturms
beleuchten koénnen.

Im néchsten Schritt miissen wir also die Funktionen f(z) berechnen. In ei-
nem Fall ist das einfach: Ist der Leuchtturm quadratisch und parallel zur
Hafenmauer ausgerichtet, gilt f(z) = x nach dem Strahlensatz und die Tan-
gentensteigung ist tiberall gleich 1 (wir schreiben f’(x) = 1). Dies entspricht
der anschaulichen Beobachtung, dass es in diesem Fall egal ist, welchen Teil
des Leuchtturms wir nutzen, da wir stets die Halfte der Hafenmauer beleuch-
ten konnen.

Der néchste Fall ist der runde Leuchtturm. Hier entspricht der Anteil x der
Leuchtturmumrandung proportional dem Anteil des Winkels o an 45°:

G

s

Nach Definition des Tangens erhalten wir f(z) = tan(x-45°). Stellen wir diese
Funktion graphisch dar, sehen wir, dass f konvex, also nach oben gekriimmt
ist, der Graph wird mit groflerem x immer steiler.

Wollen wir die Hélfte des Leuchtturms mit der grofiten Steigung nutzen, so
miissen wir die zur Diagonalen des Hafenbeckens, also zur Ecke orientier-
te Hélfte wahlen. Dieser Anteil beginnt bei der Winkelhalbierenden dieses
Achtels:
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Bekanntlich teilt die Winkelhalbierende die gegeniiberliegende Seite im Ver-
héltnis der anliegenden Seiten, der maximal beleuchtete Anteil der Hafen-
mauer liegt hier also bei \/\ﬁl =2 — /2~ 0,586.

Zu guter Letzt kiimmern wir uns um den Fall des quadratischen, ,schrag®
zum Hafenbecken platzierten Leuchtturms. Hier benétigen wir eine kleine,
aber feine geometrische Uberlegung zur Berechnung von f:

Zunéchst konnen wir den Leuchtturm ,aufblasen”, also zentrisch strecken,
ohne die Beleuchtungsverhaltnisse zu verandern.

Wir erhalten die folgende geometrische Konstellation, wobei M der Mittel-
punkt von AC ist und P der Punkt auf BM mit IBPL — & Dann wollen wir

|BM|
_ |BD]
fz) = o perechnen.
A
P
/\\ 1—x
/ N\
/ \\
/
! 1-x
! M
/
/
) PINK
/
/
C D B

Dazu sei P’ das Bild der Spiegelung von P an M. Aus Symmetriegriinden ist
dann PC parallel zu AP und also zu PD. Dann konnen wir den Strahlensatz
auf die von B ausgehenden Strahlen BC' und B P’ mit den parallelen Strecken
PD und P'C anwenden und erhalten

|BD|  |BP)| x x 2
f(x) = = ; = = =
|BC| |BP| z+4+2(1—-2) 2-z 2-=x

Auch hier sehen wir also, dass die Steigung des Graphen immer grofler wird
und wir somit wieder die in Richtung der Diagonalen liegende Hilfte des
Leuchtturms wahlen.
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Dann sehen wir, dass der maximal beleuchtete Teil der Hafenmauer gerade
1— f(3) =2~ 0667 betriigt.

Damit haben wir gezeigt, dass im zuletzt untersuchten Fall der optimale Be-
leuchtungswert von % erzeugt wird, wahrend wir beim runden Leuchtturm
nur etwa 58,6 % und beim quadratischen, parallel zur Hafenmauer ausgerich-

teten Leuchtturm sogar nur die Hélfte der Hafenmauer beleuchten kénnen.

Ein moglicher Leuchtbereich beim ersten und die optimalen Leuchtbereiche
bei den beiden anderen Leuchttiirmen sehen also wie folgt aus:

Gl

Aufgabe 4

Die beiden zweistelligen Zahlen 25 und 76 haben die Eigenschaft, dass ihr
Quadrat auf die gleichen zwei Stellen endet wie die Ausgangszahl: 252 =
625, 762 = 5776. Thre Summe ist 25 + 76 = 101.

Zeige, dass es fiir jede natiirliche Zahl m neben den Zahlen 0 und 1 noch
genau zwei Zahlen n mit hochstens m Stellen gibt, bei denen die letzten

m Stellen von n? und n iibereinstimmen. Was ist die Summe dieser beiden
Zahlen?

Losung: Es sei m eine nattirliche Zahl und n eine Zahl mit der beschriebenen
Eigenschaft. Dann gibt es also eine natiirliche Zahl r so, dass

n?—n=n-(n—1=10"-r=2m.5".r

gilt. Die Primfaktoren 2 und 5 miissen also m-fach im Produkt n - (n — 1)
vorkommen. Die Zahlen n und n — 1 sind aufeinanderfolgend und daher
teilerfremd; alle m Faktoren 2 sind also zusammen entweder in n oder in n—1
enthalten, entsprechend 5. Nun ergeben sich vier Falle fiir die Teilbarkeiten.
Fir jeden Fall gilt: Sind die beiden Teilbarkeitsbedingungen erfiillt, hat man
automatisch eine Losung n gefunden, da die Losungseigenschaft dquivalent
zu der Erfiillung der oben angefithrten Gleichung mit einem geeigneten 7 ist.

Fall 1: 2™ | n und 5™ | n. (,a | b* bedeutet: ,a teilt b“.) Dann ist n ein
Vielfaches von 10™, und da n kleiner als 10™ sein soll, muss n = 0 sein.

Fall 2: 2™ | n — 1 und 5™ | n — 1. Mit derselben Uberlegung wie im ersten
Fall muss n — 1 =0, also n = 1 sein.

Fall 3: 2™ | n und 5™ | n — 1. Anders gesagt hat n den Rest 1 beim Teilen
durch 5™. Nun ist die Frage, ob es ein solches n mit 0 < n < 10™ gibt.
Wer sich schon ein wenig mit Zahlentheorie auskennt, darf das Stichwort
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[43

,Chinesischer Restsatz* nennen und kennt die Antwort. Wir leiten sie hier
gerne vollstandig her: Es ist n = k- 2™ mit einem geeigneten £ > 0. Wir
betrachten die Reste aller nichtnegativen Zahlen k - 2™, die kleiner als 10™
sind, beim Teilen durch 5™. Gabe es zwei verschiedene Zahlen ki - 2™ und
ko - 2™ mit gleichem Rest, dann wiére also p = |(ky — k1) - 2™| durch 5™
teilbar. Da p auch durch 2™ teilbar ist, ist es dann durch 10™ teilbar. Es ist
auBerdem p # 0, sodass p > 10™ sein muss. Das steht im Widerspruch dazu,
dass die beiden nichtnegativen Zahlen, deren Differenz p ist, kleiner als 10™
sind.

Die Zahlen haben also alle verschiedene Reste. Wegen 5™ - 2™ = 10™ und
somit (5™ — 1) - 2™ < 10™ gibt es genau 5™ Zahlen der Form k£ - 2™, die
nichtnegativ und kleiner als 10™ sind. Daher kommt jeder mogliche Rest
beim Teilen durch 5™ genau einmal vor. Insbesondere gibt es genau ein k so,
dass 5™ | k- 2™ — 1 gilt. Fir m = 2 ist dies das schon genannte Beispiel 76.

Fall 4: 2™ | n— 1 und 5™ | n. Wie im Fall 3 kann gezeigt werden, dass es
auch hier genau eine Losung gibt.

Die Losungen aus den vier Féllen miissen offensichtlich alle verschieden sein,
weil die Teilbarkeiten sich nicht , vertragen®.

Die beiden Losungen aus den Féllen 3 und 4 exakt anzugeben, ist etwas
schwieriger, als ihre Existenz zu zeigen. Allerdings ist offensichtlich, dass
man die Zahlen schrittweise finden kann, da die letzten m — 1 Ziffern der
Zahlen fir ein m mit den Ziffern fiir m — 1 ibereinstimmen miissen. Mit
etwas Probieren geht es also schon ganz gut; und man wird schnell auch
noch etwas Systematik beim Finden der jeweils neuen Ziffer entwickeln — das
ginge hier aber zu weit.

Jedoch gibt es noch eine weitere schone Eigenschaft, nach der wir auch
fragten: Ist n; die Losung fiir Fall 3 und ny die Losung aus Fall 4, so ist
immer ny; + ny = 10™ + 1. Um dies zu beweisen, betrachten wir die Zahl
7 =10" 41— ny. Es gilt nun:

PP—i=00"+1-ny)*— (10" +1—mny)
=10"(10"+2—2n; — 1) +1—-2n;+n —14+m
=n] —ng + 10"(10™ + 1 — 2n,)
=10"(k+10™ + 1 — 2ny)
mit einem geeigneten k. Damit ist auch j eine Losung der Aufgabe, denn
weil ny ungleich 0 und 1 ist, ist j kleiner als 10™, zugleich grofier als 1. Es ist

J # nq, weil sonst 10™ + 1 durch 2™ teilbar sein miisste. Damit kann j nur
noch die Losung aus Fall 4 sein, j = ns.

Fir m = 10 lauten die beiden Losungen:
8212890625 und 1787109376.

Man nennt solche Zahlen auch automorphe Zahlen.
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