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Beispiellosungen zu Blatt 19

Aufgabe 1

a) In dem ,,Buch der Wahrheit* stehen merkwiirdige Dinge:

Auf der ersten Seite steht: . In diesem Buch steht genau eine falsche Aussa-
ge.”

Auf der zweiten Seite steht: ,,In diesem Buch stehen genau zwei falsche Aus-
sagen.“

Und so weiter, bis schliellich auf Seite 2002, der letzten Seite, steht: , In die-
sem Buch stehen genau 2002 falsche Aussagen.

Wie viele falsche Aussagen stehen tatséchlich in diesem Buch, und wo stehen
sie gegebenenfalls?

b) Das ,,Buch der Liigen® ist etwas allgemeiner gefasst:

Auf der ersten Seite steht: ,In diesem Buch steht mindestens eine falsche
Aussage.“

Auf der zweiten Seite steht:  In diesem Buch stehen mindestens zwei falsche
Aussagen.“

Und so weiter, bis schliefSlich auf Seite 2002, ebenfalls der letzten Seite, steht:
,In diesem Buch stehen mindestens 2002 falsche Aussagen.

Wie viele falsche Aussagen stehen nun in diesem Buch, und wo stehen sie
gegebenenfalls?

Loésung:

a) Konnen im ,,Buch der Wahrheit* zwei oder mehr richtige Aussagen stehen?
Das wiirde dann bedeuten, dass sowohl eine Aussage ,,In diesem Buch stehen
genau r falsche Aussagen“ als auch eine andere Aussage ,,In diesem Buch
stehen genau y falsche Aussagen® gleichzeitig wahr sein miissten. Das ist
aber wegen des Wortchens ,,genau® ein Widerspruch.

Ist andererseits iiberhaupt keine Aussage im Buch wahr, dann miissten alle
2002 Aussagen falsch sein. Dann wére aber doch eine Aussage wahr, ndmlich
die auf Seite 2002, also fiihrt dies ebenfalls zum Widerspruch.

Es verbleibt als letzte und einzige Moglichkeit, dass genau eine Aussage wahr
ist, und die anderen 2001 falsch. Dies fiihrt zu keinem Widerspruch: Die wahre
Aussage ist die auf Seite 2001, alle anderen 2001 Aussagen sind falsch.

b) Hier kommt es auf das Wortchen ,,mindestens” an. Wenn die Aussage auf
einer bestimmten Seite richtig ist (z.B. Seite 10), dann sind die Aussagen
auf allen vorhergehenden Seiten ebenfalls korrekt (in diesem Fall dann die
Seiten 1 bis 9). Es gibt also in diesem Buch hochstens eine ,, magische® Seite:
Die Aussagen auf allen Seiten davor und auf der Seite selbst sind richtig,
alle Aussagen danach sind falsch. Die Seitennummer dieser magischen Seite
entspricht somit der Anzahl der auf diese Seite folgenden Seiten des Buches,
diese Seitennummer ist also gerade die Halfte der Gesamtseitenzahl. Folglich
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hat die magische Seite die Seitennummer 1001. Genau 1001 Aussagen des
Buches sind falsch, dies sind alle Aussagen der folgenden 1001 Seiten. Die
Aussagen der ersten 1001 Seiten sind somit alle wahr.

Bemerkung: Es kann korrekt nur von hdéchstens einer magischen Seite ge-
sprochen werden, weil die Aufgabe fiir ein Buch mit ungerader Seitenzahl
unlosbar ist: Die Aussage auf der mittleren Seite kann weder wahr noch
falsch sein.

Aufgabe 2

Wie viele Moglichkeiten gibt es, vier Tiirme so auf ein Schachbrett zu stellen,
dass keiner einen anderen bedroht?

Losung: Zwei Tiirme bedrohen sich bekanntlich genau dann, wenn sie in
einer gemeinsamen Zeile oder einer gemeinsamen Spalte des Schachbrettes
stehen.

Um vier Tiirme ohne gegenseitige Bedrohung zu platzieren, muss man also
zunéchst vier verschiedene Zeilen und unabhéngig davon vier verschiedene
Spalten aus den jeweils acht zur Verfiigung stehenden auswéhlen. Hierfiir
hat man je (§) = 2282 Maglichkeiten®.

Schliefflich darf man in jeder der vier ausgewéhlten Zeilen die Spalte wihlen,
in die der Turm soll. Fiir die erste Zeile hat man vier Spalten zur Verfiigung,
fiir die zweite nur noch drei, fiir die dritte noch zwei und die letzte Spalte
steht dann fest. Das sind noch einmal 4-3-2-1 Moglichkeiten, die Tiirme in
die gewéhlten Zeilen und Spalten zu stellen.

Insgesamt ergeben sich also

2 2 52 p2 K2
-T74-6°-5
(8) -4«3«2~1:8—:117600

4 4-3-2-1
Moglichkeiten.

Alternativ kann man auch so zéhlen: fiir den ersten Turm hat man 64 mogli-
che Felder. Da er genau 15 Felder bedroht (inklusive dem eigenen) bleiben
fiir den zweiten Turm noch 49 mogliche Felder. Der zweite Turm bedroht
genau 13 weitere Felder, so dass man fiir den dritten Turm noch 36 Felder
zur Verfiigung hat und schliefflich fiir den letzten Turm noch 25.

Da es auf die Reihenfolge der Tiirme nicht ankommt, erhélt man jede Stel-
lung hierbei 4-3-2-1 mal, so dass sich auch hier wieder 117600 M&glichkeiten
ergeben.

Aufgabe 3

Um ein konvexes Polygon, das einen Umfang U hat, wird ein Rahmen ge-
zeichnet, dessen Aufenlinien in einem Abstand b parallel zu den Polygonsei-
ten verlaufen (vgl. Zeichnung).

Beweise, dass die Fléche des Rahmens grofier als b(U + 7b) ist.

! Allgemein geben die sogenannten Binomialkoeffizienten (}) = n'(",; (1 g_l)(nff +1 gera-

de die Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus einer n-elementigen Menge auszuwiéhlen,
an. Siehe dazu auch die Erklarungen auf dem Aufgabenblatt 9 zur , Zwergenaufgabe“.
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Hinweis: Ein konvexes Polygon ist ein Vieleck, in dem alle Innenwinkel klei-
ner als 180° sind.

Loésung:

Um die Flidche des Rahmens abzuschétzen, werden zuerst die Senkrechten zu
den Polygonseiten durch die Eckpunkte des Polygons gezeichnet (vgl. Skizze).
Dadurch wird der Rahmen in Rechtecke und kleine Eckstiicke zerlegt. Die
Rechtecke iiberschneiden sich nicht, weil das Polygon konvex ist; sie haben
alle eine Breite von b und die Summe der Léingen der Rechtecke ist gerade
der Umfang U des Polygons, weshalb sie zusammen einen Flicheninhalt von
b - U haben. Nun sind noch die kleinen Eckstiicke zu betrachten. In den
Rahmen lassen sich Kreisbogen mit Radius b einbeschreiben. Die Winkel
der entstehenden Kreissegmente addieren sich gerade zu 360°, weshalb die
Summe der Fliachen der Eckstiicke grofier ist als eine Kreisfliche mit Radius
b, d.h. grofer als 7 - b2

Die Rahmenfliiche ist also gréfler als b+ U + 7 - b* = b(U + 7b).

Aufgabe 4

Asterix und Obelix spielen ein Spiel. Dabei werfen sie eine Miinze und schrei-
ben auf, in welcher Reihenfolge Adler (A) oder Zahl (Z) oben liegen. Jeder
hat sich eine Dreierfolge ausgesucht, und das Spiel wird beendet, sobald in
der (bis dahin evtl. recht langen) Folge der Ergebnisse eine der beiden Drei-
erfolgen auftaucht. Es gewinnt natiirlich, wessen Folge erschienen ist.

a) Man hétte zunédchst denken mogen, dass keiner der beiden einen Vor-
teil hat, weil ja jede Dreierfolge mit gleicher Wahrscheinlichkeit einmal
geworfen wird. Warum kann man dieses Argument hier eigentlich nicht
anwenden?



Losungen zu Blatt 19 4

b) Auf dem letzten Zettel wurde errechnet, dass ZAA gegen AAZ mit
3/4 zu 1/4 und AAZ gegen AZA mit 2/3 zu 1/3 gewinnt. Gewinnt
deswegen dann auch im Mittel ZAA gegen AZA?

Losung:

Zu a): Das Argument ist deswegen nicht anwendbar, weil die Bedingungen,
unter denen mit dem Werfen der Miinze aufgehort wird, mit dem Auftre-
ten der Tripel zusammenhéngen. Wiirden immer gleich lange Ketten gewor-
fen werden (oder auch mit einer jedesmal von den Wiirfen unabhéngig per
Zufall bestimmten Lénge) und dann gezéhlt, wie oft welche Kombination
gekommen ist, hétte keiner einen Vorteil. Bei diesem Spiel ist es aber von
Bedeutung, dass es z. B. bei der Paarung AAZ gegen ZAA sehr wahrschein-
lich ist, dass vor dem Auftreten eines Tripels AAZ ein Tripel ZAA kam. Die
einzige Ausnahme (und damit einzige Chance fiir Asterix) ist der Fall, dass
gleich zu Anfang mindestens zwei A geworfen werden.

»Ja, aber, ... heifit das dann nicht, dass irgendwie ZAA im Mittel friiher
geworfen wird als AAZ?“ Das stiinde in der Tat im Widerspruch zu der
Tatsache, dass ohne wurfabhiangige Abbruchbedingung alle Tripel gleich oft
vorkommen. Aber die vermeintliche Folgerung ist auch direkter zu entkréften:
Zwar kommen nach Werfen des ersten Z die Tripel ZAA und AAZ immer
paarweise vor, wobei ZAA vorangeht. Aber es kann ja gleich zu Anfang
A...AZ geworfen worden sein. Dann kommt immer AAZ zuerst. Dies ge-
schieht zwar nur mit der Wahrscheinlichkeit 1/4. Aber wenn ein AAZ kommt,
kann das néichste ZAA frithestens zwei Stellen spéter vorkommen, wéihrend
nach einem ZAA das nidchste AAZ direkt folgen kann (und sozusagen ,,zwin-
gend“, ndmlich nach Ende der A-Kette erscheint). Dadurch wird der schein-
bare Vorteil von ZAA wieder ausgeglichen.

Zu b): So einfach kann man leider auch nicht schliefen. (Der Mathematiker
sagt: Die Relation ,siegt gegen® ist nicht transitiv.) In der Tat sind ZAA und
AZ A gegeneinander gleichwertig:

Sei x4 die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir AZ A in dem Fall, dass als Erstes ein
A geworfen wurde; z; diejenige fiir den Fall, dass als Erstes ein Z geworfen
wurde.

Sei zunéchst ein A geworfen worden. Fillt ein weiteres A, ist das erste A fiir
beide Spieler wertlos und die Situation so, als ob nur ein A liegen wiirde.
Fillt stattdessen ZA, so hat AZA gewonnen. Fillt ZZ, so ist die Situation
so, als ob nur ein Z geworfen worden wére. Also gilt:

wa=1/204+1/4+1/4xy .

Ist am Anfang ein Z gefallen, ist Folgendes zu unterscheiden: Fallt AA, ge-
winnt ZAA. Fallt AZA, gewinnt offensichtlich AZA; fallt AZZ, ist die Si-
tuation wie bei nur einem geworfenen 7, ebenso bei einem weiteren Z. Das
ergibt

x; = 1/4-04+1/8+1/8z,+1/2z,
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Weiterhin folgt daraus

ra = 2-(1/441/4-1/3)=2/3 und
x = 1/2x4+1/20,=1/2

fiir die Wahrscheinlichkeit, dass AZ A gewinnt. Mithin gewinnt ZAA mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit.

Bemerkung: Das Phinomen der Intransitivitdt ist {ibrigens weniger ver-
wunderlich, als es auf den ersten Blick erscheinen mag: Wenn im Sport mei-
stens A gegen B und B gegen C gewinnt, heifit das ja noch nicht, dafl mei-
stens auch A gegen C' gewinnt. Die Taktik von A kann ja so sein, dafl sie C'
nicht beeindruckt. Ein konkretes Beispiel nannte ein Teilnehmer: Beim Spiel
,Schere, Stein, Papier® wird ,,im Kreis“ gewonnen.

Auch beim Spiel von Asterix und Obelix gibt es so eine Folge (iibrigens nur
genau diese eine): Es gewinnen

o ZAA gegen AAZ mit 3/4 zu 1/4,
o AAZ gegen AZZ mit 2/3 zu 1/3,
o AZZ gegen ZZA mit 3/4 zu 1/4,

o ZZA gegen ZAA mit 2/3 zu 1/3.

Das Spiel bietet noch weiteren Stoff fiir interessante Entdeckungen. Wenn
acht Leute mit allen acht verschiedenen Tripeln mitspielen, ist es wieder ein
faires Spiel, denn es wird jedesmal nach drei Wiirfen geendet. Was passiert
jedoch ,auf dem Weg dahin“, d. h. wenn man nach und nach die Spieleranzahl
erhoht? Miissen sich die Verhéltnisse immer weiter angleichen? Das ist nicht
der Fall. Ein Beispiel: ZAZ gewinnt gegen AAA mit 4/7 zu 3/7. Wenn nun
zu dritt mit ZAA gespielt wird (das gegen ZAZ neutral spielt und gegen
AAA mit 7/8 zu 1/8 gewinnt), so ist das Gewinnverhéltnis: ZAZ : AAA :
ZAA =7/16 : 1/8 : 7/16. Im direkten Vergleich zwischen ZAZ und AAA
steht es jetzt also haushohe 7/16 zu 2/16 !

http://www.math.uni-goettingen.de/zirkel Stand: 28. Juni 2002



