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Beispiellosungen zu Blatt 27

Aufgabe 1
Welche reellen Zahlen x erfiillen die Gleichung

{ 12003

= 20037
2003

Dabei ist | | die Gaufklammer, das heifit: |z| bezeichnet die grifSte ganze
Zahl, die nicht grofler als z ist. Es gilt also v — 1 < |z] < x.

Losung:

Die Ungleichungskette x—1 < |z | < z ldsst sich in die beiden Ungleichungen
r—1<|z] & z<|z]+1und [z] < x zerlegen, die man dquivalent
zu der Kette |z| <z < |z]| + 1 zusammensetzen kann.

Ersetzt man zunéchst den GauBlklammernausdruck durch eine ganze Zahl n,
wird es vielleicht klarer: Eine ganze Zahl n ist genau dann die Gaufklammer
|z| einer reellen Zahl z, wenn gilt: z — 1 < n < z bzw. dquivalent n < z <
n+ 1.

Hier ist |z]| = 2003 vorgegeben (mit z = LQ;(?S? | ); also gelten folgende Aqui-
valenzen:

2003
= 2003 < 2%l 2004
= 2003-2003 < [2003z] < 2003 -2004
= 2003-2003 < 2003z < 2003-2004
= 2003 < x < 2004

Die Gleichung ist also genau fiir die reellen Zahlen x mit 2003 < = < 2004
erfiillt.

Aufgabe 2

Von beliebigen fiinf Stdben wird lediglich vorausgesetzt, dass man jeweils
drei von ihnen zu einem Dreieck zusammenlegen kann. Es ist nachzuweisen,
dass mindestens eines der Dreiecke spitzwinklig ist.

Losung:

Wir benotigen folgende Aussage:
Gegeben sei ein Dreieck mit den Seitenldngen a < b < ¢. Dann ist das Dreieck
genau dann spitzwinklig, wenn a? + b? > ¢? ist.
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Diese Aussage kann man sich relativ leicht herleiten. Zunéchst eine Herleitung
»zu FuB3“: Wenn man zwei Seitenldngen a und b gegeben hat, kann man die
Seiten natiirlich im rechten Winkel zusammenlegen und mit einer Seite der
Linge ¢ mit ¢ = a? + b* zu einem rechtwinkligen Dreieck erginzen. Ein
kleinerer Winkel erfordert eine kiirzere dritte Seite, ein gréflerer entsprechend
eine langere. Mit a? + b? > ¢? ist also zumindest derjenige Winkel spitz, der
der Seite ¢ gegeniiber liegt. Die Ungleichungen a? + ¢ > b2 und b2 + ¢? > a?
gelten aber ohnehin wegen der Voraussetzung a < b < ¢, womit die beiden
anderen Winkel in jedem Fall spitz sind.

Kiirzer ist die Herleitung, wenn man z. B. den Kosinussatz heranzieht; dieser
besagt ja, dass gilt: ¢ = a? + b* — 2abcos~; dabei ist v der Winkel, der der
Seite ¢ gegeniiber liegt. Und der Kosinus ist genau dann gréfer als null, wenn
v < 90° gilt.

Nun sei angenommen, es gebe fiinf Stdbe mit den Langen a < b < c¢ < d < e,
von denen man keine drei zu einem spitzwinkligen Dreieck zusammenlegen
kann. Dann gelten die Ungleichungen

a+v < 2,
V+e? < d® und
cA+d < .

Zusammengenommen ergibt sich die Ungleichungskette
A+ <E<E-<e?—A—p <e?—2ab,

da ja auBerdem a < b < ¢ gelten sollte.
Daraus folgt aber insbesondere

(a+b)* < e,

und dies steht im Widerspruch dazu, dass man aus den Stdben mit den
Léangen a, b und e ein Dreieck legen kénnen soll, denn dies geht nur, wenn
a—+b> e ist.

Aufgabe 3

Ein getontes Fenster der Firma ,,Glasoflex besteht aus drei parallelen Schei-
ben im Abstand von wenigen Zentimetern. Jede der Scheiben lésst 70 Prozent
des auf sie fallenden Lichtes durch (egal, von welcher Seite das Licht auf die
Scheibe fillt), reflektiert 20 Prozent und die restlichen 10 Prozent werden
absorbiert (bleiben in der Scheibe).

Wie viel Prozent des einfallenden Lichtes werden von einem Fenster der Fir-
ma Glasoflex durchgelassen?

Beachte, dass zum Beispiel der Teil des Lichtes, der von der zweiten Scheibe
reflektiert wird, wieder auf die erste Scheibe fallt und dort zum Teil wieder
reflektiert wird usw.
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Loésung:

Der Weg der Lichtstrahlen durch ein Fenster von Glasoflex:
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Losungsvariante A:

In dieser Losung betrachten wir zuerst, wie viel Licht durch zwei Scheiben
hindurchgeht und wie viel Licht an zwei Scheiben insgesamt gespiegelt wird.
Diese Daten nutzen wir anschlieSfend um auszurechen, wie viel Licht durch
drei Scheiben hindurchfallt.

Eine Scheibe:

S

Die Angaben fiir eine Scheibe entnehmen wir der Aufgabenstellung. Durch
eine Scheibe geht d; = 0,7 (=70%) des einfallenden Lichtes (statt mit Prozent
rechnen wir mit Dezimalzahlen (von 0 bis 1)) und s; = 0,2 wird gespiegelt
(dass der Rest absorbiert wird, wird hier nicht weiter benotigt).

Zwei Scheiben:

o ||
T
ts
.\‘
—
—
dp
.\>
/
S2

Sei to der Anteil des vor der zweiten Scheibe ankommenden Lichtes, der
insgesamt durch diese Scheibe geht (unter Beriicksichtigung, dass davor eine
erste Scheibe steht). Dann gilt

t2:(),7+0,2'0,2-t2,
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denn der 0,7-fache Teil geht sofort durch die zweite Scheibe hindurch und
zusétzlich wird der 0,2-fache Teil an der zweiten Scheibe gespiegelt, davon
wird der 0,2-fache Teil an der (Riickseite der) ersten Scheibe gespiegelt, und
fiir das nun an die Scheibe ankommende Licht ist genau ¢, der Faktor, der
beschreibt, welcher Anteil hiervon durch die Scheibe fillt (direkt und nach
weiteren Spiegelvorgéngen). Also gilt

0,7 70

ty= = —
T 1-(02)2 96

Da vor der zweiten Scheibe bereits die erste Scheibe nur 70 % des Lichtes
durchlésst, gilt fiir den Faktor ds, der beschreibt, wie viel Licht durch zwei
Scheiben insgesamt hindurchkommt:

7?49

dy =07 1y = — = —
2= 0,71 9% 96

Auflerdem brauchen wir noch den Anteil s; an Licht, der insgesamt von zwei
Scheiben gespiegelt wird. Dieser berechnet sich als

$9=02+07-02 1,

denn der 0,2-fache Teil des ankommenden Lichtes wird sofort an der ersten
Scheibe gespiegelt. Zusétzlich fallt der 0,7-fache Teil durch die erste Scheibe
hindurch, davon wird der 0,2-fache Teil an der zweiten Scheibe gespiegelt und
von diesem (von innen) vor der ersten Scheibe eintreffenden Licht kommt
genau der to-fache Teil wieder durch die erste Scheibe. Also gilt

70 29
=024+07-02- — = —.
S92 ) + ) ) 96 96
Drei Scheiben:
.\_
I
ts
S,
.\‘~\
‘\\‘
I
ds

Sei t3 der Anteil des vor der dritten Scheibe ankommenden Lichtes, der ins-
gesamt durch diese dritte Scheibe geht (unter Beriicksichtigung, dass davor
noch zwei Scheiben stehen). Dann gilt

t320,7+0,2'82't3,
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denn der 0,7-fache Teil geht sofort durch die dritte Scheibe hindurch; zusétz-
lich wird der 0,2-fache Teil an der dritten Scheibe gespiegelt, davon wird
der so-fache Teil von den ersten beiden Scheiben zusammen zuriickgespie-
gelt, und dann beschreibt wieder genau der Faktor t3, wie viel Licht hiervon
insgesamt noch durch die dritte Scheibe hindurchgelassen wird.

Also gilt

29)1 7 960

t5=07-(1-02-2=2) =
3 ) ( ) 96

T 10 902°

Da vor der dritten Scheibe die ersten beiden Scheiben nur den ds-fachen
Anteil des Lichtes durchfallen lassen, gilt fiir den Faktor ds, der beschreibt,
wie viel Licht durch drei Scheiben insgesamt hindurchkommt:

7?7 960 B 73 343

e = oy oo — . L 20 0 0%
PTTET96710 902 902 902
Also fallen insgesamt 3;13_200 % ~ 38 % des einfallendes Lichtes durch ein aus

drei Scheiben bestehendes Fenster der Firma Glasoflex.

Losungsvariante B:

Hier betrachten wir zusammenfassend, wie viel Licht in welchem Abschnitt
in welcher Richtung strahlt — vgl. Abbildung: die den Pfeilen zugeordneten
Variablen stehen jeweils fiir den Anteil am eingestrahlten Licht. Das Licht
kommt von der linken Seite auf das Fenster (voller Anteil, daher a = 1).
(Der Teil des Lichtes, der nach links wieder wegstrahlt, ist hier nicht von
Interesse und wird daher nicht betrachtet.) Zwischen der ersten und der
zweiten Scheibe gehen Lichtstrahlen in beide Richtungen, genauso zwischen
der zweiten und der dritten. Auf der anderen Seite strahlt nur Licht heraus.

a=1 b d f

Nun betrachten wir, woher das jeweilige Licht kommt, und erhalten ein li-
neares Gleichungssystem in den Variablen b, ¢, d, e und f. Die Losung der
Aufgabe ist der Wert von f.

Licht zum Pfeil b kommt entweder direkt von drauflen durch die erste Scheibe
durch — also 70 % davon bzw. 0,7 (wir rechnen wieder mit Dezimalzahlen statt
mit Prozent) — oder es ist aus Richtung ¢ an der ersten Scheibe gespiegelt.
Das ergibt:

b = 07-1+02-c. (1)
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Und entsprechend ergeben sich die Gleichungen fiir die anderen Variablen:

c = 020407 ¢ (2)
d = 07-b+02-¢ (3)
e = 02-d (4)
f=07-d ()
Einsetzen von (4) in (3) ergibt
d = 0,7-0+0,04-d
<~ 096-d = 0,7-0
= b = %d (6)
70
Einsetzen von (4) und (2) in (1) liefert
b = 0,74+02-¢c=0,7+0,04-0+0,028 - d
<~ 096-b = 0,740,028 -d. (7)

SchlieBlich erhélt man aus dem Einsetzen von (6) in (7):

962 196
— 98 . 4 — i
7000d 0,740,028 - d = 0,7+ 7000d
9020
= —d = 07
7000 7
P 490
— 9027
woraus nach (5)
343
f—0,7~d_@~38%

folgt.

(Eine kleine Testrechnung zeigt, dass zumindest die Tendenz der Losung
richtig ist: Wiirde kein Licht reflektiert, aber nach wie vor nur 70 % durch
eine Scheibe durchgelassen, wiirden 0,7° = 33 des Lichtes durchkommen.

1000
Mit Reflektion muss es mehr sein, was die Rechnung bestétigt.)

Aufgabe 4

Es werden n gewdhnliche Spielwiirfel in einer Reihe nebeneinander auf den
Tisch gelegt. Man addiert alle Augenzahlen, die nicht durch den Tisch oder
durch einen Nachbarwiirfel verdeckt sind. Die maximale Augenzahl, die man
so erhalten kann, werde mit A(n), die minimale mit a(n) bezeichnet. Wir
betrachten nun die Folge der Differenzen d(n) = A(n) — a(n). Fiir gewisse n
ist das Folgenglied d(n) eine Quadratzahl (z.B. fiir n = 2, n = 6).

Fiir welche Wiirfelanzahl n erhélt man die 1000. Quadratzahl der Folge?
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Loésung:

Bei einem Wiirfel ist nur die Zahl auf der Tischseite verdeckt. Wir erhalten
die maximale Summe an Augenzahlen aller sichtbaren Wiirfelzahlen, wenn
die kleinste Zahl des Wiirfels — die Eins — verdeckt ist, und entsprechend die
minimale Summe, wenn die Sechs verdeckt ist:

A1)=21—-1 und  a(l)=21-6.

Folglich gilt fiir die Differenz d(1) = 5.

Bei zwei oder mehr Wiirfeln haben wir zwei duflere Wiirfel, bei denen jeweils
die Unterseite und die Seite, die an den Nachbarwiirfel grenzt, verdeckt sind,
und n — 2 (bei n = 2 Wiirfeln gibt es davon n — 2 = 0, also keine) innere
Wiirfel. Bei jedem der beiden &ufleren Wiirfel sind mindestens eine Kins
und eine Zwei und hochstens eine Sechs und eine Fiinf nicht zu sehen. Bei
den inneren Wiirfeln ist die Unterseite (wieder mindestens eine Eins und
hochstens eine Sechs) und auerdem noch die zwei Seiten, die jeweils an den
Nachbarwiirfel grenzen, verdeckt. Da diese beiden Seiten auf dem Wiirfel
einander gegeniiber liegen, ist ihre Summe in jedem Fall 7. Somit erhalten
wir

An)=n-21-2-1+2)+(n—2)- 14+ (n—2)-7]
a(n)=n-21-12-(64+5)+(n—-2)-64+(n—2)-7]
und folglich ist

din) =2- (11— 3) + (n—2)(6 — 1) = 5(n — 2) + 16.

Anzahl an Wiirfeln (n ) || 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7 14 |15 | 16
Differenz ( d(n) ) 5116 |21]26 |31 36 |41 76 | 81 | 86
Quadratzahl 7 ja ja ja

Als Differenzen d(n) erhalten wir die 5 und alle Zahlen, die auf 1 oder 6
enden und grofler 15 sind.

Um herauszufinden, welche davon nun Quadratzahlen sind, betrachten wir
die Endziffer einer Quadratzahl. Diese hangt nur von der Endziffer der Zahl,
die wir quadriert haben, ab:

Endziffer H 0 ‘ 1123
Endziffer des Quadrates H 0 ‘ 11419
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Die Quadratzahlen, die unter den Differenzen d(n) auftauchen, sind also

42 62, 92
(10+1)%2, (10+4)2, (10+6)%, (104 9)2,
(204+1)%, (20+4)%, (20+6)%, (20+9)%,
(30+1)%2, (30+4)%, (30+6)%, (30+9)2,
(40 +1)%, (40+4)%, (40+6)%, (40+9)2,
(50 +1)%, (60+4)%, (70+6)%, (80+9)2,

Die k-te Quadratzahl ist das Quadrat von

1, wenn k = 0 mod 4
4, wenn k =1 mod 4
6, wenn k = 2 mod 4
9, wenn k = 3 mod 4

Fiir & = 1000 ist dies (10 - 250 4+ 1) = 6.255.001, als Differenz d(n) ergibt
sich diese Zahl nach der Formel 6.255.001 = 5(n — 2) + 16, also fiir n — 2 =
1.250.997 .

Somit erhalten wir die 1000. Quadratzahl fiir n = 1.250.999 Wiirfel.
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