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Beispiell6sungen zu Blatt 41

Aufgabe 1

Fuiball-Superstar Matthias Lothar hat zur Saisonhalbzeit in weniger als 75 %
aller Spiele ein Tor geschossen, wurde aber in mehr als 75 % der bisherigen
Spiele vom Schiedsrichter mit einer gelben Karte verwarnt.

Nach einer kréftigen Standpauke des Trainers verbessert sich Lothar, so dass
er am Ende der Saison tatsichlich in mehr als 75% aller Spiele ein Tor
geschossen hat und in weniger als 75 % der Spiele verwarnt wurde.

Muss es dann notwendigerweise einen Zeitpunkt geben, zu dem Lothar in
genau 75 % der bisherigen Spiele ein Tor geschossen hat? Muss es einen Zeit-
punkt geben, zu dem Lothar in genau 75 % der bisherigen Spiele verwarnt
wurde?

Anmerkung: Dass in der Bundesliga ein Spieler nach zu vielen gelben Karten
gesperrt wird, vernachldssigen wir der Einfachheit halber . ..

Losung:

Es muss tatséchlich einen Zeitpunkt geben, zu dem Lothar in genau 75 % der
Spiele ein Tor geschossen hat. Denn gébe es diesen nicht, so miisste er die
75 %-Marke in einem Spiel iibersprungen haben. Hatte er vor diesem Spiel n
Spiele gespielt und in £ von diesen ein Tor erzielt, so muss also gelten

k:<§n und k+1>§(n+1).

Multipliziert man beide Ungleichungen mit 4, so ergibt sich hieraus
3n —1 < 4k < 3n.

Die ganze Zahl 4k miisste also zwischen den beiden aufeinander folgenden
ganzen Zahlen 3n — 1 und 3n liegen — ein Widerspruch. Demnach gibt es
solche k und n nicht und Lothar hat irgendwann in genau 75 % seiner Spiele
ein Tor geschossen.

Es muss aber keinen Zeitpunkt geben, zu dem er in genau 75 % der Spiele
verwarnt wurde. Man betrachte zum Beispiel den Fall, dass Lothar in jedem
Spiel der Hinrunde der Saison, bestehend aus 17 Spielen, verwarnt wurde,
dafiir aber in keinem der 17 Riickrundenspiele. Nach dem k-ten Spiel der
Riickrunde (0 < k < 17) wurde Lothar dann in genau

17

1
7 100%

aller bisherigen Spiele verwarnt. Wire dies irgendwann genau 75 %, so miisste

17 3
— 2 baw. 3k =17
17+ k 4 W
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gelten. Dies ist offenbar — weil £ ganzzahlig ist — nicht mdoglich.

Aufgabe 2

Fahrraddieb Paul Langfinger hinterliel unvorsichtigerweise mit einem Beu-
testiick folgende Spur im Schnee:

2m

——
Abbildung 1: Die Fahrradspur

Dabei stammt eine der beiden Kurven vom Vorderrad, die andere vom Hin-
terrad.
In welche Richtung sollte man rennen, um Paul eventuell noch einzuholen?

Losung:

Die Erfahrung lehrt bereits, dass beim Fahrrad das Vorderrad die weiter aus-
schlagende Spur hinterldsst (was allerdings aus mathematischer Sicht noch
unprézise ist). An Kreuzungspunkten kann man im Schnee zudem vielleicht
auch noch sehen, welche der beiden Spuren als zweite entstand — man kann
dann davon ausgehen, dass dies die Spur des Hinterrades ist. In beiden Féllen
erhélt man aber noch keine Aussage iiber die gefahrene Richtung. Dazu muss
man sich die Mechanik des Rades in Bezug auf die Lenkung etwas genauer an-
sehen. Die (fiir uns) wichtigsten Beobachtungen sind diejenigen, dass sich der
Aufsetzpunkt des Vorderrades beim Lenken (ndherungsweise) nicht éndert
und dass das Hinterrad nicht lenkbar ist (Ach! ...) — das heift nédmlich,
dass es immer in Richtung des Vorderrades zeigt (und rollt), so dass es zu
jedem Punkt der Spur des Hinterrades in tangentialer Richtung nach vorne
den zugehorigen Punkt des Vorderrades zu finden gibt, und das in immer
demselben Abstand. Bei Erwachsenenfahrradern betrigt dieser Abstand in
etwa einen Meter.

Nun schauen wir uns die Spur daraufhin in zwei Bereichen an: Links in der
Kurve und in der Néhe des rechten Kreuzungspunktes. Man sieht sehr leicht,
dass man an die gestrichelte Kurve keine tangentiale Strecke anlegen kann, die
die andere Kurve in sinnvoller Entfernung trifft (jeweils gepunktete Strecken).
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Bei der durchgezogenen Kurve gibt es jeweils rechts einen fast geraden Be-
reich. Es ist nicht mdoglich, wie beschrieben tangentiale Strecken nach links
zu legen, denn die andere Kurve schneidet diese Richtung in recht stumpfem
Winkel. Hingegen kann man zu jedem Punkte eine solche tangentiale Strecke
nach rechts finden (ein paar sind eingezeichnet), also muss der Fahrraddieb
Paul von oben kommend nach rechts gefahren sein, und nach rechts sollte
man folglich laufen.

Bemerkung: Fine Feststellung, tiber die sich vielleicht nachzudenken lohnt:
Aufgrund der beschriebenen Eigenschaften ist es aus mathematischer Sicht
einfach, zu einer vorgegebenen Bahn des Hinterrades die Spur des Vorder-
rades zu beschreiben — man gehe einfach immer in der aktuellen Richtung
um den Radabstand nach vorne. Andersherum, d.h. wenn man die Spur der
Vorderrades gegeben hat — man berechnet dann die so genannte ,,Schleppkur-
ve“ der Spur des Vorderrades — ist das mathematisch ziemlich schwierig und
geht meist nur ndherungsweise.

In der Praxis dagegen ist es sehr viel einfacher, mit dem Vorderrad eine vor-
gegebene Spur nachzufahren, als dies mit dem Hinterrad zu tun. Wie kommt
das?

Aufgabe 3

Die Mathematiker-Bank bietet ihren Kunden zehnstellige Kontonummern.
Nun sind die meisten Mathematiker recht eigen und wiinschen, dass jede Zif-
fer ihrer Kontonummer eine Primzahl ist. Danach richtet sich die Bank auch
und weif} zusétzlich noch, dass Mathematiker bisweilen etwas zerstreut sind
und Zahlen verwechseln — daher sollen sich zwei beliebige Kontonummern in
wenigstens fiinf Stellen unterscheiden.

a) Zeige, dass die Bank hochstens 4096 Konten fiir Mathematiker einrich-
ten kann.

b) Zeige, dass die Bank sogar nur hochstens 2404 Konten bereitstellen
kann.

Losung:

Es gibt genau vier einstellige Primzahlen: 2, 3,5 und 7. Jede Kontonummer
muss also aus diesen Ziffern gebildet werden.

a) Keine zwei Kontonummern diirfen in den ersten sechs Stellen iiberein-
stimmen, denn sonst blieben nur noch maximal die letzten vier Stellen,
an denen sie sich unterscheiden kénnten. Dies widerspréache der Vor-
aussetzung, dass sich je zwei beliebige Kontonummern in wenigstens
fiinf Stellen unterscheiden.

Es gibt aber genau 4% = 4096 verschiedene Mdglichkeiten fiir die er-
sten sechs Ziffern einer Kontonummer, und da, wie eben gesehen, nur
hochstens eine Kontonummer diese ersten sechs Ziffern haben kann,
gibt es auch hochstens 4096 verschiedene Kontonummern.
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b) In der Argumentation bei a) haben wir allerdings noch sehr grob ab-
geschitzt — schliefflich ist iiberhaupt nicht klar, ob und wie man je-
den dieser 4096 sechsstelligen Kontonummernanfinge zu zehnstelligen
Nummern so ergénzen kann, dass wirklich je zwei Ziffern in wenigstens
fiinf Stellen unterschiedlich sind. Dass dies tatsdchlich nicht geht, zeigt
folgendes Argument:

Angenommen, es gébe bei der Bank n Kontonummern. Wir schreiben
diese in Gedanken nebeneinander in eine lange Reihe. Unter jede der
Kontonummern schreiben wir dann in einer Spalte alle jenen zehnstel-
ligen Zahlen bestehend aus den vier erlaubten Ziffern, die sich von der
entsprechenden Kontonummer in hochstens zwei Stellen unterscheiden.
Das sind in jeder Spalte dann 10-3 = 30 Zahlen, die sich an genau einer
der zehn Stellen von der gegebenen Kontonummer unterscheiden und
1%—'9 - 32 = 405 Zahlen, die sich an genau zwei Stellen von der gegebenen
Kontonummer unterscheiden (fiir die Wahl dieser beiden Stellen hat
man genau 1%—'9 Moglichkeiten). Zusammen mit der gegebenen Konto-
nummer selbst stehen in einer Spalte also insgesamt 14 30+ 405 = 436

Zahlen. In allen Spalten zusammengenommen stehen also n-436 Zahlen.

Diese sind aber alle verschieden! Innerhalb einer Spalte ist dies klar
und wiren zwei Zahlen aus zwei verschiedenen Spalten gleich, dann
wiirden sich die zu diesen beiden Spalten gehorenden Kontonummern
an hochstens 2 4+ 2 = 4 Stellen unterscheiden — ein Widerspruch.

Also sind die n-436 Zahlen tatséchlich alle verschieden. Es gibt aber nur
genau 49 = 1048576 verschiedene mogliche zehnstellige Zahlen, die
man aus den vier Ziffern 2, 3,5, 7 bilden kann. Daher muss n-436 < 4'°

gelten und demnach

1048 576
n<————~

=2404,99. ..
436 99

Da n ganzzahlig ist, kann es somit hochstens 2404 Kontonummern ge-
ben.

Bemerkung: FEs wdre interessant, die exakte Zahl der mazimal mdglichen
Kontonummern zu erfahren — wir kennen sie leider auch nicht . ..

Aufgabe 4

Ein Polynom p(x) habe ganzzahlige Koeffizienten und mindestens sieben
verschiedene ganzzahlige Nullstellen. Zeige, dass dann das Polynom ¢(x) =
p(z) — 2004 iiberhaupt keine ganzzahlige Nullstelle hat.

Gilt dies auch noch, wenn p(z) mindestens sechs verschiedene ganzzahlige
Nullstellen hat?

Losung:

Seien aq, as, as, as, as, ag, ay sieben verschiedene ganzzahlige Nullstellen von
p(z). Da fiir jede Nullstelle ein Linearfaktor abgespalten werden kann, gibt
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es ein Polynom r(z) mit ganzzahligen Koeffizienten so, dass

p(x) = (z — ar)(z = ag)(z — a3)(z — as)(x — a5)(x — ag)(x — a7)r(z)

gilt. Angenommen, das Polynom ¢(x) = p(z) — 2004 hétte nun auch eine
ganzzahlige Nullstelle a. Dann wére 0 = ¢g(a) = p(a) — 2004 und somit

2004 = p(a) = (a — a1)(a — az)(a — az)(a — ag)(a — as)(a — ag)(a — a7)r(a).

Da die a; als verschieden vorausgesetzt sind, sind auch die a — a; alle verschie-
den, und dies bedeutet, dass man die Zahl 2004 = 22 - 3 - 167 in ein Produkt
aus acht ganzzahligen Faktoren zerlegen konnte, von denen die ersten sieben
paarweise verschieden sind. Da 167 prim ist, muss einer dieser Faktoren dann
aber durch 167 teilbar und somit dem Betrage nach gréfer oder gleich 167
sein. Zusatzlich miisste es noch wenigstens sechs weitere paarweise verschie-
dene Faktoren geben. Die sechs betragsméflig kleinsten paarweise verschie-
denen ganzen Zahlen sind 1, —1,2, —2,3, —3 (man beachte, dass 0 als Faktor
nicht auftauchen kann). Demnach wire das gesamte Produkt in jedem Fall
nicht kleiner als 1-1-2-2-3-3-167 = 6012, was zu grof8 ist.

Somit kann man die Zahl 2004 nicht wie gewiinscht in ein Produkt zerlegen
und es gibt daher keine ganzzahlige Nullstelle a von ¢(z).

Dies gilt nicht mehr, wenn p(z) nur mindestens sechs verschiedene Nullstellen
hat. Man betrachte zum Beispiel

p(x) =(x —1)(z+1)(x — 2)(z + 2)(x + 3)(x + 167)
= 25 + 1702° + 4962* — 8502 — 250122 + 680z + 2004.

Dieses Polynom hat genau die sechs verschiedenen ganzzahligen Nullstellen
1,—1,2,—2,—3 und —167; und das Polynom

q(x) = p(z) — 2004 = 2° 4 1702° 4 496z* — 8502° — 25012” + 680z

hat die ganzzahlige Nullstelle x = 0.

Der ,tiefere* Grund dafiir, dass die Antwort im zweiten Teil anders ausfillt,
ist natiirlich, dass man 2004 in ein Produkt aus sechs verschiedenen ganz-
zahligen Faktoren zerlegen kann, némlich 2004 =1 (—1)-2-(-2) - 3 - 167.
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