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Beispiellosungen zu Blatt 46

Aufgabe 1

Es ist Wahlzeit, und da wird ja immer fleiflig gerechnet ... Svenja zum Bei-
spiel iiberlegt sich am Wahltag, ob sie noch wéhlen gehen will. Sie spekuliert:
,» Wenn ich nicht wéhle, fallt meine Partei in meinem Wahlbezirk (Wahllokal)
bestimmt unter die 5-Prozent-Hiirde. Wenn ich aber wihlen gehe, konnte es
sogar sein, dass sie auf einen zweistelligen Wert kommt.“

Welche Annahmen hat Svenja iiber die Wahlerschaft ihrer Partei und die
Wahlbeteiligung insgesamt in ihrem Wahlbezirk gemacht? (Kannst du dir
vorstellen, wo Svenja wohnt?)

Losung:

Zunéchst ,grob gesagt®: Das sieht alles sehr merkwiirdig aus! Denn eine
einzige Stimme macht mehr als 5 Prozentpunkte aus, wahrend alle anderen
Stimmen fiir Svenjas Partei weniger als 5 Prozent wert sind? Das geht nur,
wenn es gar keine anderen Stimmen gibt; und dann darf es inklusive Svenja
nicht mehr als 10 Wahler geben, damit ihre Partei mit ihrer einen Stimme
auf ein zweistelliges Ergebnis kommt.

Diese Argumentation ist zwar an sich richtig, aber doch recht schwammig
formuliert; wir wollen es auch noch ganz korrekt mit (einfachen) Formeln
probieren (wobei sich iibrigens genau die Uberlegungen vom Anfang darin
verstecken!):

Sei n die Gesamtzahl der Wéhler ohne Svenja, und p sei die Anzahl derje-
nigen Wihler ohne Svenja, die Svenjas Wunschpartei wihlen. Sollte n = 0
sein, stimmt schon einmal offensichtlich Svenjas Uberlegung; im Folgenden
sei n # 0. Nach Voraussetzung gilt dann:

1
p+1zam.

P 0,05,
n n

Differenzbildung fiithrt zu

1 1 1
005< 2t PoptL P _ 2
n -+ n n n n

auBerdem gilt ja 2 < 0,05, insgesamt also
p
p-0,06 <=<0,05.
n

Daraus folgt unmittelbar p = 0. Und dann folgt aus der zweiten gegebenen
Ungleichung n%rl > 0,10, also n < 9. Damit nimmt Svenja an, dass sie die
einzige Anhéngerin ihrer Partei ist und dass aufler ihr in ihrem Wahlbiiro
héchstens neun weitere Leute wihlen. Es ist also die Wahlbeteiligung sehr
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niedrig — oder der Wahlbezirk sehr klein. Und solch einen kleinen Wahl-
bezirk gibt es tatséichlich: Die Gemeinde Hallig Grode in Schleswig-Holstein!
Vermutlich wohnt Svenja somit dort.

Denn vor 7 Jahren kann unser konstruierter Fall sogar Realitét gewesen sein:
Damals gab es auf Hallig Grode (bei Husum im Wattenmeer gelegen) elf
Wahlberechtigte, von denen zwei nicht zur Wahl gingen, und es entfiel auf eine
der Parteien (die Griinen) genau eine Stimme. (Quelle dazu: http://www.rz-
online.com/on/02/09/10/topnews/wahl-klein.htm)

In diesem Jahr, 2005, gab es auf Hallig Grode 12 Wahlberechtigte, von denen
11 wihlten, also zu viele fiir unsere Aufgabe: Die beiden Parteien mit genau
einer Stimme (Griine und Linke) kamen auf je ,nur® 9,1 Prozent (Quelle:

http://www.statistik-sh.de/BWO05/Aktuell /BW54039.htm).

Aufgabe 2

Zu Ehren des 46. Aufgabenblattes: Finde alle Paare (a,b) positiver ganzer
Zahlen, fiir die

gilt.

Losung:

Aquivalente Umformungen der Gleichung fithren der Reihe nach zu den Glei-
chungen:
3

b+2a = %ab

46-30+92-3a = 9ab
46-92 = 9ab—46-3b—92-3a+46-92 = (3a — 46)(3b — 92).

Die beiden Faktoren (3a —46) und (3b— 92) miissen also zueinander komple-
mentire Teiler von 46 - 92 = 4232 = 23232 sein. Diese listen wir in folgender
Tabelle auf; dabei ist die Zuordnung zu den beiden Faktoren deswegen ein-
deutig, weil 46 und 92 (und damit auch 3a — 46 und 3b — 92) verschiedene

Reste beim Teilen durch 3 lassen.

Teiler 1 =3a — 46 | Teiler 2=3b—92| a| ©b|Probe: f+2

4232 1 1426 | 31 3
2 2116 16 | 736 =
1058 4 368 | 32 =
8 529 18 | 207 =

23 184 23| 92 =
92 46 46 | 46 2

Ganz fertig sind wir noch nicht, zumindest formell: Wir miissen uns auch
iiber die negativen Teiler Gedanken machen! Damit aber a und b positiv
ganzzahlig werden (wie verlangt), darf der eine Teiler nicht kleiner als —43,
der andere nicht kleiner als —89 sein. Damit wire bei negativen Faktoren
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ihr Produkt jedoch kleiner gleich (—43) - (—89) = 3827 < 4232, was ein
Widerspruch ist.

Somit sind die Losungspaare (a, b) genau die sechs Paare (16, 736), (18,207),
(23,92), (46,46), (368, 32) und (1426, 31).

Aufgabe 3

Christoph hat in seinem Sparschwein Ein- und Zwei-Euro-Miinzen (und keine
anderen). Wenn er zufiillig zwei davon herausnimmt, dann hat er mit genau
50-prozentiger Wahrscheinlichkeit exakt drei Euro herausgenommen. Er weifl
auch noch von einer fritheren Zahlung, dass er mindestens 170 Miinzen im
Sparschwein hat. Auflerdem ist er sich sicher, dass es nicht gleich viele Ein-
und Zwei-Euro-Miinzen sind. Kann er sich mit dem Geld im Sparschwein
seinen grofen Wunsch, einen Computer fiir 289 Euro, kaufen?

Losung:

Angenommen, in Christophs Sparschwein befinden sich e Ein-Euro- und
z Zwei-Euro-Miinzen. Die Wahrscheinlichkeit, aus dem Sparschwein genau
drei Euro mit zwei Miinzen herauszunehmen, ist gleich der Wahrscheinlich-
keit, eine Ein- und eine Zwei-Euro-Miinze zu ziehen. Wenn man sich die
Miinzen als nacheinander gezogen denkt, gibt es dafiir zwei Moglichkeiten:
Erst die Ein-Euro-Miinze (Wahrscheinlichkeit: ﬁ) dann die Zwei-Euro-
Miinze (Wahrscheinlichkeit: 2, insgesamt also _t-——2—) oder umgekehrt

+z et+z—1
(Wahrscheinlichkeit dafiir: = - - +§_1).

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, genau drei Euro zu ziehen, ist daher genau

2ez
(e+2)(e+z—1)

(Fir diejenigen, die bereits Binomialkoeffizienten kennen: Auch damit kommit

man — natirlich — auf dasselbe Ergebnis: Man hat offenbar genau (e;z)

% Moglichkeiten, zwei Miinzen herauszunehmen, und es gibt e - z
Moglichkeiten darunter, bei denen die beiden gezogenen Miinzen verschiede-
ne Werte anzeigen. Die Wahrscheinlichkeit betrdgt folglich W =

2ez
(e+2)(e+2z—1) ° )
Diese Wahrscheinlichkeit soll nun genau 0,5 sein. Man erhélt die Beziehung

2ez 1
(e+z)(e+z—1) 2
= dez = (e+2)?—(e+2)
= (e+z) = (e+2)?—4dez = (e—2)

Die Anzahl der Miinzen e + z im Sparschwein muss somit eine Quadratzahl
sein! Setzt man e — 2z = n, so folgt e + 2 = n? und damit
n?+n n®—n

und z =
2 2

e =
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In Abhéngigkeit von n hat Christoph also genau n? > 170 Miinzen im Spar-
schwein, die einen Gesamtwert von

n*+n 9 3n*—n 3n—1

2 2

e+ 2z =

Euro haben. Die Beziehung n? > 170 ergibt |n| > 14. Jedes hiermit geeignete
n liefert auch in der Tat ein Paar (e, z), fiir das die angegebene Wahrschein-
lichkeit 0,5 ist, denn wir haben nur Aquivalenzumformungen verwendet.

Da mit |n| fiir festes Vorzeichen von n auch e + 2z wichst, wére der fiir
Christoph schlimmste Fall einer der Félle n = £14, und von diesen beiden
Moglichkeiten wére die schlimmere n = +14, weil er dann mehr Ein- als Zwei-
Euro-Miinzen hat: Er héitte genau 105 Ein-Euro- und 91 Zwei-Euro-Miinzen
im Sparschwein, die einen Gesamtwert von nur 287 Furo haben.

Christoph kann sich daher leider nicht sicher sein, sich seinen Wunsch erfiillen
zu konnen.

PS: In der Tat ist dies aber der einzige Fall, in dem sein Geld nicht reichen
wiirde; fiir alle anderen erlaubten n ergibt sich ein ausreichender Geldbetrag.

Aufgabe 4

Um seiner Tochter Rapanuia eine Freude zu machen, verwandelt Lord Ste-
venson die Osterinsel, auf der sie gerade im Urlaub weilen, in eine Schatzinsel.
Bekanntermaflen stehen auf der Osterinsel 638 Moais, kolossale Steinstatuen
unbekannten Zweckes. Jeweils in der Mitte zwischen zwei Moais versteckt der
Lord einen Goldtaler. Allerdings versteckt er an keinem Ort mehr als einen
Taler. Zeige, dass Rapanuia mindestens 1273 Goldtaler finden kann.
Konnte der Lord — wire er nur stark genug — die Steinfiguren so umstellen,
dass er nicht mehr als 1273 Goldtaler verstecken muss?

Losung:

Zuerst zeichnen wir auf der Insel (in Gedanken) alle Geraden durch je zwei
Steinstatuen ein und wihlen dann eine Gerade g, die keine dieser endlich
vielen (!) Geraden senkrecht schneidet. Dann féllen wir von jeder Statue A
senkrecht das Lot auf die Gerade g und kennzeichnen den LotfuSpunkt A’.

Auf diese Art erhalten wir 638 Punkte auf der Geraden g. Diese Punkte sind
alle (paarweise — wie der Mathematiker sagt) verschieden, denn hétten zwei
Steinstatuen A und B denselben Lotfulpunkt auf g, so ldge dieser auf der
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Geraden durch A und B, insbesondere wére diese Gerade senkrecht zu g, im
Widerspruch zur Wahl von g.

Auch von der Mitte M zwischen zwei Statuen A und B féllen wir jeweils das
Lot auf g und markieren den Lotfulpunkt M’. Nach dem Strahlensatz ist M’
der Mittelpunkt der Strecke A'B’.

Nun haben wir auf der Geraden ¢ eine &hnliche Situation wie am Anfang auf
der Insel. Auf der Geraden g liegen 638 Lotfufpunkte der Statuen und wir
wollen zéhlen, wie viele verschiedene Mittelpunkte es zwischen ihnen minde-
stens geben muss. Dabei sei noch kurz erwahnt, dass die Lotfulpunkte der
Statuen alle verschieden sind, die LotfuSpunkte verschiedener Mittelpunkte
aber gleich sein kénnen. Aber wichtig fiir uns ist nur, dass es nicht mehr
Mittelpunkte geworden sein kénnen.

Betrachten wir einen Ausschnitt von drei benachbarten ,Statuen“ A, B,C'
auf g, so liegt der Mittelpunkt M (A, B) der Nachbarn A und B zwischen A
und B, und der Mittelpunkt M (B, C) liegt zwischen B und C', die beiden
Mittelpunkte sind also verschieden. Folglich sind auch alle 638 — 1 Mittel-
punkte zwischen je zwei benachbarten Statuen auf g verschieden.

A B C

MAB)  MAC) | M(B.C) g

Auflerdem liegt der Mittelpunkt M (A, C) von A und C zwischen den beiden
,Nachbarmittelpunkten M (A, B) und M (B, (), ist also von diesen beiden
und auch allen anderen Nachbarmittelpunkten verschieden.

Zahlen wir nun also alle solchen Mittelpunkte zwischen einer Statue und ih-
rem iibernéchsten Nachbarn, so erhalten wir noch 638—2 weitere verschiedene
Mittelpunkte.

Insgesamt gibt es auf der Geraden g und damit auch auf der Insel mindestens
637 4 636 = 1273 verschiedene Mittelpunkte.

Der Lord wird zwar kaum Chancen haben, die riesigen Statuen auf der In-
sel umzustellen — die Wissenschaftler rétseln noch heute, wie die Kolosse
ohne moderne Kréne errichtet werden konnten — aber stiinden sie alle in
gleichem Abstand in einer Reihe, so miisste er tatsédchlich nur 1273 Goldta-
ler verstecken, namlich 637 jeweils in der Mitte zwischen zwei benachbarten
Statuen und 636 unter den Statuen selbst, aufler unter den beiden dufleren.
Denn wenn wir die Statuen der Reihe nach von 1 bis 638 durchnummerie-
ren, so ist wegen des gleichen Abstands der Statuen die Mitte zwischen den

i+j

Statuen 7 und j entweder — wenn 7 + j gerade ist — genau bei der Statue =

oder — wenn ¢ + 7 ungerade ist — genau in der Mitte zwischen den Statuen
’+]2_1 und “”2“.
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