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Beispiell6sungen zu Blatt 49

Aufgabe 1

Bei Familie Losche wird Asthetik grof geschrieben: Man versucht, die vier
Kerzen am Adventskranz moglichst gleichméfig niederzubrennen; am schons-
ten ist es, wenn sie am Heiligen Abend alle gleich weit heruntergebrannt sind.
Wie {iiblich wird am ersten Advent genau eine Kerze angeziindet, am zweiten
Advent werden genau zwei, am dritten Advent genau drei und am vierten
Advent werden alle vier Kerzen angeziindet und jede angeziindete Kerze
brennt fiir genau eine Stunde, bevor der Sohn der Familie sie auspusten darf.
Konnen die Losches es schaffen, dass die Kerzen zu Weihnachten alle gleich
weit abgebrannt sind?

Wie sihe es aus, wenn es n Adventssonntage und dementsprechend n Kerzen
gabe?

Losung:

Nein, Familie Losche kann es nicht schaffen, dass die Kerzen zu Weihnachten
alle gleich weit abgebrannt sind: Sei x die Lénge, um die eine Kerze in einer
Stunde herunterbrennt. Dann sind bis Weihnachten alle Kerzen zusammen
um (1 + 2+ 3+ 4) -z = 10z heruntergebrannt. Da 10 nicht durch 4 teilbar
ist, ist es nicht moglich, bis Weihnachten alle Kerzen gleichméfig herunter-
zubrennen.

Bei n Adventssonntagen wiirden die Kerzen bis Weihnachten gemeinsam

um (1+2+...4n) -z = n( ) 7 herunterbrennen. Damit iiberhaupt ein

2
gleichméBiges Herunterbrennen moglich ist, muss folglich w durch n, die
Anzahl der Kerzen, teilbar sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn n + 1
gerade, also n ungerade ist. Und in der Tat reicht das schon fiir die Existenz
einer solchen Moglichkeit aus: Zum Beispiel kann man sich fir 1 < k& < "T_l
am k-ten Advent beliebige k Kerzen aussuchen; wenn man dann am (n — k)-
ten Advent (also vom “*-ten bis zum (n — 1)-ten Advent) genau diejenigen
Kerzen anziindet, die am k-ten Advent nicht leuchteten, sind am vorletzten

und damit auch am letzten Advent alle Kerzen gleich weit heruntergebrannt.

Aufgabe 2

Die Firma ,,Niko & Laus“ GmbH hat eine tolle Geschéftsidee: Sie will recht-
eckige Adventskalender mit ganzzahligen Seitenlédngen (in Zentimetern) her-
stellen, bei denen das n-te Tiirchen ebenfalls rechteckig mit ganzzahligen
Seitenlidngen ist und genau den Flicheninhalt ncm? hat. Dabei sollen die
Tiirchenseiten parallel zu den Seiten des Kalenders liegen.

Passt ein solcher Kalender auf ein Rechteck, dessen Seiten beide kiirzer als

24 cm sind? Wenn ja, was ist die kleinstmogliche Fléache eines solchen Kalen-
ders?
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Hinweis: Die Tiirchen des Kalenders diirfen auch direkt aneinander oder auch
direkt an den Rand des Kalenders stofien.
Loésung:

Ein Beispiel fiir einen Kalender, dessen Seiten beide kiirzer als 24 cm sind,
ist der folgende:

% 12 A
Z 22
13 | 10
14 | 9
15 | 8
16 | 7
17 | 6 14
18 | 5
19 | 4
20 | 3
21 | 2
24 7K
11
23 Y
- > >~

Dieser hat die Abmessungen 14cm - 23cm = 322cm?. Dies ist auch die
kleinstmogliche Fldche fiir einen solchen Kalender. Denn um alle Tiirchen
unterzubringen, muss das Rechteck mindestens 1 +2+ 3+ ... +24 = 24'% =
300 cm? groB sein. Da 23 eine Primzahl ist, hat dieses Tiirchen die Abmes-
sungen 1 - 23. Somit ist eine Seite des Kalenders mindestens 23 cm lang. Da
23 - 13 < 300 ist, muss die andere Seite entsprechend mindestens 14 cm lang
sein. Der obige Kalender besitzt also minimale Abmessungen.

Aufgabe 3

Auch der Weihnachtsmann denkt (6ko-)logisch! Er will fiir Peter einen Fu$-
ball mit Durchmesser 30 cm und sechs Tennisbélle mit Durchmesser von je
8 cm in einer quaderformigen Schachtel verpacken. Welches ist die Schachtel
mit der kleinsten Oberflache, fiir die dies moglich ist?

Losung:

Eine quaderférmige Schachtel, in die (zunéchst nur) der Fuiball hineinpassen
soll, muss offenbar mindestens 30 cm hoch, breit und tief sein. Unter allen
Schachteln, die diese Eigenschaft haben, ist die wiirfelférmige Schachtel mit
Seitenldnge 30 cm diejenige mit der kleinsten Oberfliche.

Wir zeigen nun, dass in diese Schachtel zusétzlich zum Fufball auch noch bis
zu acht der gegebenen Tennisbélle passen. Hierzu berechnen wir den Radius
des grofiten Tennisballs, den man zusétzlich zum Fufiball noch in eine Ecke
des Wiirfels packen kann.



Losungen zu Blatt 49 3

Wir berechnen also den Radius r einer Kugel, die drei an einer Ecke ansto-
Bende Seitenfldchen eines Wiirfels mit Seitenlénge a von innen und eine dem
Wiirfel einbeschriebene Kugel von auflen beriihrt.

Wie in der Abbildung angedeutet, gilt hierbei:

\/§~fr+fr+g:\/§~g.

Nach r umgeformt ergibt dies

Vol (V31

(V3+1) 2 (VB+D(E-1)

Setzt man hier nun a = 30 cm ein, so liefert der Taschenrechner r ~ 4,019 cm
> 4 cm. Fiir eine genaue Abschitzung, die hierzu notig ist, muss man (2 —
\/5) 15 > 4 zeigen. Dies ist aber dquivalent zu 26 > 15\/3, und die Giiltigkeit
dieser Ungleichung folgt durch Wurzelziehen aus 26% = 676 > 675 = 152 - 3.
Also passt in der Tat in jede der acht Ecken des Wiirfels noch ein Tennisball
mit Durchmesser 8 cm. Die gesuchte Schachtel ist daher die beschriebene
wiirfelfsrmige und sie hat eine Oberfliche von 6 - (30 cm)? = 5400 cm?.

3-2V3+1 a_ 2-43
3—-1 2 2

a
- — = c Q.
2

Aufgabe 4

Denke dir eine natiirliche Zahl n, wie zum Beispiel n = 12. Nun mache
eine Liste der Teiler von n, in unserem Fall also 1, 2, 3,4, 6, 12. Anschliefend
bestimme fiir jeden dieser Teiler die Anzahl seiner Teiler und schreibe diese
Anzahlen in eine zweite Liste. In unserem Beispiel hat 1 genau einen Teiler, 2
hat zwei Teiler, ebenso 3; 4 hat drei Teiler, 6 hat vier Teiler und 12 hat sechs
Teiler. Unsere zweite Liste ist daher 1, 2,2, 3,4, 6. Zu guter Letzt addiere die
Kuben dieser Zahlen, im Beispiel ergibt das 13 + 23 +23 4 3% +43 + 63 = 324.
Zeige, dass das Ergebnis stets eine Quadratzahl ist!

Losung:

Wir schreiben zunéchst kurz 7(n) fiir die Anzahl der Teiler der natiirlichen
Zahl n. Dann ist also zu zeigen, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n die Zahl
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eine Quadratzahl ist. Die hier verwendete Schreibweise » | bedeutet, dass man
din

den Wert von 7(d)? fiir alle Teiler d von n summiert: ,%“ (das griechische
grofe Sigma) ist das Summenzeichen, und unter ihm steht (hier in Kurzform),
fiir welche Werte welches Parameters man aufsummiert: ,,d|n* liest man als
»d teilt n“, im Ausdruck rechts vom Summenzeichen soll also d als Wert
jeden Teiler von n annehmen, und diese Ausdriicke werden dann addiert.

Betrachten wir dazu zunécht einmal einen Spezialfall: Sei n = p*, k > 0, eine
Primzahlpotenz. Dann koénnen wir zunéchst recht einfach eine Liste aller

Teiler von n angeben, namlich 1, p,p?, ..., p". Also ist
P => rd)? = v+ +7(*)* +...+7(")*
d|p*

= P+ 4334+ +(k+1)>%

Hier haben wir benutzt, dass ein Teiler der Form p’ ganz entsprechend genau
die t + 1 Teiler 1,p, p?, ..., p" hat.

Letzteres ist nun eine bekannte Summe, die man aus dem Schulunterricht
kennt oder in (den meisten) Formelsammlungen findet:

K(K2+1))2_

13+23+33+...+K3:(

Ein Beweis dieser Formel gelingt zum Beispiel mittels Induktion nach K. Fiir
K =1 gilt sie offenbar und im Induktionsschritt zeigt man:

K(K +1

2
13+23+...+K3+(K+1)3:< 5 )) + (K +1)*

K% 44K + 4
= (K +1)*- <%)

_ ((K+1)2(K+2))2_

Da der Term w in jedem Fall eine ganze Zahl ist, weil entweder K oder
K + 1 gerade ist, ist die gesuchte Summe also in diesem Spezialfall stets eine
Quadratzahl.

Um nun die Aussage auch fiir allgemeine n zu beweisen, benutzen wir folgen-
den Begriff aus der Zahlentheorie: Eine Abbildung (Funktion) f, die jeder
natiirlichen Zahl eine andere natiirliche Zahl zuordnet, heiflit multiplikativ,
wenn fiir jedes Paar teilerfremder Zahlen m,n gilt: f(m-n) = f(m) - f(n).
Wir wollen zeigen, dass unsere gesuchte Funktion /' multiplikativ ist. Wenn
uns dies gelingt, dann sind wir fertig, denn jede natiirliche Zahl n hat eine
eindeutige Primfaktorzerlegung der Form n = plfl . pg” S p?‘ mit verschie-
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denen Primzahlen p; bis p, und es gilt dann

F(n)=F(p}" -pb* ... p")
F(py') - F(p5* - ... p")

F(p )-F( ) Fpyt 2 2
< k:1+2) <k2+1 k:2+2)) _”_<(k4+1)(k:g+2)>

2

b+ 1)k +2) (ks +1)(ka +2) (ke + 1)(ke +2)\
() (e +D) | Gt Y

Das ist in jedem Fall eine Quadratzahl.

Es bleibt also die Multiplikativitat von F' zu zeigen.

Hierzu zeigen wir zwei kleine Hilfsaussagen iiber multiplikative Funktionen.

Hilfsaussage 1:Ist f multiplikativ, so ist auch f* multiplikativ, wobei f3(n) =

f(n)? ist.

Beweis der Hilfsaussage 1: Dies ist nicht schwer: Es gilt fiir teilerfremde m

und 7 nmlich f3(m - n) = (f(m-n))* = f(m)* - f(n)* = f3(m) - f3(n).

Hilfsaussage 2: Ist f multiplikativ, so ist auch g(n) := >_ f(d) multiplikativ.
dn

Beweis der Hilfsaussage 2: Das ist schon etwas schwierige|r. Es gilt aber wieder

fiir teilerfremde Zahlen m und n:

g(m)-g(n) =Y f(r)->_ f(s)

Letzteres folgt aus der Tatsache, dass f multiplikativ ist und fiir teilerfremde
m und n auch jeder Teiler r von m und jeder Teiler s von n zueinander
teilerfremd sind.

Ausserdem folgt aus der Teilerfremdheit von m und n, dass tatsédchlich jeder
Teiler von m - n eindeutig als Produkt eines Teilers r von m und eines Teilers
s von n geschrieben werden kann®.

Deswegen tritt in der letzten Summe jeder Teiler t = rs von m - n genau
einmal auf. Es ist also tatséchlich

= 3" 7t) = glm-n).

tlm-n

Mit Hilfe dieser beiden Aussagen konnen wir nun die Multiplikativitat von
F leicht zeigen. Zunéchst ist die Funktion f(n) = 1, die allen n die Zahl 1

zuordnet, sicher multiplikativ. Also ist, nach Hilfsaussage 2, auch 7(n) = >_ 1
din

!Beachte, dass dies fiir nicht teilerfremde m, n im Allgemeinen nicht gilt!
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multiplikativ, wegen Hilfsaussage 1 folgt dann die Multiplikativitit von 73

und erneut mit Hilfsaussage 2 kann man dann auf die Multiplikativitdt von
F(n) =Y 7(n)?* schlieBen.

dln
Damit ist der Beweis vollstandig erbracht.
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