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Beispiell6sungen zu Blatt 50

Aufgabe 1

Finde alle natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft, dass die Differenz von
zweitgroBitem und zweitkleinstem positiven Teiler dieser Zahl genau 1001 ist!

Losung:
Antwort: Die einzige Zahl mit dieser Eigenschaft ist 2006.

Begriindung: Sei n eine Zahl mit der geforderten Eigenschaft. Da die Dif-
ferenz zwischen zweitgrofitem und zweitkleinstem positiven Teiler ungerade
ist, muss genau einer der beiden Teiler gerade sein. Damit ist aber auch n
gerade, da n einen geraden Teiler hat. Der zweitkleinste Teiler einer geraden
Zahl ist stets 2. Somit muss der zweitgrofite Teiler 1001 + 2 = 1003 sein. Es
folgt also, dass 2 - 1003 = 2006 der einzig mogliche Wert fiir n ist, denn das
Produkt von zweitgrofitem und zweitkleinstem Teiler ist immer n.
Tatséchlich ist der zweitkleinste Teiler von 2006 gerade 2, der zweitgroite ist
1003 und es gilt 1003 — 2 = 1001 wie gefordert.

Aufgabe 2

Der Lehrer hat den Schiilern einer Klasse drei positive Zahlen vorgegeben,
und als Hausaufgabe sollen diese sich zwei der Zahlen aussuchen, sie addieren
und die Summe schliefSlich mit der dritten vorgegebenen Zahl multiplizieren.
Beim Uberpriifen der Hausaufgaben stellt der Lehrer fest, dass einige der
Schiiler als Ergebnis 50, andere 2000 und wieder andere 2006 erhalten haben,
und alle diese Ergebnisse sind richtig.

Welche Zahlen hatte der Lehrer vorgegeben?

Losung:

Die vom Lehrer genannten Zahlen seien a, b und c.

Da es genau drei Moglichkeiten gibt, zwei der drei Zahlen auszusuchen (um
sie zu addieren), haben die Schiiler alle moglichen Losungen gefunden. Es
ergeben sich folgende Gleichungen:

50 = (a +b)c = ac + be (1)
2000 = (a +¢)b = ab+ be (2)
2006 = (b+ ¢)a = ab+ ac. (3)

(3) — (2) ergibt 6 = ac — be, woraus durch Addition von (1) folgt: 56 = 2ac,
also

ac =28 und weiter

bc =50 — ac = 22,

ab = 2000 — bc = 1978..
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Jeweils das Produkt von zwei dieser Gleichungen geteilt durch die dritte
ergibt

Cz_bc-ac_22-28 - 1128
ab 1978 N 989 ’
bz_bc~ab_22-1978 -y 11-989
- ac 28 N 7
a2_ac-ab_28-1978 -y 28 - 989
 be 22 a 11

Hierbei haben wir benutzt, dass die Zahlen a, b und ¢ nach Voraussetzung
positiv sein sollen und daher jeweils nur die positive Wurzel in Frage kommt.
Eine Probe bestétigt diese Ergebnisse:

ac+bcz\/28-989‘11-28+\/11-989.11-28:28+22:50’

11 089 7 989
ab + be = \/28£89 A '7989 + \/11 '7989 : 1;'%58 = 1978 + 22 = 2000,
ab + ac = \/28;’89 A '7989 + \/28389 : 1;'%928 = 1978 + 28 = 2006 .
Aufgabe 3

Der nordamerikanische Wiirfelkéfer lduft auf seiner Suche nach Beute be-
kanntlich stindig auf einem Rundweg entlang einiger Kanten des grofien
grilnen Wiirfelstrauches (sieche Abbildung), wobei der Rundweg keine Kan-
te des Wiirfels doppelt enthélt. Wie viele Kanten enthélt ein solcher Weg
hochstens?

Die Dodekaederspinne hat das gleiche Beutesuchverhal-

ten wie der Wiirfelkéfer, nur lebt sie auf dem feuerroten
Dodekaederbusch (siche Abbildung), der nur in Siidasien

beheimatet ist. Biologen vermuten, dass sie einen grofie-

ren Anteil der Kanten des Busches ablaufen kann, als es

dem Wiirfelkéfer auf seinem Strauch moglich ist. Wiirfelstrauch
Mathematiker bezweifeln dies. Warum? Wie lang ist ein

langster Rundweg auf dem Busch?

Zusatzfrage: Um weiteren Fragen der Biologen zuvor-
zukommen, beantworte dieselbe Frage fiir die kiirzlich
entdeckte Tetraederfliege, den Oktaederwurm und die
sehr seltene Ikosaederameise! Dodekaederbusch

Losung:

Betrachten wir zuerst einen Rundweg des Wiirfelkéfers auf seinem Wiirfel-
strauch:

Ein Wiirfel hat 8 Ecken und 12 Kanten. Da an jeder Ecke genau 3 Kanten
zusammenlaufen, kann der Kéfer auf seinem Rundweg hochstens zwei davon
benutzen: Fine Kante braucht er als ,Zufahrt“, eine als , Ausfahrt. Auf
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der dritten Kante kann der Kéfer entweder nur zur Ecke hin- oder nur von
der Ecke wegkrabbeln, diese Kante kann er also nicht in seinem Rundweg
verwenden.

An jeder der 8 Ecken gibt es demnach eine Kante, die
nicht zu dem Rundweg des Kéfers gehort. Da jede Kante
aber zwei verschiedene Ecken verbindet, ist es mdoglich,
dass wir einige oder auch alle der Kanten doppelt zéhlen.
Wir konnen also nur sagen, dass der Kiéfer auf seinem
Rundweg mindestens 8 : 2 = 4 Kanten nicht erreicht.
Der lingste Rundweg auf dem Wiirfelstrauch enthélt da-
mit hochstens 12 — 4 = 8 der 12 Kanten.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass es tatsdchlich einen Rundweg mit 8 Kanten
auf dem Wiirfelstrauch gibt: Die Abbildung rechts oben zeigt eine Moglich-
keit.

Kommen wir nun zu einem Rundweg der Dodekaederspinne auf dem Dode-
kaederbusch:

Das Dodekaeder hat, wie der griechische Name verrit, 12 Fliachen (Seiten),
wobei die Fldchen regelméflige Fiinfecke sind. Zahlen wir fiir jede Flidche die
Anzahl der Ecken, erhalten wir 12-5 = 60. Da in jeder Ecke aber genau drei
Fldchen zusammenstoflen, haben wir jede Ecke dreimal gezéhlt, ein Dodeka-
eder hat also genau 12 -5 : 3 = 20 Ecken. Genauso kénnen wir die Anzahl
der Kanten berechnen. Jede Fléche hat 5 Kanten, jede Kante begrenzt zwei
Flachen, ein Dodekaeder hat demnach 12 -5 : 2 = 30 Kanten.

Genau wie auf dem Wiirfelstrauch kann auch ein Rund-
weg auf dem Dodeakederbusch in jeder Ecke nur zwei
der drei vorhandenen Kanten nutzen.

Die Dodekaederspinne erreicht somit mindestens
20 : 2 =10 Kanten nicht, ihr Rundweg enthélt hochs-
tens 30 — 10 = 20 Kanten.

Auch hier miissen wir noch beweisen, dass es einen Rund-
weg dieser maximal moglichen Lénge tatsdchlich gibt.
Die Abbildung rechts zeigt ein Beispiel.

Es folgt, dass die Biologen Unrecht haben, was den Vergleich der Rundwege
der beiden platonischen Krabbeltierchen angeht:

Der Wiirfelkéfer durchlduft auf seinem Rundweg einen Anteil von % = %
aller Kanten auf dem Wiirfelstrauch und auch die Dodekaederspinne erreicht
% = % aller Kanten auf dem Dodeakederbusch.

Zur Zusatzfrage — Die Tetraederfliege:

Ein Tetraeder besteht aus vier gleichseitigen Dreiecken, von denen in jeder
Ecke drei zusammenstoflen. Daher enthélt es 4-3 : 3 = 4 Ecken und 4-3: 2 =6
Kanten. Da auch hier in jeder Ecke drei Kanten zusammenlaufen, erhalten
wir wie bei den vorherigen Krabbeltierchen, dass ein Rundweg mindestens
4 : 2 =2 der 6 Kanten nicht enthélt. Oder umgekehrt ausgedriickt, dass ein
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Rundweg hochstens 6 — 2 = 4 Kanten, wiederum einen Anteil von 2 = %,
enthélt.
Ein Rundweg mit 4 Kanten findet sich in der Abbildung.

Tetraederfliege Oktaederwurm

Der Oktaederwurm:
Der Wurm kann auf seinem Rundweg auf dem Oktaedergewéichs {iber alle
Kanten kriechen.

Die Ikosaederameise:

Ein Tkosaeder besteht aus 20 gleichseitigen Dreiecken, von denen in jeder Ecke
5 zusammenstoen. Daher besitzt es 20 -3 : 5 = 12 Ecken und 20-3 : 2 = 30
Kanten. Hier laufen in jeder Ecke 5 Kanten zusammen.

Aber auch hier gehort auf einem Rundweg zu jeder ,,Zufahrt“ in die Ecke
eine ,, Ausfahrt“. Fassen wir die Kanten an einer Ecke zu disjunkten Paaren,
jeweils aus Zu- und Ausfahrt bestehend, zusammen, so bleibt erneut eine
Kante iibrig, die nicht zu dem Rundweg gehdren kann. Es bleiben also min-
destens 12 : 2 = 6 Kanten ungenutzt, die [kosaederameise erreicht auf ihrem
Rundweg hochstens 30 — 6 = 24 Kanten.

Ein Beispiel dafiir ist:

(Die rechte Zeichnung stellt das Gleiche wie die linke dar, nur ist das Ikosa-
eder so flachgedriickt und verzerrt, dass sich keine Kanten iiberkreuzen.)

Zur Ubersicht noch einmal die wichtigsten Daten:

Korper Flachen Kanten Ecken | Rundweg Anteil
Tetraeder 4 6 4 4 2/3
Wiirfel 6 12 8 8 2/3
Oktaeder 8 12 6 12 1
Dodekaeder 12 30 20 20 2/3
Tkosaeder 20 30 12 24 4/5




Losungen zu Blatt 50 D

Aufgabe 4

Die beiden Cousinen Anna und Beate haben sich seit Jahren nicht gesehen
und sind zur Geburtstagsfeier ihrer Grofitante eingeladen. Dummerweise ha-
ben die beiden vor dem Fest keine Gelegenheit, sich wegen eines Geschenks
abzusprechen. Jede von ihnen weifl: Wenn sie ein Geschenk mitbringt, so ist
die Wahrscheinlichkeit, dass die Tante damit unzufrieden ist (und es infol-
gedessen am ganzen Abend bleibt), genau 50 Prozent. Sie muss allerdings
auch nicht unbedingt ein Geschenk mitbringen; bekommt die Tante aber von
beiden nichts, ist sie ebenso unzufrieden.

Beide Cousinen sind von Beruf Mathematikerinnen und haben einen Spiel-
wiirfel zur Hand. Zeige, dass die beiden bei geeigneter Strategie mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 1/3 ein zufriedenes Geburtstagsfest feiern kénnen!

Losung:

Sei a die Wahrscheinlichkeit, mit welcher Anna ein Geschenk mitbringt, und
b die Wahrscheinlichkeit, dass Beate ihre Grofitante beschenkt. Die Tante
ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 Prozent zufrieden, falls Anna ein
Geschenk mitbringt und Beate nicht und umgekehrt. Aulerdem ist die Tan-
te mit der Wahrscheinlichkeit von 25 Prozent zufrieden, falls sowohl An-
na als auch Beate ein Geschenk mitbringen. Die Tante ist also mit der
Wahrscheinlichkeit Z(a,b) = ia(l — b) + $b(1 — a) + fab zufrieden. Da
die Situation beider Cousinen vertauschbar ist, darf man davon ausgehen,
dass in der bestmoglichen Strategie a und b gleich sind. Damit erhélt man
Z(a,b) = Z(a) =a(l —a) + 1 - a® = a — 2a®. Nun ist

4 4 3] 4 3 9] 4 3 3

Da ein quadratischer Term niemals negativ werden kann, befindet sich das

Maximum bei ¢ = % und hat den Wert %

Wer mit der Infinitesimalrechnung vertraut ist, kann die Losung natiirlich
auch in Form einer Extremwertaufgabe ermitteln:

Die beste Strategie maximiert Z, und es gilt 0 = Z'(a) = 1 — %a genau dann,
wenn a = 2 ist. Da Z”(a) = —2 < 0 ist, handelt es sich hier wirklich um ein
Maximum. Wegen 2 € [0,1] liegt das Maximum im Definitionsbereich, und
weil aufierdem Z(0) = 0 und Z(1) = % gilt, gibt es keine Maxima auf dem
Rand.

Wenn also beide Cousinen mit der Wahrscheinlichkeit % ein Geschenk mit-
bringen, so ist die Tante mit einer Wahrscheinlichkeit von Z(2) = 2—32.2 =z
zufrieden.

Fiir die Cousinen bietet sich nun folgende Entscheidungsregel an: Anna und
Beate wiirfeln jeweils mit ihrem Spielwiirfel. Féllt eine 1, 2, 3 oder 4, so brin-
gen sie ein Geschenk mit, denn dies entspricht genau der Wahrscheinlichkeit
%, sonst nicht.

http://www.math.uni-goettingen.de/zirkel Stand: 16. Mirz 2006




