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Beispiellosungen zu Blatt 51

Aufgabe 1

7
13
Ist dies eine Losung ihres Problems?

Kristin soll einen Bruch finden, der zwischen den beiden Briichen
liegt. Ratlos versucht sie 17311117.
Liegt der Bruch §79 immer zwischen den beiden Briichen ¢ und § (mit posi-

tiven ganzen Zahlen a, b, ¢, d)? Wie kann man, ohne zu rechnen, sofort ent-

11
und T

; ate ;x5 a < liegt?
scheiden, ob §=7 ndher an ¢ oder an ¢ liegt?
Loésung:

Es ist

7 7-30-17 3570

13 13-30-17 6630’
11 11-30-13 4290
17 17-30-13 6630
7411 18  18-13-17 3978
13417 30 30-13-17 6630

nd

Nun sieht man:

7 3570 7+ 11 3978 11 4290

13 6630 < 13+17 6630 <1_7_ 6630

Kristins Bruch liegt also zwischen den Briichen % und %

Gilt fiir die beiden Briiche § und § Gleichheit, so sind alle drei Briiche gleich,

denn aus%zgfolgtc:%l und daher
a+c_a+%l a _c
b+d b+d bb+d) b d

ab+ad_a c

Im Weiteren sei nun § # £; dann kann o. B. d. All angenommen werden, dass
7 < 3 gilt. Dies ist zu ad < bc dquivalent.
Weiter gilt nun:

ad < be
<~ ad+ab < bc+ab
<~ a(d+b) < blc+a)
= ¢ < §T+§

1o0.B.d. A. = ,ohne Beschriinkung der Allgemeinheit“: Da die Buchstaben a, ¢ bzw. b, d
symmetrisch auftreten, diirfen wir uns aussuchen, welcher Bruch der kleinere ist; und trotz
unserer willkiirlichen Wahl ist der folgende Beweis allgemein giiltig.
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und analog gilt:

ad < be
— ad+cd < bec+cd
<~ d(a+c) < c(b+d)
— weo< g
Zusammen folgt dann § < ZTerc < <, der neue Bruch ZTerc liegt also immer
zwischen ¢ und £.
Um eine allgemeine Aussage dariiber treffen zu konnen, wann ZTJr; niher an
7 oder niher an 5 liegt, betrachten wir den Abstand d; von ZTerC AV
g a+c a| |ab+bc—ab—ad| |bc—ad
"Yb+d  b| (b+d)b b+ a)
und den Abstand ds von ZTJFS zu §:
_lat+c ¢ |ad+ecd—bc—ecd| |—bctad| |bc—ad
*“lo+d d| (b+d)d Tl b+dd| |(b+d)d|”

Nun sehen wir, dass sich d; und ds nur im Nenner unterscheiden und d; > d»
genau dann gilt, wenn d > b ist. Umgekehrt ist dy > d; fiir b > d.

Es folgt also, dass 779 niher an § liegt, wenn b > d ist, und dass {5 niher
an < liegt, wenn d > b ist. Der neue Bruch liegt also nédher an dem Bruch
mit dem groBleren Nenner.

Gilt b = d, so sind d; und ds gleich grof und %t liegt genau in der Mitte der

brd
Briiche % und 5.

Aufgabe 2

Auf wie viele Arten kann man 2006 als Summe aufeinander folgender positiver
ganzer Zahlen darstellen? Welches ist das néchste Jahr, dessen Jahreszahl nur
eine derartige Darstellung erlaubt?

Hinweis: Zum Beispiel hat 10 genau die zwet Darstellungen 10 und 1 + 2 +
3+4.
Losung:
Sei a,a+1, ..., a+ k eine solche Zahlenfolge mit Summe n, dann gilt:
2n = a + (a+1) +...+(a+k—=1)+(a+k)
+a+k)+(a+k-1)+...+4 (a+1) + a
=(k+1)-(2a+k).
Offenbar ist £k + 1 < 2a + k, d.h. k + 1 ist stets der kleinere Teiler.

Wir zeigen nun, dass fiir jeden ungeraden Teiler von n genau eine Folge mit
den geforderten Eigenschaften existiert. Dazu miissen wir zwei Richtungen
zeigen:
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(1) Sei t ein ungerader Teiler von n, dann gibt es eine dazugehorende Folge,
die die Voraussetzungen erfiillt.

Beweis zu (1): Zunéichst haben wir 2n = ¢ - r mit einer ganzen Zahl r. Da 2n

gerade ist, muss auch r gerade sein. Ist nun ¢ < r, so setzen wir t = £+ 1 und

r = 2a + k. Wir finden somit eine Losung des Problems durch die Wahlen

k=t—1und a = % Eine Probe ergibt, dass diese Folge wirklich die

geforderten Eigenschaften hat, insbesondere ist a eine positive ganze Zahl.

Ist andersherum ¢ > r, so setzen wir t = 2a + k und r = k + 1 und erhalten
t—r+1

analog zu den obigen Uberlegungen mit k = r—1 und a = —5— eine Losung.

(2) Es gibt keine weiteren solche Folgen.

Beweis zu (2): Zu jeder Folge gehort eine Zerlegung 2n = (k + 1)(2a + k).
Dabei ist £ + 1 genau dann gerade, wenn k ungerade ist, also genau dann,
wenn 2a + k ungerade ist. Somit gehort zu jeder Folge ein ungerader Teiler
von 2n und damit auch von n. Es muss nur noch gezeigt werden, dass dieser
Teiler in Teil (1) zu derselben Folge fiihrt. Das jedoch ist der Fall, weil & + 1
stets der kleinere Teiler ist; die Zuordnung in Teil (1) berticksichtigt dies.

Fiir n = 2006 gibt es also vier solcher Summendarstellungen, da 2006 gerade
die vier ungeraden Teiler 1, 17, 59 und 1003 hat. Diese vier Darstellungen
sind:

2006
110 + 111 + ... + 126
O+6+...+63

500 + 501 + 502 + 503

Eine Zahl besitzt genau dann nur eine solche Darstellung, wenn sie genau
einen ungeraden Teiler hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Zahl eine
reine Zweierpotenz ist. Die néchste Jahreszahl mit nur einer Darstellung ist
folglich 2048(= 2'1).

Aufgabe 3

Der Neubau des Theaters der Stadt Gottingen hat einen Zuschauerraum mit
dem Grundriss eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenldnge 50 Meter. Die
Biihne befindet sich in der Mitte einer der Seiten des Dreiecks und ist genau
30 Meter lang. Entlang der anderen beiden Seiten befinden sich die Sitzplétze.
Wo muss man sich hinsetzen, um die beste Sicht auf die Biihne zu haben,
um also die Biihne unter dem grofftmoglichen Blickwinkel zu sehen?

Der Oberbiirgermeister verlangt, parallel zur Biihne eine zusétzliche Sitzreihe
einzubauen, die die beiden anderen Seiten des Dreiecks verbindet.
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In der Mitte dieser Reihe soll die Biirgermeisterloge von allen vorhandenen
Sitzen die beste Sicht auf die Biithne garantieren. Wie lang ist diese Sitzreihe
dann mindestens?

Losung:

Zu dieser Aufgabe gibt es einige verschiedene Losungswege. Wir wollen hier
einen Weg angeben, der moglichst ,,elementar® ist — also mit Elementargeo-
metrie arbeitet.

Nach dem Umfangswinkel- oder Peripheriewinkelsatz liegen bekanntlich alle
diejenigen Punkte, von denen aus man die Biihne unter einem bestimmten
Winkel sieht, auf einem Kreisbogen, der die beiden Randpunkte A und B der
Biihne enthélt. Dabei gilt, da ja die Lange der Sehne (das ist hier die Bithnen-
breite) fest vorgegeben ist, dass der Blickwinkel um so kleiner wird, je grofier
der Kreisradius ist. Einen Punkt auf dem Dreiecksrand mit bester Sicht fin-
den wir also, indem wir denjenigen Kreisbogen bestimmen, der zwischen A
und B verlduft und eine andere Dreiecksseite (aus Symmetriegriinden dann
beide) beriihrt. In der Skizze ist das der durchgezogen gezeichnete Kreisbo-
gen.

Den Abstand |CT'| bestimmen wir {iber den Tangentensatz: Die Gerade durch
C und T ist eine Tangente an diesen Kreis, die Gerade durch C', B und A
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eine Sekante; nach dem Tangentensatz gilt dann

|CT|? = |CA| - |CB| =40m - 10 m = 400 m?
= |CT| =20 m.

Da eine parallel zur Biihne eingebaute Sitzreihe umso lianger wird, je dichter
sie an der Biihne ist, ist die kiirzeste Sitzreihe, die den Bedingungen an
eine Oberbiirgermeisterloge geniigt, diejenige, die den Kreis der Punkte mit
optimaler Sicht gerade tangiert. Um die nétige Lange dieser Sitzreihe zu
bestimmen, bestimmen wir zunéchst den Radius r des besagten Kreises durch
A, B und T'. Sein Mittelpunkt sei mit M bezeichnet.

D A

E

Da der Zuschauerraum ein gleichseitiges Dreieck ist, ist ZTEM = 30°. Au-
Berdem hat das Dreieck E'T'M bei T einen rechten Winkel. Spiegeln wir M an
der Geraden ET zu M’', so ist ET'M eine Hailfte des gleichseitigen Dreiecks
EM'M, so dass r = |[MT| = }|ME| = 1(r + h) ist. Daraus folgt r = h und
mit Pythagoras (2r)? = |ME|*> = |MT* + |ET|> = r* + (|EC| — |CT|)* =
72 + (30m)?, also 3r? = 900m? und h = r = v/3-10m. h ist die Hohe des
gleichseitigen Dreiecks EP(), das folglich die Seitenlédnge %h = 20m hat.
Die kiirzeste Sitzreihe P() mit der Moglichkeit fiir eine Biirgermeisterloge ist
daher 20m lang.

Bemerkungen: Wegen |LP| = |BC| = 10m ist PC parallel zu LB, Entspre-
chendes gilt fiir QD und LA. Daher ist auch LBA ein gleichseitiges Dreieck,
und deswegen betrégt der optimale Blickwinkel 60°.

Aus der Umkehrung des Strahlensatzes folgt, dass BT parallel zu M FE ist,
also senkrecht auf AB steht. Das ist reiner Zufall; wire die Biihne breiter,
so wiirde man vor ihr sitzen, wére sie schmaler, sdfle man auflerhalb der
Biithnenbreite am besten.



Losungen zu Blatt 51 6

Aufgabe 4

Im Speisesaal des wieder errichteten Klosters Wan-Dan steht ein 250 m langer
und 2m breiter rechteckiger Tisch, an dem die Ménche jeden Tag ihre Mahl-
zeiten einnehmen. Fiir jeden Monch muss hierbei der Reinlichkeit halber ein
kreisrundes Platzdeckchen mit Durchmesser 1 m auf den Tisch passen, ohne
iiber dessen Rand hinauszuragen und ohne mit anderen Platzdeckchen zu
iiberlappen.

Ko6nnen an dem Tisch mehr als 500 Monche gleichzeitig essen?

Loésung:

Ja, bei geschickter Verteilung der Platzdeckchen passen tatséchlich mehr als
500 Monche daran.

Legt man von den Deckchen je zwei gegeniiber und je 250 nebeneinander auf
den Tisch, so passen genau 2 - 250 = 500 Monche an den Tisch.

-

N

So, wie die Deckchen jetzt liegen, ist natiirlich kein Platz fiir einen weiteren
Monch frei, aber in der Mitte zwischen je vier Deckchen bleibt eine relativ
grofle Flache ungenutzt.

Legen wir nun die erste Reihe der Deckchen wieder nebeneinander an die
eine Tischkante, die zweite Reihe aber versetzt auf Liicke direkt an die erste
Reihe, so sind die freien Zwischenrdume in der Mitte schon kleiner als eben.

Allerdings passen so nur noch 250 + (250 — 1) = 499 Moénche an den Tisch,
weil wir diesmal an den Enden ungenutzten Platz haben.

Um jetzt Platz fiir weitere Monche zu schaffen, fassen wir die Platzdeck-
chen zu Dreiergruppen zusammen, wie es in der obigen Abbildung durch
die Dreiecke markiert ist. Die erste Dreiergruppe von links verschieben wir
an den unteren Tischrand; die Kreise (Deckchen) liegen dann immer noch
iiberschneidungsfrei auf dem Tisch.




Losungen zu Blatt 51 7

AuBlerdem ist danach zwischen der Dreiergruppe und dem einzelnen Platz
links oben ein kleiner Freiraum, so dass wir die Dreiergruppe auch noch ein
wenig nach links schieben konnen. Dadurch erreichen wir, dass die Mittel-
punkte der verschobenen Kreise (ein ganz klein bisschen) weiter links als die
urspriinglichen Mittelpunkte sind.

Die zweite Dreiergruppe schieben wir an der oberen Tischkante so weit wie
moglich nach links, das heifit so weit, bis sie die beiden rechten Kreise der
ersten Dreiergruppe beriihrt.

Die dritte Dreiergruppe verschieben wir so wie die erste wieder ein Stiick
schrag nach links unten, die vierte wieder nur nach links. So fortfahrend
erhalten wir das folgende Muster:

7\ /N
V.V
ﬁ‘ﬁA’h‘X’X\

Dabei gilt: Sind zwei Mittelpunkte durch eine Strecke miteinander verbun-
den, so haben sie den Abstand 1, ansonsten ist ihr Abstand grofier.

Nun miissen wir nur noch ausrechnen, wie viele dieser Dreiergruppen oder
vielmehr wie viele solcher Streifen der Breite x an den Tisch passen:

Da ein Platzdeckchen den Durchmesser 1 hat,

hat auch das gleichseitige Dreieck Seitenldnge 1.

Seine Hohe ist dann ¥, und wir berechnen

27
1 V3
y=2—-— =
2 2

Der Satz von Pythagoras liefert dann

z2:12—(y—%>2:1—(1—?)2:f_g

und es folgt, dass der Streifen insgesamt die Breite

1 3 1
sy VB a 1491 < 1
T=ot V3 17 2
hat.

Es gilt 167 - x ~ 248,994... < 249, wie der Taschenrechner sagt. (Da die
Abschétzung sehr knapp ist, der Taschenrechner aber nur eine gewisse Ge-
nauigkeit hat, sollte man eigentlich noch mal zu Fufl durch Quadrieren nach-
rechnen, dass wirklich 167 -z < 249 gilt!) Damit kénnen wir 167 Streifen der
Breite x auf den ersten 249 m des Tisches unterbringen. Rechts daneben auf
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dem freien Meter bleibt noch Platz fiir den fehlenden Halbkreis des letzten
Streifens und fiir einen weiteren vollstindigen Kreis.

Der Streifen links auflen enthélt 2% Kreise und jeder andere Streifen enthélt
2+ 24 1 =3 Kreise.

Insgesamt konnen auf diese Art und Weise 23 + 166 - 3 + 15 = 502 Ménche
an dem Tisch speisen.

Nachbetrachtungen:

Wir haben hiermit nur bewiesen, dass wir mindestens 502 Moénche an dem
Tisch unterbringen kénnen, aber nicht widerlegt, dass vielleicht sogar 503
Moénche Platz finden konnten. Ob dies moglich ist oder nicht, wissen wir
auch nicht.

Variante: Ohne Beweis wollen wir noch angeben, dass bei der folgenden Sitz-
ordnung

-

501 Monche gemeinsam an dem Tisch speisen kénnen.

Auflerdem gilt bei beiden Anordnungen: Haben die beiden Moénche auf der
linken Seite ihren Platz erst einmal fest gewéhlt, so erhalten wir die ange-
gebenen Sitzverteilungen, wenn sich die anderen Monche nacheinander so
dazusetzen, dass der Mittelpunkt ihres Deckchens so weit links wie mdoglich
ist. So gesehen ergeben sich diese Anordnungen dann doch recht natiirlich.
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