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Beispiellosungen zu Blatt 55

Aufgabe 1

Karsten hat zehn Zahnrader, je eines mit 7, 13, 34, 103, 179, 234, 299, 303,
356 und 385 Zahnen. Er will sie so in eine Reihe legen (natiirlich sollen dabei
die Achsen geeignet gelagert werden, so dass sich die Réader um die Achsen
drehen konnen), dass sie ineinandergreifen und dass bei einer Umdrehung
des ersten Zahnrades das letzte moglichst viele Umdrehungen ausfiihrt.
Wie muss er die Zahnréader dazu anordnen und wie viele Umdrehungen fiihrt
das letzte Rad dabei dann aus? Hat er mehr als eine Mdglichkeit fiir die
Anordnung der Zahnriader?

Loésung:

Wir betrachten zunéchst zwei ineinandergreifende Zahnrider mit m und n
Zahnen: Fiihrt das erste Rad eine volle Umdrehung aus, so macht das zweite
Zahnrad = Umdrehungen. Nun schauen wir, was passiert, wenn noch weitere
Zahnrider dazwischengeschaltet werden: Bei einer Umdrehung des ersten
Zahnrades drehen sich alle weiteren Zahnrdder um m Zahne weiter und das
letzte Zahnrad fithrt also immer noch ** Umdrehungen aus.

Die Anzahl der Umdrehungen des letzten Zahnrades in der Reihe mit zehn
Zahnradern soll nun maximal werden. Wie eben gezeigt, kommt es dabei nur
auf die Anzahl der Zdhne des ersten und des letzten Zahnrades an. Hat das
erste Zahnrad wie oben m Zahne und das letzte Zahnrad n Zahne, macht
das letzte Zahnrad ™ Umdrehungen. Die Anzahl wird also genau dann ma-
ximal, wenn m moglichst groff und n méoglichst klein ist. Karsten muss also
das Zahnrad mit 385 Zdhnen zuerst und das mit 7 Zdhnen zuletzt anordnen,
und das letzte Zahnrad macht dann %5 = 55 Umdrehungen. Die Reihen-
folge der iibrigen acht Zahnrader ist beliebig und Karsten hat insgesamt 8!
verschiedene Moglichkeiten fiir eine Anordnung der Zahnrader, bei der das

letzte Zahnrad moglichst viele Umdrehungen ausfiihrt.

Aufgabe 2

Alex und Ulrike wollen jeden der fiinf platonischen Koérper — Tetraeder,
Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder — aus Papier basteln. Dazu
wollen sie ein Netz eines jeden Koérpers auf Papier malen, dieses ausschnei-
den, falten und an den Kanten, wo dies notig ist, zusammenkleben.

Bei welchem der Korper bendétigen sie dabei die meisten Klebekanten, bei
welchem die zweitmeisten usw.?

Man beachte, dass es fiir das Malen der Kérpernetze jeweils mehrere Moglich-
keiten gibt, bei denen auch die Anzahl der Klebekanten unterschiedlich sein
konnte. Fiir den Wiirfel gibt es zum Beispiel elf wesentlich verschiedene Net-
ze, von denen drei wie folgt aussehen:
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Losung:

Um die Anzahl der Klebekanten zu bestimmen, nimmt man die Anzahl aller
Kanten des Polyeders und subtrahiert davon die Anzahl der Kanten, die nicht
geklebt werden miissen. Diese erhélt man durch folgende Uberlegung:

Beim Erstellen der Korpernetze werden die zugrunde liegenden Vielecke in
entsprechender Anzahl nebeneinandergemalt, wobei jedes weitere Vieleck an
genau einer Kante an den bereits gezeichneten Teil des Korpernetzes an-
gehédngt wird. Sei mit f die Anzahl der Flichen und damit die Anzahl der
Vielecke bezeichnet. Bei jeder der verschiedenen Mdoglichkeiten entstehen
dann f — 1 Zeichenkanten, die spéater nicht mehr geklebt werden miissen,
unabhéngig von der genauen Gestalt des Korpernetzes.

Sei mit k£ die Anzahl der Kanten des Polyeders bezeichnet. Dann ergibt sich
die Anzahl der Klebekanten zu k — (f — 1) =k — f + 1.

Wer die Eulersche Polyederformel f — k 4+ e = 2 kennt, wobei mit e die
Anzahl der Ecken bezeichnet sei, kann dieses Ergebnis noch vereinfachen: Es
gibt k — f + 1 =e — 1 Klebekanten.

Tetraeder Wiirfel Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder
Fléachen (f) 4 6 8 12 20
Kanten (k) 6 12 12 30 30
Ecken (e) 4 8 6 20 12
Klebekanten 3 7 5 19 11

Die meisten Klebekanten benotigt also das Dodekaeder, gefolgt vom Ikosa-
eder, dem Wiirfel und dem Oktaeder. Die wenigsten Klebekanten hat das
Tetraeder.

Aufgabe 3

Benno hat 20 quaderformige Bauklotze, die jeweils ein Volumen von 125 cm?
haben. Bei jedem Bauklotz sind zwei gegeniiberliegende Seitenflichen rot
gefiarbt, zwei andere gegeniiberliegende blau und die letzten beiden (auch
gegeniiberliegenden) gelb. Benno baut nun nacheinander drei Tiirme: einen
blau-gelben, indem er immer rote Flachen aufeinander legt, dann entspre-
chend einen blau-roten Turm und zuletzt einen gelb-roten.

Zeige, dass wenigstens einer der Tiirme mindestens einen Meter hoch ist.
Ist es auch immer so, dass einer der Tiirme hochstens einen Meter hoch ist?
Hinweis: Die Bauklotze haben natiirlich nicht unbedingt alle die gleiche Form.
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Losung:

Seien 11, g1, by die drei Kantenldngen des ersten Quaders in Zentimetern, und
zwar so, dass r; der Abstand der beiden roten Fliachen, g; der Abstand der
beiden gelben und b; der Abstand der beiden blauen Flidchen ist. Dann trégt
dieser erste Quader zum blau-gelben Turm genau die Hohe r; bei, im blau-
roten Turm hat er die Héhe ¢g; und im gelb-roten die Hohe b;.
Entsprechend bezeichnen wir die Kantenldngen der anderen 19 Quader mit
T2, g2, by bis 199, gag, bag. Die drei Tiirme sind dann

r+ro+ ...+ rypcm
g1+ g2+ ...+ geocm und
b1+b2+...+620cm

hoch.

Angenommen, alle drei Tiirme wéren echt kleiner als einen Meter. Dann wére
die Summe der drei Hohen echt kleiner als drei Meter.

Wenn wir nun aber zeigen kénnen, dass diese Summe mindestens drei Meter
sein muss, ist unsere Annahme falsch und wir haben bewiesen, dass minde-
stens einer der Tiirme einen Meter hoch sein muss.

Behauptung: Die drei Tiirme sind zusammen mindestens drei Meter, also
300 cm hoch:

(ri+re+...47r0)+ (@1 +g+...+g20)+ (b +bs+ ...+ by) > 300.

Die Summanden in dieser Gleichung konnen wir statt nach Farben auch
wieder nach den Quadern sortieren; wir haben dann zu zeigen, dass (r; +
g1+01)+ (ra+ g2+ ba) + ...+ (120 + g20 + bog) > 300 gilt. Dazu reicht es zu
zeigen, dass fiir jeden der zwanzig Quader 7; + g; + b; > 300 : 20 = 15 gilt.
Im Weiteren betrachten wir erst mal nur einen Quader mit den drei Sei-
tenldngen r, g und b. Wire unser Quader ein Wiirfel, so wiren alle drei Seiten
gleich lang, und zwar 7 = g = b = /rgb = /125 = 5. In diesem Fall gilt
in der oben zu zeigenden Ungleichung sogar Gleichheit » 4+ g + b = 15 > 15,
und wir sehen, dass sich die 15 auf der rechten Seite gerade als 3 - /rgb
zusammensetzt.

Die Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel (siehe
unten) besagt, dass %b“ > v/abe fiir beliebige positive a, b, ¢ ist. In unserem
Fall gilt damit tatséchlich %ﬂrb > 5 bzw. r + g + b > 15 fiir jeden Quader
mit Volumen 125 cm?.

Wie oben ausgefiihrt ist, folgt dann, dass mindestens einer der drei Tiirme
mindestens einen Meter hoch ist.

Behauptung: Es kann sein, dass keiner drei Tiirme hochstens einen Meter
hoch ist.

Dazu seien drei Quader mit den Seitenldngen 1 cm, 1 cm, 125 cm gegeben. Bei
dem ersten farben wir die kleine 1-1 cm?-Fliiche rot, beim zweiten firben wir
die kleine Fliache blau und beim dritten gelb. Dann ist jeder der drei Tiirme
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mindestens 125 cm hoch, also grofler als einen Meter, egal wie die anderen 17
Quader geformt sind.

Die obige Mittelungleichung diirft thr bei uns jederzeit ohne Beweis benutzen;
fur diejenigen, die sie bisher noch nicht kannten, folgt hier ein Beweis.

Behauptung: Fiir alle positiven Zahlen a,b, ¢ gilt die sogenannte Unglei-
chung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel

%HC > Vabe.

Links steht dabei die Zahl, die man umgangssprachlich als Durchschnitt oder
Mittelwert der drei Zahlen a,b, c bezeichnet. Der Mathematiker sagt dazu
arithmetisches Mittel. Da wir drei Zahlen addieren, miissen wir auch wieder
durch 3 teilen.

Auf der rechten Seite steht eine Art multiplikativer Durchschnitt, das soge-
nannte geometrische Mittel. Dabei wird die Addition durch die Multiplikation
ersetzt, deshalb muss das Teilen auch durch Wurzelziehen ersetzt werden; und
weil es drei Faktoren sind, muss die dritte Wurzel gezogen werden.

Diese Ungleichung gibt es auch fiir zwei positive Zahlen: “T*b > ab. Sie
wollen wir nun beweisen: Seien A und B zwei positive Zahlen. Da jede Qua-
dratzahl nichtnegativ ist, gilt 0 < (A— B)? = A? —2AB+ B? oder umgestellt
A2+ B? > 2AB. Teilen wir noch durch 2 und ersetzen A = /a, B = v/b (Letz-
teres diirfen wir tun, solange A, B, a, b nichtnegativ sind), so erhalten wir die
geforderte Ungleichung fiir zwei Zahlen

“;bzﬁ-\/ézm. (1)

Jetzt machen wir einen kleinen Umweg und zeigen zuerst, dass die entspre-
chende Ungleichung auch fiir vier positive Zahlen a,b,c,d gilt: W >
Vabed .

Es ist némlich etbfetd — 1 (atby cfd) Wenden wir die Ungleichung
(@ fiir zwei Zahlen auf die beiden Summanden einzeln an, erhalten wir

% (“T*b + C+d) (\/7 +Ved ) ein drittes Anwenden der Ungleichung lie-
fert 1 (\/7 +Ved) > ) VVab - Ved . Zusammengesetzt ergibt das die Unglei-

Chung

b d
# > abed (2)

fiir vier positive Zahlen.

Damit kénnen wir nun abschlieSend die Ungleichung fiir drei Zahlen bewei-
sen. Wir wéhlen d := %b“ und erhalten mit der Ungleichung () fiir vier
Zahlen

1
a+§+c:a+b+z+%”“ N i‘/abc~a+§+'3:%- <a+§+c>4
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Nun teilen wir noch durch den zweiten Faktor der rechten Seite

3
(%HC) > Vabe,

potenzieren mit % und erhalten wie gewiinscht und behauptet

%ﬂc > Vabe.

Bemerkung: Ohne Beweis sei noch erwahnt, dass diese Ungleichung zwischen
arithmetischem und geometrischem Mittel

ay+as+ ...+ a,
n

> ayag ... ay.

auch fiir n positive Zahlen aq, ao, . . ., a, gilt. Gleichheit gilt dabei genau dann,
wenn alle n Zahlen gleich sind.

Aufgabe 4

Auf der Jagd nach dem Goldschatz der vierzig Réauber ist Ali Baba anschei-
nend kurz vor dem Ziel: Er hat in einer alten Truhe die unten abgebildete
Landkarte gefunden und weifl aus alten Erzédhlungen, dass der Schatz in der
Mitte einer kreisrunden Oase vergraben liegt. Die Oase selbst ist iiber die
Jahrhunderte hinweg leider verschwunden. Aber Ali Baba hat in Erfahrung
gebracht, dass die beiden Dorfer Akaba und Bekaba damals direkt am siidli-
chen Oasenrand lagen und dass die alte, schnurgerade Kamelroute damals
schon existierte und auf einer Lange von genau 2 km durch die Oase fiihrte.

Kamelroute

Ak;aba .
Bekaba
1km

Kann Ali Baba allein mit diesem Wissen und mit Zirkel und Lineal die Lage
des Schatzes auf der Karte genau konstruieren?

Losung:

Ja, Ali Baba kann die Lage des Schatzes exakt rekonstruieren.
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Zunéchst vereinfachen wir die Bezeichnungen und schreiben A fiir Akaba,
B fiir Bekaba und g fiir die Gerade der Kamelroute. Dann zeichnen wir in
die Skizze die Gerade durch A und B; ihr Schnittpunkt mit g heifle S. Die
beiden Punkte, an denen der frithere Rand(-Kreis) der Oase die Kamelroute
schneidet, seien mit P und @) bezeichnet, wobei P nédher an S liegt.

Nach dem Sekantensat] gilt nun:

|SA]-|SB| = |SP|-]5Q)
= [SP|-(ISP[+2). (3)

Damit ist die Lage von P fast eindeutig bestimmt, denn [SP| muss eine
Losung der quadratischen Gleichung 22 + 2z — |SA| - |SB| = 0 sein. Eine der
beiden Losungen dieser Gleichung ist jedoch negativ, so dass zumindest die
Lénge |SP| eindeutig ist; und da A und B am siidlichen Rand der fritheren
Oase liegen sollen, muss P — mit Abstand |SP| — nordlich von S liegen. Weil
durch drei Punkte (hier A, B und P) hochstens ein Kreis geht, ist hiermit
auch der Mittelpunkt der Oase eindeutig bestimmt.

Die Gleichung (Bl) wollen wir jetzt fiir unsere geometrische Konstruktion ver-
wenden. Als Erstes konstruieren wir den Thaleskreis iiber SB und die Senk-
rechte auf der Geraden (AB) durch A (die Hilfskreise und -strecken dafiir
sind nicht eingezeichnet) und bezeichnen einen der Schnittpunkte mit dem
Thaleskreis mit C. Es ist dann SC' B ein rechtwinkliges Dreieck, so dass nach
dem Kathetensatz gilt:

|SC|?> = |SA|-|SB|. (4)

!Der Sekantensatz besagt: Wenn zwei Geraden, die durch einen gemeinsamen Punkt S
gehen, Sekanten eines Kreises sind, d.h. diesen Kreis in je zwei Punkten A und B bzw.
C' und D schneiden, dann gilt [SA| - |SB| = |SC|-|SD|. Der Satz gilt auch noch, wenn
eine oder beide der Sekanten zu Tangenten entarten oder anders gesagt die Schnittpunkte
zusammenfallen: Wenn man zwei Tangenten hat, ist die Aussage aus Symmetriegriinden
trivial; wenn man genau eine Tangente hat, heiflt die Aussage Sekanten-Tangenten-Satz.
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Nun ist |SP| zu konstruieren; da aus (B) und (@) die Gleichung
|ISC|* = |SP|- (|SP|+2)

folgt, kann man |SP| mithilfe des Hohensatzes gewinnen. Dazu folgende
Uberlegung: Der Hohensatz besagt, dass in einem rechtwinkligen Dreieck
gilt: h? = pq (vergleiche Skizze).

M1/
T og=pt2 S pF

Hier soll nun ¢ = p + 2 gelten, das bedeutet andersherum, dass der Mit-
telpunkt M’ der Strecke T"P’ um eine Einheit vom HohenfuBBpunkt entfernt
liegt. Da M’ gleichzeitig der Mittelpunkt des Thaleskreises des rechtwinkligen
Dreiecks ist, kann man zu gegebener Hohe h die Strecken p und ¢ wie folgt
konstruieren: Man zeichnet eine Gerade (auf der die Hypotenuse des Dreiecks
liegen soll), konstruiert eine dazu senkrechte Strecke S’D’ der Lénge h, tragt
auf der Geraden eine Strecke S'M’ der Linge 1 ab (Anmerkung: diese Lénge
ist ja in unserer Zeichnung als Mafistab angegeben) und schldgt den Kreis
um M’ mit Radius |M'D’|, die Schnittpunkte P’ und 7" mit der Geraden
liefern dann die Streckenldangen p = |S'P’| und p+ 2 = |S"T"|.

Diese Konstruktion iibertragen wir nun auf unsere Landkarte: Wir konstruie-
ren zunéchst die Senkrechte durch S auf g, tragen auf ihr die Strecke SD der
Lénge |SC| ab, auf g dann eine Strecke SM der Linge 1 entgegen der Rich-
tung, in der wir den Punkt P finden wollen. Jetzt zeichnen wir den Kreis
um M mit Radius |MD| und finden so P als Schnittpunkt mit ¢g auf der
gewiinschten Seite. (@ ist fiir den Rest gar nicht mehr wichtig.) Den Mittel-
punkt Z der fritheren Oase bekommt man dann als Umkreismittelpunkt des
Dreiecks ABP iiber die iibliche Konstruktion der Mittelsenkrechten.

N




Lésungen zu Blatt 55 8

Anmerkungen: Dort, wo wir den Kathetensatz verwendet haben, hitten wir
auch den Hohensatz benutzen kénnen und umgekehrt.

Auf die Konstruktion von M als Hilfspunkt kann man auch auf rechnerischem

Wege kommen: Aus (B) und @) folgt:

|ISC|? = |SP| - (|SP| +2)
= |SP*+2|SP|+1—1
= (|SP|+1)* - 1.

Daher ist |SP| + 1 die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit Ka-
theten [SC| und 1.
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