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Beispiellosungen zu Blatt 62

Aufgabe 1

,Holladrio!* jubiliert Musikwissenschaftler Justus Klingtgut, als er zum ers-
ten Mal das kiirzlich entdeckte, altertiimliche Notenblatt in Hénden héalt.
Man vermutet, dass unsere Vorfahren, ebenso wie wir heute, fiir Noten glei-
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Abbildung 1: Die altertiimlichen Noten

cher Linge gleiche Symbole verwendet und innerhalb jedes Késtchens Noten
von einer Gesamtliange von einem Takt (etwa 2 Sekunden) notiert haben. Ein
Punkt hinter einem Notenzeichen scheint auch die Notenlédnge um 50 Prozent
zu verldangern. Die Hohe der Noten konnte durch die Hohe des Symbols im
Késtchen angedeutet sein. In Fachkreisen munkelt man, bei obigem Stiick
handele es sich um ein auch heute noch bekanntes Volkslied.

Finde die Langen der einzelnen Notensymbole!

Zusatz: Fiir welches andere Musikstiick ist der Dichter der zu den obigen
Noten gehorenden Textzeilen national bekannt?

Losung:

Wir betrachten zunéchst den vierten Takt. Da dieser aus zwei Kreisen be-
steht, hat O die Léinge eines halben Taktes. Im Folgenden verwenden wir die
Notensymbole fiir ihre Langen sowie TE als Bezeichnung fiir ,, Takteinheit*.
Dann gilt fiir die Takte 1 und 2:

gﬁ+@+21}:gﬁ+@:lTE (1)
sowie Y¥ +20©) = % TE (2)
Aus () folgt: =1 TE — ;ﬁ (3)

Einsetzen in (@) liefert: Y¢+2- (1 TE — Iv%) = 5 TE, also ¢ = 1 TE.
Mit (@) erhélt man schlieBlich: @) = § TE.

Wegen 1 TE = 25 ergibt sich Q = 1s, ¢ = 35 sowie @) = ;5.

=

Das gesuchte Stiick heifit ,,Alle Vogel sind schon da“ von Hoffmann von
Fallersleben, der auch den Text zum Deutschlandlied verfasste.
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Aufgabe 2

Kevin steht an einer dreispurigen Autobahn und sieht drei Autos gleichen
Typs auf den drei Spuren ankommen. Als sie iiber eine Fuge fahren, die quer
auf der Fahrbahn verlduft, will es der Zufall, dass die Autos fiinf Téne in
genau gleichen Absténden verursachen, wobei der vierte Ton stédrker als die
anderen ist. Der Abstand vom ersten zum letzten Ton betragt genau eine
Sechstelsekunde.

Kevin weif}, dass der Achsstand der Autos 2,5m betrigt, und an die Ge-
schwindigkeitsbeschrénkung von 130 km/h haben sich augenscheinlich auch
alle Autos in etwa gehalten.

Wie schnell waren die Autos? Und auf welcher Spur fuhr das Auto, das den
ersten Ton verursacht hat?

Losung:

Da der Abstand vom ersten bis zum fiinften Ton genau eine Sechstelsekunde
betrdgt und die Tone in gleichen Zeitabstéinden zu horen sind, betragt der
1

Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ténen genau £ = i Sekunde.
Sollte ein Auto zwei aufeinanderfolgende To6ne verursachen, so muss es die
2.5 Meter, die der Achsabstand betrigt, in ﬁ Sekunde zuriicklegen; das ent-
spricht einer Geschwindigkeit von 222 =602 = 216 X2

24
Da sich alle Autos an die Geschwindigkeitsbeschrénkung von 130 kTm gehalten
haben, kann keines der drei Autos zwei aufeinanderfolgende To6ne verursacht
haben.
Dass der vierte Ton stéirker war als die anderen, bedeutet, dass zwei Achsen
gleichzeitig {iber die Fuge gerollt sind. Diese Achsen konnen keine Vorder-
achsen gewesen sein, da sonst die zugehorige Hinterachse den fiinften Ton
héitte erzeugen miissen, was wir gerade ausgeschlossen haben. Also wurde
der ,Doppelton® von zwei Hinterachsen erzeugt und die zugehorigen Vorder-
achsen miissen den ersten (Auto 1) und den zweiten Ton (Auto 2) erzeugt
haben.
Da es aufler dem vierten Ton keine weiteren ,, Doppeltone” gab, miissen der
dritte und der fiinfte Ton vom verbleibenden Auto (Auto 3) verursacht wor-
den sein.

Als Geschwindigkeiten ergeben sich

5 k

fiir Auto 1: vy = :; E:20E= 72—m,
2 S S h
2.5 k

fiir Auto 2: vy = = E—?)OEZIOEB—m,
59 S S h
2.5 k

fiir Atto 3: v3 = —> — = 30 = = 108 ——.
Z 8 S h

24

Auto 1 hat den ersten Ton verursacht und ist das langsamste gewesen. Wir
gehen davon aus, dass kein Auto rechts iiberholt hat; also muss das Auto auf
der rechten Spur den ersten Ton verursacht haben.
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Aufgabe 3

Im konvexen Viereck ABC'D liegt ein Kreis, der alle vier Seiten des Vierecks
beriihrt. Es ist bekannt, dass |[AB| = 2cm, |BC| = 3c¢m und |[CD| = 7Tem
ist. Aulerdem ist der Innenwinkel bei B ein Rechter.

Wie grof§ ist der Radius des Kreises?

Loésung:

Da ABC'D einen Inkreis hat, ist es ein Tangentenviereck, so dass gilt: |AB|+
|CD| = |BC|+ |DA]|. Folglich ist |[DA| = 6 cm.

Durch den rechten Winkel bei B ist das Viereck damit eindeutig bestimmt,
denn es muss nach Voraussetzung konvex sein, weil sonst nicht alle Seiten
den Kreis beriihren kénnen.

Um die genaue Lage von D zu beschreiben, definieren wir
einen Hilfspunkt F' so, dass AF parallel zu BC und FD
parallel zu AB ist. Sei z := |AF| und y := |F'D|. Es gilt:

? +y? =6 (4)
Auflerdem gilt, die Seite C'D betrachtend:

(x—3)*+ (y+2)?2 =7~ (5)

Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert

D
6r —9 —4y —4 = —13
= = 5 |
y - 2'777 |
|
aus (H) folgt dann 22? = 36, also (z muss po- :
S _ 12 _ 18
sitiv sein) o = —= und y = . !
Nun kénnen wir uns dem Inkreis zuwenden, wo- 6 :y
bei die weiteren Bezeichnungen aus der zweiten :
Skizze ersichtlich werden: |
Zum einen gilt :
R !
r+uv=2. AV NS X [p
o T
Wegen der rechten Winkel sind die Dreiecke ST M
RPM und AQR dem Dreieck AF'D &hnlich, da-
her gilt zum anderen: r r
NI B A C
v 6 +r 6 T.
Einsetzen von r + v = 2 liefert
2_p).2 LY
( r) , 6 +7 g \/Li )
— ‘6 — 13 _ ~
~ T _1+§6—%_1+%—\/i1_3_\/ﬁ_1~17535'
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Aufgabe 4

Daniel denkt sich zwei positive, reelle Zahlen a und b, fiir die a + b = 1 gilt.
Dann wahlt er positive ganze Zahlen n und m und berechnet

(1—a™)"+(1-0")".
Kann dabei ein Wert kleiner als 1 herauskommen?

Loésung:

Zum (eleganten) Beweis dieser Aufgabe denken wir uns ein Feld aus m Zeilen
mit je n Késtchen. Und dann betrachten wir das Ganze als Statistik-Aufgabe
— auf diese Idee kann man durch die Beziehung a +b = 1 gestoflen werden —,
indem jedes einzelne Feld mit der Wahrscheinlichkeit a schwarz und ansons-
ten, also mit Wahrscheinlichkeit 1 — a = b weifl gefarbt wird.

Fiir eine fest gewahlte Spalte ist dann 1 — o™ die Wahrscheinlichkeit, dass
in dieser Spalte nicht nur schwarze Késtchen sind. Folglich ist (1 — a™)™ die
Wahrscheinlichkeit fiir die Richtigkeit folgender Aussage:

In keiner Spalte gibt es nur schwarze Késtchen. (6)
Analog ist (1 — b")™ die Wahrscheinlichkeit fiir die Aussage:
In keiner Zeile gibt es nur weifle Késtchen. (7)

Wenn (@) nicht gilt, heifit das, dass es eine Spalte gibt, die nur schwarze
Kastchen hat. Da jede Spalte iiber alle Zeilen geht, hat dann jede Zeile min-
destens ein schwarzes Késtchen, also gilt dann (). Daraus folgt, dass die
Wahrscheinlichkeit von ([d) groer gleich der Wahrscheinlichkeit ist, dass (@)
nicht gilt, also ist

1=r">1-(1-=a™"

oder adquivalent
I—a™"+(1=-0")">1.

Die gestellte Frage ist also zu verneinen.

Gleichheit gilt tibrigens genau dann, wenn () und () nicht gleichzeitig wahr
sein kénnen. Wenn fiir m = 1 die Aussage ([) wahr ist, gibt es in der (ein-
zigen) Zeile mindestens ein weifles Késtchen. Da dies das einzige Késtchen
in seiner Spalte ist, ist dann () nicht wahr. Daher gilt fiir m = 1 Gleich-
heit, analog auch fiir n = 1. (Das kann man natiirlich auch direkt ausrech-
nen: Fiir m = 1 formt sich die linke Seite um zu: (1 —a™)" + (1 — ") =
l—a)"+(1-=0")=b"+1-0b"=1.)

Wenn m,n > 2 gilt, kénnen hingegen () und () gleichzeitig wahr sein: Zum
Beispiel kann man das Feld schachbrettartig farben. Daher gilt in diesem Fall
echte Ungleichheit.
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