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Beispiellosungen zu Blatt 66

Aufgabe 1

Zehn Schiiler nahmen an einem Mathewettbewerb teil. Jede Aufgabe wurde
von genau sieben Schiilern gelést. Neun der zehn Schiiler 16sten jeweils genau
vier Aufgaben.

Wie viele Aufgaben hat der zehnte Schiiler gelost?

Losung:

Sei a die Anzahl der Aufgaben im Wettbewerb und sei x die Anzahl der
Aufgaben, die der zehnte Schiiler gelost hat.
Da der zehnte Schiiler nicht mehr Aufgaben gelost haben kann, als gestellt
wurden, gilt:

0<z<a. (1)

Alle zehn Schiiler zusammen haben 9 - 4 4+ = Aufgaben gelost. Aulerdem
wurde jede Aufgabe von genau 7 Schiilern geltst. Deswegen gilt:

9-4+x="7-a. (2)
Unter Benutzung von () folgt

1 36

und 36+4+a>36+x=7-a =— 36>6-abzw.06>a.

Wir erhalten schlieilich ¢ = 6 und damit z =7-6 — 36 = 6.

Probe: Einsetzen von z = 6 und a = 6 in ([Il) und @) ergibt wahre Aussagen.
Der zehnte Schiiler muss somit tatséchlich sechs Aufgaben gelost haben.

Man kann sich noch iiberlegen, dass eine solche Verteilung der 42 Aufgaben
auf die zehn Schiiler auch praktisch moglich ist. Eine mogliche Verteilung ist
in der folgenden Tabelle dargestellt:

Teilnehmernummer
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Aufgabe

1 X X X X X X X
2 X X X X X X X
3 X X X X X X X
4 X X X X X X X
5 X X X X X X X
6 X X X X X X X
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Aufgabe 2

Fiir eine bevorstehende grofie Seeschlacht hat Képt'n Jakob Sperling 5100
frische Kanonenkugeln besorgt. Davon sind 5000 Stiick fiir die ,,Dicke Ber-
tha und 100 Stiick fiir die praktische kleine Handkanone ,Flotte Lotte“.
Seine Jungs konnen es nun nicht lassen und spielen verbotenerweise mit ei-
ner zuféllig ausgewihlten Kugel Bowling auf dem Deck. Dabei wird die Kugel
so ladiert, dass sie nicht mehr geradeaus fliegen wird. Die Crew versucht den
,Unfall“ zu vertuschen und legt die beschédigte Kugel einfach wieder zu den
anderen. Képt'n Jakob Sperling merkt jedoch natiirlich sofort, dass etwas faul
ist, und befragt seine Mannschaft. Einer der Piraten behauptet, sie héitten
mit einer groflen Kugel fiir die ,,Dicke Bertha“ gespielt. Der Pirat ist trotz der
Unterrichtsstunde im Liigen leider noch kein Profi, denn er liigt bei solchen
Angelegenheiten nur in 95 Prozent aller Félle.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Mannschaft tatséchlich mit
einer Kugel der ,,Dicken Bertha* gespielt hat?

Losung:

Wenn man betrachtet, mit welcher Kugel gespielt worden sein kann und ob
der befragte Pirat ehrlich ist, so ergeben sich die folgenden vier Félle:

1. Die Kugel ist fiir die ,,Dicke Bertha“ und der Pirat sagt die Wahrheit.
2. Die Kugel ist fiir die ,,Dicke Bertha und der Pirat liigt.
3. Die Kugel ist fiir die ,,Flotte Lotte“ und der Pirat sagt die Wahrheit.
4. Die Kugel ist fiir die ,,Flotte Lotte” und der Pirat liigt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Mannschaft mit einer Kugel fiir die ,,Dicke
Bertha* bzw. die ,,Flotte Lotte “ gespielt hat (unabhéngig von der Aussage

- s o+ 5000 _ 50 100 _ 1
des Piraten), betrigt t750 = 27 bzw.

5100 ~ 51°
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Pirat liigt bzw. die Wahrheit sagt, ist 95 %

bzw. 5 %.

Weil wir nun die Aussage des Piraten kennen, bilden der erste und der vierte
Fall unsere neue Grundgesamtheit, sind also zusammen 100 %. Der zweite
und der dritte Fall fallen weg.

Der erste Fall hat die Wahrscheinlichkeit g—(l] . WE)O = WE)Q und die Wahrschein-
19

. . . . 1 95
lichkeit des vierten Falls betrigt 7 - 155 = 1050

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit p ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass der
erste Fall innerhalb dieser Grundgesamtheit auftritt, also

5

103 50

12 T 69
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Aufgabe 3

Das Polynom P(x) = 2* + 2% + 2° + ... + 27 enthélt als Summanden alle
x-Potenzen mit Primzahlexponenten, die kleiner als 100 sind. Jemand be-
rechnet das Polynom

Q(z) = P(2)* = a3ss2™® + as3gr0™" + a3ge2®® + ... + a17 + ao.

Was ist dann der Wert der Summe ag + as + a4 + . . . + asse + asss der Koef-
fizienten mit geradem Index?

Losung:

Es gibt genau 25 Primzahlen, die kleiner sind als 100. Dies sind: 2, 3, 5, 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89
und 97. (Die Zahlen sind hier nur der Vollstandigkeit halber aufgefithrt und
werden zur Losung der Aufgabe nicht benétigt.)

Nun betrachten wir den Ausdruck P(r)*, jedoch ohne dabei die Summanden
mit gleichem Exponenten zusammenzufassen. P(x)? ist dann eine Summe von
25% Potenzen von z, deren Exponent jeweils eine Summe von vier Primzahlen
ist. Da die Koeffizienten im Polynom P(z) alle 1 sind und wir die Potenzen
nicht zusammengefasst haben, hat auch jeder der 25* Summanden in P(x)*
den Koeffizient 1.

Jetzt miissen wir nur noch die Summanden mit geradem Exponenten zéhlen:
Die einzige gerade Primzahl ist die 2; deshalb ist der Exponent eines Sum-
manden genau dann gerade, wenn im Exponenten

e alle 4 Summanden ungleich 2 sind,
e genau 2 Summanden gleich 2 sind oder wenn
e alle 4 Summanden gleich 2 sind.

Vom ersten Typ gibt es 24* Summanden, vom zweiten Typ 6 - 24? (man
muss betrachten, aus welchen zwei der vier Faktoren die beiden Exponenten
2 stammen: dafiir gibt es genau 6 Moglichkeiten) und vom dritten Typ gibt
es genau einen Summanden.

Die Summe der Koeffizienten mit geradem Index betriagt also

24 4+ 6 - 24% + 1 = 335233,

Bemerkung: In der urspriinglichen Formulierung der Aufgabe war versehent-
lich nur die Summe ag + as + a4 + ... + assg gesucht. Wegen asggs = 1 hat
diese dann den Wert 335 232.

Lésungsvariante:
Durch Einsetzen der Werte 1 und —1 in das Polynom Q(z) erhéilt man mit
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%(Q(l) +Q(-1)) = % (asss + assy + ...+ a1+ ag

+ (asss — assy + asse — asss £ ... —ag + ap))

= a3gg + a3g6 + ...+ as + ap

die gesuchte Summe der Koeffizienten mit geradem Index.
Andererseits ist aber

(P(1)*+ P(-1)")

DN | —

Q) +Q(-1) =
= % (25" + (1 —24)") = 335233,

Also gilt asgg + asgs + ... + as + ag = 335233.

Aufgabe 4

Ein regelméfiges Sechseck ,,rollt“ entlang einer Geraden, indem es fortlaufend
iiber die rechte der beiden auf der Geraden liegenden Ecken gekippt wird.
Zu Beginn ist die Position der linken unteren Ecke des Sechsecks markiert.
Nach jeder Kippung wird wieder die Position dieser Ecke markiert. Nach fiinf
solcher Kippungen beriihrt die betrachtete Ecke zum ersten Mal wieder die
Gerade.

Zeige, dass das Flidchenstiick, das durch die markierten Punkte und die Ge-
rade begrenzt ist, genau dreimal so grof ist wie die Flache des Sechsecks.
Wie ist das Verhéltnis der entsprechenden Flédchen bei anderen regelméfligen
n-Ecken? Behandle zunéchst die Félle n = 3 und n = 4, stelle dann eine
Vermutung auf und versuche, diese zu beweisen.

Losung:

Bei der Sechseckfigur sind ja bereits die Secheckumrisse zu sehen. Wenn man
die Figur noch weiter zu einem Muster aus gleichseitigen Dreiecken ergénzt,
kann man diese Dreiecke einfach abzdhlen. Vier Dreiecke sind dabei genau
halbiert, sie ergénzen sich also zu zwei vollen Dreiecken.
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Im Ergebnis ist die markierte Fléche so grofl wie 18 Dreiecke, wihrend das
regelméfBige Sechseck aus sechs gleichseitigen Dreiecken besteht. Wie behaup-
tet, ist das Flichenstiick also genau dreimal so grofl wie das Sechseck.

Fiir ein Drei- oder Viereck lisst sich die Aufgabe auf entsprechende Weise
16sen, sogar noch einfacher:

Beim Dreieck setzt sich das gegebene Fléchenstiick aus sechs rechtwinkligen,
,halben gleichseitigen“ Dreiecken zusammen und ist damit ebenfalls dreimal
so grofl wie ein gleichseitiges Dreieck.

Am einfachsten ist wohl die Losung beim Viereck: Die beiden Dreiecke an
den Enden ergédnzen sich genau zu einem Quadrat, also ist auch hier die
markierte Fliche dreimal so grofl wie das erzeugende 4-Fck.

Die nun nicht mehr iiberraschende Vermutung lautet also:

Fiir jedes regelmiflige n-Eck ist die sich ergebende Figur genau
dreimal so grofl wie das n-Eck.

Beweis, dass dies stimmt: Wir betrachten zunéchst nur das n-Eck mit sei-
nem markierten Punkt (der in der Skizze — mit n = 7 — bereits links unten
liegt). Von diesem Punkt aus zeichnen wir alle Diagonalen in das n-Eck und
unterteilen es so in n — 2 Dreiecke.

Beim Abrollen des n-Ecks wie beschrieben lassen wir nun nach dem ersten
Kippen das erste der Dreiecke quasi liegen (das heifit, firben den entspre-
chenden Bereich in der Figur), nach dem zweiten Kippen das zweite usw. bis
nach dem vorletzten Kippen. (Nach dem letzten Kippen gibt es kein Dreieck
mehr, das macht aber nichts.)
Es ergibt sich folgendes Bild:
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Der Flacheninhalt aller gefarbten Teile ist also genau die Fliche des n-Ecks.
Die iibrig bleibende Flache besteht aus n — 1 weiflen Dreiecken.

Nun stellen wir fest, dass ein weifles Dreieck zusammen mit den beiden be-
nachbarten gefarbten Dreiecken ein Trapez bildet:

Begriindung: Die Strecke a ist eine Diagonale (ggf. auch Kante) in einer
Kopie des n-Ecks; in der niachsten Kopie des n-Ecks ist sie mit @’ bezeichnet.
Die Strecke b ist eine zu ', also auch zu a parallele Diagonale, weil sie die
beiden Eckpunkte verbindet, die den Eckpunkten von a’ zur selben Seite hin
benachbart sind.

Die Streckenstiicke auf der Grundseite der Figur sind alle gleich lang, weshalb
die untere Spitze des weiflen Dreiecks die Seite des Trapezes halbiert. Wenn
mit m die Mittellinie des Trapezes bezeichnet ist, die gleichzeitig Seitenhal-
bierende des weiflen Dreiecks ist, hat das weifle Dreieck die Flache m - h.
AuBlerdem ist m als Mittellinie des Trapezes gerade das arithmetische Mittel
der Seitenldngen a und b. Die gefarbten Dreiecke haben in der Summe also
den Flacheninhalt %ah + %bh = mh. Daher ist ein weiles Dreieck genauso
grof wie die beiden angrenzenden gefirbten Dreiecke zusammen. Das gilt
auch am Rand, wo man ein zu einem Dreieck entartetes Trapez und nur ein
gefiarbtes Dreieck hat.

Addiert man alles, ergibt sich: Die weiflen Dreiecke haben in der Summe einen
Fléacheninhalt wie zweimal die gefdrbten Dreiecke, also zweimal die Fléche
des n-Ecks. Insgesamt hat demnach die Figur wie behauptet den dreifachen
Flacheninhalt des n-Fcks.

Bemerkungen: Da man die gefiarbten Dreiecke nach Konstruktion aneinan-
derfiigen kann, sind die noch ungeférbten Dreiecke gleichschenklig. Weil die
Spitze des Dreiecks auf der Mitte der einen Trapezseite liegt, folgt aus der
Gleichschenkligkeit, dass das Trapez auf der anderen Seite rechte Winkel
haben muss.

Die Aufgabe lédsst sich auch ,,durchrechnen, unter mehrfacher Zuhilfenah-
me von Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen. Mit diesem
aufwindigen Beweis (den wir vor der gezeigten elementargeometrischen Va-
riante gefunden hatten) wollten wir die Leser der Beispiellosungen nicht ver-
schrecken; aber wer daran interessiert ist, kann ihn sich im Internet auf un-
serer Losungsseite ansehen.
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