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Beispiellosungen zu Blatt 70

Aufgabe 1

Auf jedem Feld eines Schachbrettes liegen Reiskorner, dabei konnen auf ver-
schiedenen Feldern durchaus verschieden viele Korner liegen. In der ersten
Zeile des Brettes liegen mehr Korner als in der ersten Spalte, in der zweiten
Zeile des Brettes liegen mehr Korner als in der zweiten Spalte und so weiter
bis zur siebenten Zeile, in der mehr Korner liegen als in der siebenten Spalte.
Wo liegen mehr Korner: In der achten Zeile oder in der achten Spalte?

Loésung:

Seien z1, 2, ..., 2zg die Anzahlen der Reiskorner, die in der 1., 2., ..., 8. Zeile
des Schachbretts liegen, und sq, s9, ..., sg die Anzahlen fiir die entsprechen-
den Spalten.

Nach Voraussetzung gilt dann z; > s1,29 > 9, ..., 27 > s7, also auch

Z1t+2zZo+ ...+ 27 >8+ S+ ...+ S7.

Andererseits lidsst sich die Gesamtzahl N aller Reiskorner auf dem Schach-
brett sowohl als Summe aller Anzahlen in den Spalten als auch als Summe
aller Anzahlen in den Zeilen schreiben: N = s;+89+...4+83 = 21+29+. . .+ 25.

Daraus folgt schlieflich:
ss=N—(s1+82+...+87)>N—(21+2+...+27) = zs.
Also liegen in der achten Spalte mehr Reiskérner als in der achten Zeile.

Aufgabe 2
Welche der beiden Zahlen A = \/n+ ¢/n+ /n+ ...+ %/n bzw. B =n ist

die groflere fiir

a) n = 208;
b) n = 20087
Losung:

Wir betrachten zuerst den Fall n = 208:
Es ist /208 > 14. AuBerdem ist die k-te Wurzel aus 208 groler als 1 fiir alle
ke {3,...,199}, da 208 grofler als 1 ist.
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Deswegen konnen wir abschétzen:

A =208 + V208 + V208 + ... + V208
>144+1+...+1
A,—/
197-mal
= 144197 1
=211 > 208

Ahnlich kénnen wir auch im Fall n = 2008 vorgehen:

Es gilt v/2008 < 45, /2008 < 13 und v/2008 < 7 (denn es ist 452 = 2025,
133 = 2197 und 7% = 2401).

Dann ist aber auch /2008 < 7 fiir alle k € {5, ...,199}.

Wir erhalten als Abschéatzung:

A =+/2008 + v/2008 4+ v/2008 + ... + '¥/2008
<454 1347+ ...4+7
A,—/
196-mal
=45+ 13+196-7
= 1430 < 2008

Im ersten Fall ist also A grofer, im zweiten Fall B.

Aufgabe 3

Die Pfadfindergruppe , Féahnlein Mobiusband“ marschiert geméchlich mit
konstanter Geschwindigkeit von 3 km/h in quadratischer Formation mit Sei-
tenldnge 16 m durch das Gottinger Umland. Fahnleinfiihrer Felix will die For-
mation kontrollieren und startet an der linken vorderen Ecke des Quadrates
und lauft mit einer (groferen) konstanten Geschwindigkeit einmal entlang
des Randes des Quadrates um die gesamte Gruppe herum. Als er wieder
an seiner Ausgangsposition ankommt, ist der Trupp genau 54 m vorwérts
gekommen.

Wie schnell (in km/h) ist Felix bei seinem Kontrollgang gelaufen?

Loésung:

Wir koénnen zunéchst die Zeit bestimmen, die Felix fiir die ,,Umrundung* der
Gruppe benotigt. Die Gruppe hat sich bei einer Geschwindigkeit von 3 kTm =

25 2 = 2 2 Jediglich 54 m weiterbewegt, also hat Felix’ Runde 2 = 64,8
) 6 s
gedauert.

Aus der Perspektive eines Beobachters, der sich nicht mit der Gruppe bewegt,
sondern auf der Stelle steht, lduft Felix mit konstanter Geschwindigkeit v
(genaugenommen ist der Betrag der Geschwindigkeit konstant) und sein Weg
kann die folgende Gestalt haben:
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Abbildung 1: Positionen der quadratischen Formation zu den Zeitpunkten,
zu denen Felix sich an den Ecken der Formation befindet, und Felix” Weg

Zwischenbemerkung: Felix’ Weg ist durch die Aufgabenstellung nicht eindeu-
tig festgelegt; er konnte die Gruppe auch im Uhrzeigersinn umrunden. Dies
wiirde aber an der Linge des Weges nichts dandern, denn in jedem Fall lduft
er einmal in gleicher Richtung wie die Gruppe, einmal entgegengesetzt und
zweimal schriag zur Marschrichtung.

Wenn wir nun die sich bewegende Pfadfindergruppe als Bezugsystem wihlen,
so ist Felix’ Geschwindigkeit zwar nicht mehr konstant, dafiir ist dann der
Weg, den er ablduft, ein Quadrat mit Seitenléinge 16 m.

Die Relativgeschwindigkeiten zur Gruppe ergeben sich, wenn man von der
Geschwindigkeit v, die der ruhende Beobachter sieht, die Geschwindigkeit der
Gruppe ,,abzieht. Hierbei muss man auch die Laufrichtung beriicksichtigen,
da Felix nur auf einem der vier Streckenabschnitte in dieselbe Richtung wie
die Gruppe lauft:

Fiir den ersten und dritten Abschnitt gilt, da Felix in die entgegengesetzte
bzw. in dieselbe Richtung lauft:

Urelativ =0+ 3 T und vrelativ =v—3 o

Fiir die beiden verbleibenden Abschnitte kann man die Relativgeschwindig-
keit mit dem Satz des Pythagoras ausrechnen; denn die Strecke, die Felix
geht, wihrend er an einer Querseite des Quadrats entlanggeht, ist die Hy-
potenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten die Seitenldnge des
Quadrats und die von der Gruppe zuriickgelegte Strecke sind. Da die Ge-
schwindigkeiten proportional zu den Strecken sind, iibertrigt sich diese Be-
ziehung zwischen den Strecken auch auf die Geschwindigkeiten:

2 _, @ _ 2 km ) 2
Urelativ — Urelativ — ve = (3 T)

Jetzt konnen wir die fiir die einzelnen Abschnitte bené6tigte, von v abhéngige
Zeit ausrechnen und deren Summe mit den oben berechneten 64,8 Sekunden
(64,8/3600 Stunden) gleichsetzen:

648 0016km 0016km 0016km 0,016km
3600 L0 L@ T TTm

relativ Urelativ relativ vrelativ

~0,016km 0,016 km 0,016 km 0,016 km

km km
v+ 35T v2—(3kTm)2 v=350 v2—(3kTm)2
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Multiplizieren mit (v + 3 52) . (v — 3 52) = »? — (3 52)? Jiefert:

0,018 km - <U2_ (3kTm)Q>
— 0,016 km - <U_3k%+”+3k%+2m)
=) cw=n/e e’

Quadrieren der letzten Gleichung wiirde nun eine Gleichung vierten Grades
in v liefern, die nicht mit elementaren Methoden auflésbar ist.

Unter Verwendung der Tatsache, dass v > 31%“ gelten muss, und in der
Hoffnung, dass es eine ganzzahlige Losung geben konnte, sieht man bzw.
merkt man nach kurzem Ausprobieren, dass v =5 kTm die Gleichung 16st.
Diese Losung ist auch eindeutig; denn wir haben die letzte Gleichung dquiva-
lent aus Gleichung () hergeleitet, und dort sieht man, dass mit wachsendem
v auf der rechten Seite jeder Bruch kleiner wird, weswegen es hochstens eine
Losung geben kann.

Felix ist also mit 5km/h gelaufen.

Aufgabe 4

Platznot bei unseren Piraten. Daher wollen sie ihre Kanonenkugeln moglichst
platzsparend unterbringen. Sie stellen fest: Wenn drei grofie Kugeln mit
Durchmesser 45 cm so auf dem Boden liegen, dass sie sich gegenseitig beriih-
ren, passt darunter genau noch eine der mittelgrofen Kanonenkugeln, das
heifit, sie beriihrt dann alle drei grofien Kugeln. Und noch besser: In den
Zwischenraum unter zwei groflen und einer mittleren Kugel passt in gleicher
Weise noch eine kleine Kugel.

Welche Durchmesser haben eine mittelgrofie und eine kleine Kanonenkugel?

Losung:

Die Radien der Kugeln seien mit g(= 42—5 cm), m bzw. k bezeichnet; die Anga-

be ,cm® bei den Léngen wird der Ubersichtlichkeit halber meist weggelassen.

Zunichst eine allgemeine Uberlegung:
Wenn zwei Kugeln mit Radien r und
s auf einer Ebene liegen, sich beriihren
und ihre Beriihrpunkte mit der Ebene
den Abstand d zueinander haben, dann
gilt die Beziehung

d® = (r+s)>—(r—s)”=4rs.

Sie folgt sofort aus dem Satz des Pythagoras und aus den binomischen For-
meln.
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Nun betrachten wir drei grole Kugeln und eine mittelgrofe Kugel, die sich
alle gegenseitig beriihren. Es reicht dabei, die Beriihrpunkte mit der Ebe-
ne anzuschauen: Die Beriihrpunkte G, Gy und Gj der grofien Kugeln ha-
ben voneinander jeweils einen Abstand von 45cm. Aus Symmetriegriinden
liegt der Beriihrpunkt M der mittelgrofien Kugel in der Mitte des gleichseiti-
gen Dreiecks G1G2(G5. Da sich die Hohen in einem gleichseitigen Dreieck im
Verhéltnis % : é teilen und die Hohe selbst die @—fache Léange der Grundseite
hat, hat M zu jedem G; den Abstand % -45. Nach der Uberlegung zu Beginn

gilt damit:
1 45
— 452 =4.— . m,
3 2
also
15
m=—.
2
Der Durchmesser der mittelgrofien Kugel ist daher 15 cm.

G

G1 G2

Zur Bestimmung des Durchmessers der kleinen Kanonenkugel gehen wir ganz
dghnlich vor; nur bilden die drei Beriihrpunkte G, Gy und M der grofleren
Kugeln mit der Ebene nur noch ein gleichschenkliges Dreieck. K sei der
Beriihrpunkt der kleinen Kugel mit der Ebene. Aus Symmetriegriinden muss
er auf dem Lot ML von M {iber der Basis G1G5 liegen. Mit den Bezeichnun-
gen der Skizze gilt dann:

1 ..
a+b=|ML|= 2—\/§ - 45, vgl. Uberlegungen zur Dreieckshthe oben,

e? = |G1K|? = 4gk = 90k und
a® = 4mk = 30k nach der Voriiberlegung.

Pythagoras liefert nun

e’ =g>+ %
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und setzt man alles zusammen, erhilt man:

452 4 2
o0k — 7 (—5 . \/30k)

4 2v/3
452 452
:i+i—45v10k+30/{:
4 12
452

& 3VI10k = —4k 445

= 16k% — 450k + 45% =0

mit den beiden Losungen

22542252 — 16452 22544525 — 16 EES
- 16 - 16 ~ 7 T 16

k

Nun muss offensichtlich £ < m < g sein, daher ist die Losung: Die kleine

Kugel hat einen Durchmesser von 2 - % = %.

Bemerkung: Dass die zweite Lésung der quadratischen Gleichung genau den
Radius der grofien Kugeln ergibt, ist kein Zufall, denn die dritte grofie Kugel
erfillt genau wie die kleine Kugel die Bedinungen, dass sie die beiden anderen
grofien Kugeln, die mittlere und die Ebene berihrt. Das fihrt bis auf ein
Vorzeichen auf dieselben Gleichungen, und dieses Vorzeichen verschwindet
beim Quadrieren.

Und noch eine Bemerkung:
Nachdem wir nun das Ergebnis haben, rechnen wir noch einmal konkret den
Wert von b aus:

b:—45 — 3Ok:—45 —,/3(@:15\/5—15%:0.
2v/3 2v/3 8 2 2

Das bedeutet, dass der K genau in der Mitte zwischen G und Gy liegt! Damit
beriihrt die kleine Kugel auch eine auf der anderen Seite eingefiigte mittel-
grofse Kugel, man kann also wirklich sagen, dass der Raum dadurch recht gut
ausgenutzt wird. (Und es bedeutet, dass wir mit der Skizze etwas geschummelt
haben — aber anders wdire es natiirlich nicht gut herzuleiten gewesen.)
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