23. Weiterfithrung der Methoden der Variationsrechnung.
David Hilbert

Bisher habe ich im Allgemeinen moglichst bestimmte und specielle Proble-
me genannt, in der Erwigung, dafl es gerade die bestimmten und speciellen
Probleme sind, die uns am meisten anziehen und von denen oft der nachhaltig-
ste Einflufl auf die Gesamtwissenschaft ausgeht. Dennoch mochte ich mit einem
allgemeinen Probleme schliefen, ndmlich mit dem Hinweise auf eine Disciplin,
die bereits mehrmals in meinem Vortrage Erwéhnung fand eine Disciplin, die
trotz der erheblichen Férderung, die sie in neuerer Zeit durch WEIERSTRASS
erfahren hat, dennoch nicht die allgemeine Schitzung genieft, die ihr meiner
Ansicht nach zukommt — ich meine die Variationsrechnung.*

Die Variationsrechnung im weitesten Sinne ist die Lehre vom Variiren der
Functionen und erscheint uns als solche wie eine denknotwendige Fortsetzung
der Diferential- und Integralrechnung. So aufgefaf3t, bilden beispielsweise die
PoINCAREschen Untersuchungen iiber das Dreikdrperproblem ein Kapitel der
Variationsrechnung, insofern darin POINCARE aus bekannten Bahncurven von
gewisser Beschaffenheit durch das Princip des Variirens neue Bahncurven von
dhnlicher Beschaffenheit ableitet.

Den am Anfange meines Vortrags gemachten allgemeinen Bemerkungen iiber
Variationsrechnung fiige ich hier eine kurze Begriindung hinzu.

Das einfachste Problem der eigentlichen Variationsrechnung besteht bekannt-
lich darin, eine Funktion y der Verédnderlichen x derart zu finden, dafl das be-
stimmte Integral

b
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einen Minimalwert erhélt im Vergleich zu denjenigen Werten, die das Integral
annimmt, wenn wir statt y andere Funktionen von = mit den ndmlichen gege-
benen Anfangs- und Endwerten in das bestimmte Integral einsetzen. Das Ver-
schwinden der ersten Variation im iiblichen Sinne

0J =0

liefert, fiir die gesuchte Funktion y die bekannte Differentialgleichung zweiter
Ordnung

dF,, 3 _OF

Um nun des Niheren die notwendigen und hinreichenden Kriterien fiir das Ein-
treten des verlangten Minimums zu untersuchen, betrachten wir das Integral
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1Lehrbiicher sind: Moigno-Lindelsf “Legons du calcul des variations”, Paris 1861 und A.
Kneser, “Lehrbuch der Variationsrechnung”, Braunschweig 1900.




und fragen, wie darin p als Funktion von x,y zu nehmen ist, damit der Wert
dieses Integrals J* von dem Integrationswege d. h. von der Wahl der Function
y der Variabeln x unabhéngig wird. Das Integral J* hat die Form

J* = /{Ayz — Bldz,
a
wo A und B nicht y, enthalten, und das Verschwinden der ersten Variation
0J* =0
in dem Sinne, den die neue Fragestellung erfordert, liefert die Gleichung

04 OB
dr = dy
d. h. wir erhalten fiir die Funktion p der beiden Verdnderlichen x, y die partielle

Differentialgleichung erster Ordnung

OF, O(pF, —F)

1* —_— =0.
(%) oz dy

Die gewthnliche Diferentialgleichung zweiter Ordnung (1) und die eben gefunde-
ne partielle Differentialgleichung (1*) stehen zu einander in engster Beziehung.
Diese Beziehung wird uns unmittelbar deutlich durch die folgende einfache Um-
formung:

80 = [{F,0y + Fy0p + (0ys — 0p) Fp + (yo — p)0Fp} da
= f:{Fy oy + oy £y + (yz — p)5Fp} dz
= 6J + [ (ys — p)oF, dz .

Wir entnehmen n&mlich hieraus folgende Thatsachen: wenn wir uns irgend
eine einfache Schaar von Integralcurven der gewohnlichen Diferentialgleichung
zweiter Ordnung (1) verschaffen und dann eine gewohnliche Differentialglei-
chung erster Ordnung

(2) Yo = p(,y)

bilden, die diese Integralcurven ebenfalls als Losungen zuliflt, so ist stets die
Funktion p(z,y) ein Integral der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung
(1*); und umgekehrt, wenn p(x, y) irgend eine Losung der partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung (1*) bedeutet, so sind die sémtlichen nicht singuliren
Integrale der gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung (2) zugleich
Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung (1); oder kurz ausgedriickt:
wenn y, = p(x,y) eine Integralgleichung erster Ordnung der Differentialglei-
chung zweiter Ordnung (1) ist, so stellt p(z, y) ein Integral der partiellen Diffe-
rentialgleichugg (1*) dar und umgekehrt; die Integralcurven der gewdhnlichen
Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) sind also zugleich die Charakteristiken
der partiellen Differentialgleichnng erster Ordnung (1%*).



In dem vorliegenden Falle finden wir das nidmliche Resultat auch mittelst
einer einfachen Rechnung; diese liefert uns nédmlich die in Rede stehenden Dif-
ferentialgleichungen (1) bez. (1*) in der Gestalt

(1) Yoz + Fyoye ¥ Yz Fyoy + Fyoo — Fy =0
bez.
(1), (Pa + Ppy) Fpp + pFpy + Fpp — Fy =0

wo die unteren Indices in leichtverstéindlicher Schreibweise die partiellen Ablei-
tungen nach x, y, p, y, bedeuten. Hieraus leuchtet die Richtigkeit der behaupte-
ten Beziehung ein.

Die vorhin aufgestellte und soeben bewiesene enge Beziehung zwischen der
gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) und der partiellen Dif-
ferentiaigleichung erster Ordnung (1*) ist, wie mir scheint, fiir die Variations-
rechnung von grundlegender Bedeutung. Denn wegen der Unabhingigkeit des
Integrales J* vom Integrationswege folgt nunmehr

(3) /W@+@—wwmm=/nmm,

wenn wir das Integral linker Hand auf irgend einem Wege y und das Integral
rechter Hand auf einer Integralcurve g der Differentialgleichung

Yo = p(xvg)

genommen denken. Mit Hiilfe der Gleichung (3) gelangen wir zu der WEIER-
STRASSschen Formel

(1) L[mej[HwM=KE%mm

wo E den von den 4 Argumenten y.,p,y,x abhingigen WEIERSTRASSschen
Ausdruck

E(yz.p) = F(yz) = F(p) = (42 = ) Fp(p)

bezeichnet. Da es hiernach lediglich darauf ankommt, die in Rede stehende In-
tegralcurve y in der zy-Ebene auf eindeutige und stetige Weise mit Werten
einer entsprechenden Integralfunktion p(z,y) zu umgeben, so fithren die eben
angedeuteten Entwickelungen unmittelbar — ohne Heranziehung der zweiten
Variation sondern allein durch Anwendung des Polarenprocesses auf die Dif-
ferentialgleichung (1) — zur Aufstellung der JAcoBIschen Bedingung und zur
Beantwortung der Frage, inwiefern diese JACOBIsche Bedingung im Verein mit
der WEIERSTRASSschen Bedingung E > 0 fiir das Eintreten eines Minimums
notwendig und hinreichend ist.

Die angedeuteten Entwickelungen, lassen sich ohne dafl eine weitere Rech-
nung notig, wire, auf den Fall zweier oder mehr gesuchter Funktionen, sowie auf



den Fall eines Doppel- oder mehrfachen Integrals iibertragen. So liefert beispiels-
weise im Fall des iiber ein gegebenes Gebiet w erstreckenden Doppelintegrals

9 d
J:/F(zm,zy,z;x,y)dw zzza_:i’ Zy:a_z
das im iiblichen Sinne zu verstehende Verschwinden der ersten Variation
6J =0

fiir die gesuchte Funktion z von x,y die bekannte Differentialgleichung zweiter
Ordnung

dF. dF, OF OF OF
I = Y@y, =2 = g2
M ar dy Oz v 0z 82]

Andererseits betrachten wir das Integral
J* = [{F + (22 —p)Fp + (2y — Q) Fy }dw ,

OF(p,q,z;x, 9F (p,q,z;x,
[F:F(p,q,z;x,y), F, = (pgpzwy), F, = (pngxy)}

und fragen, wie darin p und q als Funktionen von x,y, z zu nehmen sind, damit
der Wert dieses Integrals von der Wahl der durch die gegebene geschlossene
Raumcurve gelegten Flédche d. h. von der Wahl der Funktion z der Variabeln
x,y unabhingig wird. Das Integral J* hat die Form

J* = /{Azm + Bz, — Cldw

und das Verschwinden der ersten Variation
0J =0
in dem Sinne, den die neue Fragestellung erfordert, liefert die Gleichung

% + a_B + % =0

or  dy Oz

d. h. wir erhalten fiir die Funktionen p und ¢ der drei Variabeln z,y, z die
Differentialgleichung erster Ordnung

0F, OJF, n O(pFp+qF; — F)

() o oy 9: =0.

Fiigen wir zu dieser Differentialgleichung noch die aus den Gleichungen
Zz :p(mayaz)a Zy = q(x,y,z)
resultirende partielle Differentialgleichung

(I) Py + P2 = 4z + PY-



hinzu, so stehen die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) fiir die
Funktion z der zwei Verdnderlichen z,y und das simultane System der zwei
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (I*) fiir die zwei Funktionen p
und ¢ der drei Verénderlichen z,y, z zu einander genau in der analogen Bezie-
hung, wie vorhin im Falle eines einfachen Integrals die Differentialgleichungen
(1) und (1%).

Wegen der Unabhéngigkeit des Integrals J* von der Wahl der Integrations-
fliche z folgt:

/{F(p, Q)+ (22 — ) Fp(p, q) + (2y — ) Fy(p, q) dw = /F(Exiyda):

wenn wir das Integral rechter Hand auf einer Integralfliche z der partiellen
Differentialgleichungen

2y :p(xang)a Ey = (Z(l“yy,?)

genommen denken und mit Hiilfe dieser Formel gelangen wir dann sofort zu der
Formel

(Iv) /F(zx,zy)dwf/F(zx,Zy)dw :/E(Zx,zy,p,q)dw

B2, 2y,0,q) = F(22,2y) = F(p,q) = (22 — p)Fp(p, @) — (2 — ) Fp(p, 9),

die fiir die Variation der Doppelintegrale die ndmliche Rolle spielt, wie die vor-
hin angegebene Formel (4) fiir die einfachen Integrale und mit deren Hiilfe wir
wiederum die Frage beantworten kénnen, inwiefern die JACOBIsche Bedingung
im Verein mit der WEIERSTRASSschen Bedingung E > 0 fiir das Eintreten eines
Minimums notwendig und hinreichend ist.



